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Intr oduction

Lesenjeuxéconomiqueslel'industrie pétroliereimposentun besoinde décrirela structuregéologique
desréserwoirs d'hydrocarlures et les propriétesdesrochesqui les constituent.Ce chapitrea pour but de
présentebrievementa modélisatiorgéologiquedesréserwirs, notammenatraverslesapprochegrobabi-
listesdanslesquellede sujetde cettethéses'inscrit. Avantde décrirecequel'on chercheavecla modélisa-
tion (ou caractérisationjlesréserwirs, unedé nition desréserwirs estdonnéeaveclesfacteurgrincipaux
qui contrituenta leur formation.Puis,dansun secondempsl'approcheprobabilisteestintroduitedansce
contete et les principalesfamilles de modélesutilisés sontdécrites.Une de cesfamilles,les modelesde
type objet,nousintéressdout particulieremenpuisquele modéleétudiédanscetravail, le modelebooléen,
en fait partie.Pour nir, unedescriptiondu | conducteurde cettetheseet desdifférentespartiesqui la
constituenestprésentée.

Modélisation desrésenoirs

Un réserwir esttrés généralementin dépbtsédimentaireou une série de dépbtsinterconnectésjui
contientdes uides (huile, gaz,eau...).Cesdépodtssontconstituésle rochesporeuse®t perméables I'in-
térieurdesquelleses uides circulentet peuent éventuellemens'accumulempourformerun gisemens'il
y adesbarriereqqui lesretiennentommele ferait un barrage Cesbarriéregpeuent étrede naturediffé-
rentes. unefaille, un piégeanticlinal, unevariationde perméabilitéparchangemente facies etc. (Salléet
al.,1976).

La perméabilitédela rochedéterminesacapacité laisserpassete uide atraverselle.La porosité est
le pourcentagel'espacevide al'intérieur dela rocheet donnele volumede uide quecelle-cipeutconte-
nir. Ce sontles deuxpropriétéspétrophysiquefondamentalegjuel'on cherchea déterminempour décrire
le réseroir et saqualité. Cespropriétésne sontpasuniformesdanstout le réseroir, maisdépendendes
structuregyéologiquegyui le constituentLa connaissancdu réseroir passeparla déterminatiordetelles
hétérogénéitésequiimpliquel'étudedesfacteurgui gerentia natureetla porositédesrochegla pression,
la diagenesda fracturation]'environnementde dépbt... (Salléetal., 1976)).

L'objectif dela caract risation desr servoirs estdedécrirele plusprécisemenpossibldescaractéris-
tiquespétrophysiquesdu milieu poreuxainsiquel'intensité et la directiondesécoulementsles uides qui
s'y produisentDansle casderéserwirs d'hydrocarhlures,cettedescriptiorreprésente@n enjeuéconomique
importantpourdifférentesraisons: elle doit permettreunebonneestimationdesréseresexploitables.elle
fournit desrenseignementsourunemeilleurelocalisationdespuitsd'exploitation,enrésuméelle aideala
décisionsurl'évolution du déwloppementu gisement.

1l fautdistinguerentrela porosit effective qui correspondau volume desvidesinterconnectésa traverslesqueldes uides
peuentcirculer, etla porosit totale qui comprenchonseulementesporesinterconnectémaisaussiceuxqui sontfermésparun
ciment(MoureauetBrace,1979).



4 INTRODUCTION

Le processuslecaractérisatioderéserwir estindispensabléoutaulongdela vie d'un réserwir, desa
découerteasaphasededéclin,etle oulesmodélesconstruitséwluentaufur eta mesureguele gisement
estexploité et queplusde donnéesontacquisesL'échelledela modélisatiordépendiela phasadela vie
duréserwir et desdonnéedlisponiblesa chaqueétape Ainsi, pendantes premierephasespn cherchea
détermineda distribution spatialedeshétérogénéitést leur conneité tandisque pour choisirun scénario
pourla phasede déwloppementil fautdisposerd'un modélede porositéet de perméabilitédesréserwirs
(Chessal995).Ceciimplique unedescriptionet unemodélisatiordu réserwir a différenteschelles.

Dansle travail de Chessg1995),0n trouve uneclassi cationhiérarchiquedeshétérogénéitédansun
réserwir, a partir de la classi cation de Weber(1986). Ceshétérogénéitésnt, a chagueéchelle,unein-

uence surla récupératiordeshydrocarbires.Par exemple,a l'échelle du champ(distancesle l'ordre du
kilométrehorizontalement, km, etde m en profondeur) descorpssableuxconnectésu
nonsontidenti és. La conneité entrecescorpsest,acetteéchelle Je premierfacteurdansla détermination
dela quantitéde uide qu'il estpossibled'extraire : avec un seulpuitson peutextraire les hydrocarlires
deplusieursréserwirs s'ils sontconnectésA I'échelle du réseroir ( m horizontalement, men
profondeur))esfrontiéresentrelesunitésgénétiquepeuventmarquerdesforts contrastesle perméabilité,
pouwantainsigénérem l'intérieur du réserwoir desrégionsinexploitables.Le modeélequenousétudionsici
estutilisé principalement '‘échelle d'une unit 2 g n tique ( m d'épaisseurgtal’ chelle gra-
nulom trique ( mm).A I'échelledel'unité, noussommesntéresséa modélisemunevariétéde
structuressédimentairepour obtenirun pro | de perméabilitédéterminante mouvementde uide al'in-
térieurde l'unité. A I'échelle granulométriquege sontles différencesde granulométrieque nousvoulons
estimer puisqu'ellespeuentgénérerde fortesvariationsde perméabilitéet créerdespiégespourle uide
acetteéchelle La déterminatiorde cesvariationsestde grandeémportancepourla récupératiordes uides
résiduelgdansla phasenale delavie duréserwoir.

Lesdonnéescquisegpour décrirele gisemensontde naturetrésdifférente.Chacuned'entreellesap-
porteuneinformationa cesdifférenteschelleenquanti ant, defaconplusoumoinsdirecte lespropriétés
pétrophysiqueslesréseroirs. Commeexemplenouspouwons citer I'étude descarottesdesdiagraphies,
lestestsdespuits, qui fournissentuneinformationpétrophysiquele hauterésolutiondansun voisinagetres
local autourdespuits.A uneéchelleplusgrandejesétudessismiquegpermettent'identi er desstructures
géologiques I'échelle du gisementL'étude d'af eurementsdansdesenvironnementgle dépbétsimilaires
aceluiduréseroir étudié(analoguesa aussiunegrandemportancepourcomprendrd'architecturedu ré-
senoir etpourdé nir, defagoncohérentelesréglesgéologiquesiansl'élaborationdu modélede réseroir
(Hu, 2002).La précisionde cesdonnéesstaussitrés différente.L'information aux puits esttrésprécise
mais,a causedescodtstrésélevésdesforageset descarottageselle estpeuabondanteDe plus, elle peut
étrebiaisée puisqud'emplacementespuitsestchoiside préférencelanslesrégionslesplus productves.
L'information sismiqueest,au contraire plusabondantenaismoinsprécisepuisqu'ellene fournit quedes
mesuresndirectesdespropriétéspétrophysiquesdesréserwirs. Il estdoncimportantd'intégrertoutesles
informationsa dispositiondansle modélederéserwir. Puisqud'étude duréserwir estréaliséeoutaulong
desavie, il estaussinécessairée pouwir intégrerdansle modéleles nouellesinformationsacquisesu
fur et a mesurede I'évolution de I'exploitation. Une mise a jour du modéledevrait étre continuellement
réalisée.

Cependantetbienqu'il y ait, aucoursdu déweloppementiu réserwir, denouwelleset plusnombreuses
informationssursescaractéristiqueda réalitén'estjamaisparfaitementconnueetil existetoujoursunein-
certitudedansla connaissanceu réserwir. Cetteincertitudeestparticulieremenimportantedandesphases

2Unit : termedésignantout ensembleade terrainsque l'on peutindividualiser pour desraisonstectoniqueset/ou stratigra-
phiques(Foucaultet Raoult,1984).
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d'explorationoulesdonnéesontpeuabondantedl| estdoncnécessairdeconstruiredemultiplesscénarios
qui puissenteprésentetouteslesréalitéspossibleset tenirainsicomptedel'incertitude (Hu, 2002).

L'approcheprobabiliste estadaptéeéce problémeet présentglusieursavantages il existeunnombre
importantde modélegprobabilistesce qui permetde choisirle modélele mieuxadaptéa I'environnement
dedépdt il estpossibled'utiliser desmodéledifférentspourlesdifférentestchellesd'étude,del'échelle
du gisement |'échelle granulométriquest, en n, la natureprobabilistede cesapprochepermetd'évaluer
I'incertitude du modéleen construisante multiplesscénariopossibles.

En d'autrestermes bien qu'un réserwir soit quelquechosed'intrinséquementéterministe puisqu'il
résultede touteune sériede processuphysiquesiendé nis, il estpossiblede parlerde «natureprobabi-
liste»danda modélisatiora causealel'information insufsante qui introduituneimportantancertitudedans
la connaissancdu réserwir. Haldorseret MacDonald(1987)expliquentcettedoublenaturedéterministe
stochastiquelansla modélisatiordesréserwirs.

Modelesstochastiquegpour la caractérisation desréservoirs

Expérimentalementa modélisationdesréseroirs consistea construiredes modélesnumériquesyui
représententes hétérogénéitéa differenteséchellesen termesde propriétéspétrophysiquesurles blocs
d'une grille. On assignea chaquebloc unevaleurde la porositéet de la perméabilité Nous pouvons dis-
tinguertrois étapegrincipalesdansla modélisationd'un réserwir (Chessal995) et chacunedesquelles
impliqueuneéchelledetravail différente:

— Modélisationde I' architecture interne du réserwir : danscette étapela structurea I'échelle du
gisemenestmodéliséeentermesde lithofaciés. Lesvolumesdesrochesconstituantesformations
géologiquesplus ou moinshomogenesithologiqguementsontidenti és, ainsi qu'éventuellementla
modélisatiordesfaillesetfracturesdande réserwir. Ceshétérogénéitésl'intérieur dugisemensont
dépendantedesprocessusédimentairegjui les ont constituée®t peuvent doncétrede naturetrés
différente: dépbtsdechenauxuviatiles oumarins,dépdtd'origine éoliennedépdtseenernvironment
deltaique etc. Chaqueervironnementprésentadescaractéristiquegéomeétriquet desvariabilités
deporositéet deperméabilitéparticulieres.

— Modélisationdespropri tes p tr ophysiquesdesrochesa l'intérieur du réserwir : unefois la dis-
tribution deshétérogénéitémodéliséejl fautdéterminedes propriétésdesrocheset leur variabilité
a l'intérieur de cescorpsgéologiquesLes principalesvariablesd'intérét sont, encoreunefois, la
perméabiliéetla porosité et aussile dégréde saturatioreneauou enhydrocarhire.

— Modélisationhydrodynamique : les réalisationsainsi obtenuessenent de basepour la simulation
desécoulementsqui serontutilisésdanda prédictiondela productiondu gisementDanscettephase
il fautrésoudrde problémede I'homogénéisatiordespropriétéspétrophysiqued.es modelesgéo-
logiquesobtenussontcalculéssurdesgrilles asseznes pourmieuxcaractérisela variabilité de ces
propriétésPar soucid'économiede tempsde calcul, les modeleshydrodynamiquesontutiliséssur
desgrilles pluslargesetil fautdoncuniformiserles valeursdespropriétésdesrochesobtenuesur
un supporipluslarge. Unedescriptiorplusdétailléede ce problémeestprésentéeanslestravauxde
Grindeheimet Aasen(1992),Gelhar(1993),Journel(1996) et aussidansFisheret Knipe (2001) et

3Faci s : catégoriedanslaquelleon peutrangerunerocheou un terrain, et qui estdéterminéepar un ou plusieurscaractéres
lithologiques(lithofaci s ) ou paléontologiquegbiofacies).Le termefaciesestaussiemplao/é pour désignerune catégoriecorres-
pondanta un milieu ou a un domainede sédimentatiorfFoucaultet Raoult,1988).Les lithotypes sontdé nis parassociatiorde
faciéscorrespondard un mémetypelithologiqueet descaractéristiquebydrodynamiquesimilaires.Danscetravail un lithotype
correspondgénéralemeng un seullithofaciés Lestermesfaciés lithofaciéset lithotype serontutilisésindistinctement.
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Castaingetal. (2002)pourle casdemilieux fracturés.

Il existe un grandnombrede modélesprobabilistesutilisés pour la caractérisatiordesréserwirs. Le
choixd'un modéleestconditionnéparl'environnemendu dépbt,parl'‘échelle detravail et parl'étapedela
modélisatiordanslaquelleon setrouve.

Le modélebool en, qui fait I'objet de cetravail, estutilisé pour construireun modélelithologiquede
I'architectureinternedesréserwirs, enparticulieral'échelle desunitésgénétiquesll estaussiutilisé pour
la modélisatiordeshétérogénéitéal'échelle granulométrique I'intérieur du réserwir. |l fait partiedela
famille d'approcheslitesd'objet qui constituentavecles approchesde pixel, lesmodelede plus utilisés
danscecontexte.

Modélesde pixel : Cesmodélessontbaséssur les corrélationsspatialesdeslithofaciés(sablesdesche-
naux,sablesoliens amiles,etc.)parlintermédiairedu variogrammede leursindicatrices Parmiles
modélesappartenana cettefamille, nouspouvons citer commeles plus utilisésla simulationgaus-
sienngronquégMatheroretal., 1987)etla simulationséquentiell@'indicatrices(Journeket Alabert,
1990).

La premiereconsistea utiliser unefonctiongaussienneontinuepourdéterminet'appartenance'’un
pixel a un faciés.En tout point du domaine Ja valeurdu facieéssimulé estfonction de la valeurde
la fonction gaussienngar rapporta certainsseuilsde troncature Ceux-cisontdéterminésa partir
desproportionsdeslithofaciés.Des variationsde cette méthodesontson applicationa un casnon
stationnaireg(Beucheret al., 1993; Johannet al., 1997) et la simulationpluri-gaussienngronquée
(Galli etal., 1994)ou plusieursfonctionsgaussiennesiterviennenpourla déterminatiordesfacies,
cequi permetunegrandevarietédansl'agencementesfaciés.

Le principalavantagede cetteméthodesstsacapacitéa reproduiredesréserwirs decritspardenom-
breuxfaciésetenprésencel'un grandnombrede puits.

La méthodede simulationd'indicatricesconsistea affectera chaquepixel une catégorieou classe
defaciésa partir desdistributionslocalesde probabilité.Cetteaffectationtient comptede la classe
simuléedansles pixels voisinset peutaussiprendreen comptedesvariationslocalesde proportions
desfacies(Journeletal., 1998).Cetteméthodea aussiétéutilisée pourreproduiredesvariationsdes
directionsde continuité(Deutsch,1999).

Lesmodeélegdepixel sontcontraintsasseZacilementiuxdonnéegjuantitatves, maisils nerestituent
guestatistiguemenlesimagesdesréseroirs. Souent cesimagesne sontpassatishisanteglansle
sensou ellesnereproduisenpasla forme desobjetsgéologiqueprésentsiansle réseroir.

Modélesd'objets : Cesapprochesnodélisenta géométriedescorpsgéologiquedithologiguementiomo-
génegpar desobjetsidéalisedistribuésen 3D. Ainsi, ils sontspécialemenappropriégpour simuler
les dépbtssableuxd'origine uviatile, les réseauxde fractures,les milieux poreuxa I'échelle gra-
nulométrique etc. Chaqueobjetestdé ni parsaposition, xée dansun point aléatoirede I'espace,
et sescaracteristiquegéométriquegleur forme, leur taille, leur orientation,etc.). L'utilisation des
modélegd'objet danda caractérisatiodel'architecturedesréserwirs enervironnementuviatile est
tresrépandueNous pouwons citer quelquesexemples: Haldorsenet MacDonald(1987),Chesseet
Martinius (1992),Henriquez,Tyler et Hurst (1990), Schmittet Beucher(1997), Viseur (1999), etc.
Desapplicationsa la modélisationdesfracturesdansles réserwirs ont étéfaitespar Muntheet al.
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(1993)et Cacasetal. (2001),parexemple.

Parfoisil y adansla littératureunecertaineconfusionentrelestermescmodeéled'objet» et «modéle
booléenx»Parmodéledd'objetson désignegouteunefamille de modélesdedifférentesconstructions,
qui ontpourpointscommund'utilisation de gures géomeétriqgueplusoumoinscomplexespourmo-
déliserleshétérogénéitédansunréserwir, (e.g.chenauxcrevassesbarriéresgetc.)etl'implantation
plus ou moins aléatoirede cesobjetsdansl’'espace.Le modelebooléenappartienta cettefamille,
maistousles modélesd'objets ne sontpasdesmodeélesbooléensCelui-ci implique descontraintes
assefortes: l'indépendancesntreles pointsd'implantationdesobjets,générépar un processusle
Poissonet I'indépendanceentreles objets.D'autresmodélescréentles objetsselondesreglesde
génératiorde fagona ce qu'ils véri ent le conditionnemenaux puits (Shmaryaret Deutsch,1999;
Viseuretal., 1998).

Le principal avantagede ce type d'approchesestqu'elles créentdesimagesassezntuitives de la
géométriedesréserwirs. Les principauxincorvénientsqu'ils présentensont,d'une part, le condi-
tionnementaux donnéegespuits (indicatricesaux puits) qui devient dif cile et lourd du point de
vue informatiquequandle nombrede puits commencea étreimportant, d'autre part, I'obsenation
desproportionsverticaleet latéraledeslithofaciésestaussiunecontraintecritique dela modélisation
souwentdif cile arespecter

D'autresméthodesitiliséespourla modélisatiordeslithofaciéssontlesmodélesg n tiques («process-
based»)en plein déweloppement présentContrairemeng d'autresmodeélesprobabilistesqui ne modé-
lisentquele résultatdesprocessusédimentaireda modélisatiomaléatoiregénétiquetient comptede ces
processugsle dépdtet doncde la naturedéterministedu réserwir. Puisqueles paramétregjui contrdlent
le modélede sédimentatiorsont,en général tresincertains,ils sontreprésentépar desvariablesou des
fonctionsaléatoireqHu, 2002),ce qui rejoint la natureprobabilistede la modélisation Depuislestravaux
initiaux de Matheron(1969a,1969b)et de Jacodet Joathon(1971) proposandivers modelesgénétiques
pour différentstypesde processusédimentairesje nombreusegtudesont été déweloppéesianscettedi-
rection. Nous pouvons citer, entreautresHu, Josephet Dubrule (1992) pour la modélisationdes dépbts
deltaiquesl.opez,Galli et Cojan(2001)et Lopez(2003)pourla modélisatiordeschenauxméandriformes.
Leur principalincorvénientestle conditionnemenauxdonnéeslespuits, qui esttresdif cile.

Puisquda caractérisationlesréserwirs implique la modélisationde structureset de propriétésgéolo-
giquesa différentestchellesun seulmodelene sufra paspour satishire toutesles caractéristiquedans
la pratique la combinaisorde deuxou plusieursmodélesappartenanad desfamillesdifférentesestle plus
souent inévitablepour construiredesmodélescomplexes de réserwir (e.g. Damslethet Holden (1994),
Damslethetal. (1992)).

De plusamplessynthésesurlesdifférentesapprochesitiliséesdansla caractérisatiomle réseroirs se
trouventdanslestravaux de Dubrule(1988),Haldorseren Damsleth(1990)et Damslethet Holden(1994),
Galli etBeucher(1997),ChilesetDel ner (1999).

Cadredela these

Un desintérétsprincipauxde la modélisatiorde I'architectureinternedesréserwirs estqu'elle permet
d'incorporertoutel'information géologiquedisponible Les proportionsdeslithofaciesconstituenun outil
trés puissantdansce contete, puisqu'ellesquanti ent la présencealeslithofaciéstout en indiquantleur
distribution spatiale.Ainsi, les proportionssont devenuesune contrainteimportantea respecterdansla
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caractérisationlesréserwirs. Dansles approchesle type pixel par exemple,notammentansles modéles
desgaussiennetronquées/information géologiquecontenuedansles proportionsa été introduite avec
succes.

Par contre,un desproblémesque présententes approchesle type objet consisteprécisemenen la
dif culté aincorporerl'information géologiqueconcernanta distribution deslithofacieset a respectetes
donnéesle proportion.

Il existe différentesapprochegour construiredesmodelesou desimagesqui respectentes données
de proportion.Certainesse basentur l'incorporationitérative desobjetsjusqu'aatteindreles proportions
vouluesatraversunefonctionobjectif(Deutschet Tran,2002).D'autresutilisentlesproportionscommedes
probabilitésde présencaleslithofaciéspourfavoriserlimplantation d'un objetdansunerégionplutét que
dansuneautre,puis,apréd'incorporationd'un nouwel objet,il estvéri € sila simulationobtenuerécupére
bienlesdonnéesle proportion(Viseur 1999).

L'appr ocheque nousavonsvoulu d v elopper danscetravail consistea incorporerlinformation des
proportiongdirectementiansle modéle De cettefaconla distribution desobjetsetle nombrea simulersont
déterminésaturellemensansgu'on ait besoinderecourira un processugératif devéri cation. Le modele
booléengentantquemodelebienconnuet maitrisé,sembleétrele choix approprié.

Lespremiergravauxdanscettedirectionsontdusa Schmittet Beucher(1997)qui ont établila relation
entreles proportionset le modéledansune situationsimple pour une variation des proportionsunique-
mentsuiantla verticale.Une suitea cestravaux étaitnécessairepjotammentlansle déweloppementela
théorie |I'extensionde la méthodea 3D, I'adaptationdesdonnées l'information requiseparle modeéle la
valorisationdesrésultatset|'application a unesituationréelle.C'est dansce cadrequecettethéses'inscrit.

Un double enjeu...

L'objectif de ce projet estd'élamir le champd'applicationdu modélebooléena la modélisationdes
réserwirs dontla distribution deslithofaciésestnonstationnairec'est-a-direils sontrépartisde faconnon
homogénePourcela, l'idée a été de proposerune méthodepour estimerles parameétregui dé nissent
le modélebooléena partir desproportionsde ceslithofacies.Cetteméthodedoit permettrede prendreen
comptela nonstationnaritéanslessimulationsdesréserwirs maisausside proposeruxprofessionnelge
cedomaineun outil de caractérisationable. Ainsi, le caractérale ce travail sesituea l'interfaceentrele
déweloppemenscienti que et mathématiquet'applicationindustrielle.L'enjeuestdoncdouble.

L'enjeu scienti que estd'intégrerl'information desproportionsen termesde paramétresiu modéle
booléenCecireléve duproblémedel' inférence Uneinterprétatiorcorrectedesparamétredande contecte
de notreapplicationet réciproquement,ineinterprétationrdesdonnéesxpérimentalegn fonction du mo-
dele,sontnécessairegourla cohérencehéoriquedu processus.

L'enjeuindustriel consistea construireuneinterfaceentrel'information d'entrée,les proportionsdes
facies.etlesrésultatsattendusles simulationsll existedéjaun grandnombred'algorithmesde simulation,
conditionnelleet nonconditionnelle du modélebooléenqui ont étélargementétudiés Aveccetravail nous
voulonsajouterunephaseantermediairgpréalablea cesalgorithmegpermettantetraiterla présencel'une
nonstationnarité.

Ceprojetaétéinscrital'origine dansle cadred'une corventionexistantentrel'Institut Francaisdu Pé-
trole etle Centrede Géostatistiquedestinéa déweloppena recherchelansle domainedela caractérisation
desréseroirs.
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Le ®| conducteurde cetravail

Cettetheseestdiviséeen trois grandegarties.La premiérepartie (chapitresl, 2 et 3) estconsacrée
a la théoriedu modélebooléen,ce qui estnécessairgpour comprendrda constructiondu modéleet ses
propriétés.Dansun premiertemps,la famille génériqguedes ensemblesléatoiresa laquellele modéle
booléerappartientestintroduite(chapitrel). Puis,le processude Poissorgqui sertdebaseala construction
du modéleest présent§chapitre2) et, en n, le modelebooléenet sespropriétéssont présentéslansle
chapitre3. L'algorithme de simulation(conditionnelleet non conditionnelle)utilisé dansce travail y sera
décrit.

La deuxiemegrandepartie(chapitrest, 5 et 6) concernd'estimationdesparametresu modelebooléen
a partir desinformationsexpérimentales les proportionsdeslithofaciés.Le chapitre4 décritles données
expérimentalegjui constituennotrepointde départet sonrapportaveclesparametresumodéle L'établis-
sementecerapportestla basedela méthodeguenousproposongourestimere parameétrelu modeélequi
gouernela distribution desobjetsdansle volume.Cetteméthode présentéelansle chapitre5, constitue
le corpsde la thése L'étudedel'autre paramétraedu modélebooléenconcernanta géométriedesobjetsa
simulersetrouve danschapitre6, danslequelnousétudionda possibilitéd'obteniruneinformationsurces
objetsa partir desproportions.

Dansla troisiemepartie (chapitres? et 8), deux applicationspratiquessenant a valider la méthode
proposéesontdécritesLa premiere(chapitre7) concernaun cas ctif dontle faciesmodéliséparle modéle
booléemprésentainedistribution nonstationnairéi 3D. Cetexemplepourraitétreassimiléala modélisation
d'hétérogénéitéal'échellegranulométrigueMalheureusememousn‘avonspasdisposéledonnéeséelles
pourtesterda méthodedanscecadre Le chapitre8 décritunexemple cettefois-ci réel,demodélisatiord'un
réseroir uviatile apartirdesdonnéesl'af eurement.Ladistributiondufaciésmodélisécorrespondaraux
chenauxgstici considéréeommenonstationnairelansun planvertical.

Enn, le chapitre9 établit un bilan du travail réaliséet présentdes conclusionset une discusiondes
résultatsQuelquesperspectiespouruneéventuellesuitea ce projetsontégalemenprésentées.
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L'étude quantitatve de nombreuxphénoménesaturelsestconditionnéepar leur variabilité dansl'es-
paceetdande temps Cesvariablesontétudiées partirdemesuregxpérimentaleparfoisraresetbruitées,
obtenuegparun échantillonnagsouwent préférenciekt peuexhaustifpourdesraisonspratiquesdiverses
économiquesy'accessibilitéau phénoméneu mémea causedeslimitations dansles instrumentge me-
sure.

Un tel échantillonnagg@ermet,selonles cas,d'avoir uneconnaissancpartielledesobjetsétudiés(par
exemple,les gisementgle mineraisconnuspar sondagespu d'obtenir uneinformationsurunepopulation
apartird'un grouped'objets(I'étude despopulationgde plantes]esvilles dansunerégion,lescellulesbio-
logiques,...). L'extrapolationde cetteinformationpartielle a tout le phénoménestaffectéed'une grande
incertitude,puisqu'ungrandnombred'interprétations foutescohérentesvec les obsenations,sont pos-
sibles.Unedesapprochesitiliséespourrépondrea cettequestionest!’ approche probabiliste

Lesmodeélegrobabilistessaientietenircomptede cetteincertitudeendonnant'opportunitédecréer
plusieursréalisations¢'esta dire différentescréalitégpossibles»Chacunele cesréalisationsestunesimu-
lation. Elles sontquali ées de conditionnellessi ellesrespectentes donnéesxpérimentalesL'utilisation
de cetype de modelespermetainsi de résoudrecertainsproblemediés a la prédictionet a I'estimation:
I'interpolation desdonnéesle Itrage, I'optimisation, le changementie supportet d'échelle,l'intégration
deplusieursparamétreda simulation,etc.

LesensemblealéatoiresconstituenuneclasseparticulieredesmodélesprobabilistesLa notiond'en-
semblealéatoireestintroduite parla nécessit@e modélisercertainsphénomenenaturelsa naturegéome-
trique qui présententinehétérogénéit@lus ou moinsimportantea différentestchellest, enmémetemps,
un certaincaracterestructuré Desexemplesdetelsphénomenesontles milieux poreux,lesstructuregyra-
nulairesdansles matériaux,es cellulesbiologiquesou certainesstructureggéologiquesetc. Cesmodéles
cherchentlorsareprésenteles propriétégela structure dela morphologieou les propriétégphysiquesie
cesmilieux hétérogeénes.

La classedesensemblesléatoiresestd'une granderichesse les processuponctuelsjesréseauxdes
droites,les partitionspolyédriqguegiel'espace Jesaggrégats,.. . Mais lesprincipauxmodeleautiliséssont
les processusle points,le modélebooléenet les partitionspolyédriquesde I'espace De différentsphéno-
menesphysiquessontassociés desmodélesvariés.Ainsi, par exemple,desinclusionsnon métalliques
dansun aciersontmodéliséepar desprocessustochastiqueponctuels]es structuregranulairepar des
partitionsaléatoiresiel'espaceetles milieux poreuxparle modelebooléengtc.

Du fait du grandnombrede propriétésguela notiond'ensemblealéatoiremetenjeu (la géométriedes
réalisationsla topologie Ja variabilité danda formeettaille desobjets...)a caractérisatiodelaloi d'un tel
ensemblen‘est pasimmeédiate La formalisationutiliséedansce travail pourdé nir un ensembleléatoire
a été établiepar Matheron(1969,1972). Cetteapprocheestbaséesur uneidée principale: a partir d'un
certainensembleonnu, , onanalysesi 'événement’ rencontrd'ensemblealéatoireétudié” estvéri é
ounon.

Dansnotre étudenousnoussommesntéressés un modéleconcretd'ensemblealéatoire le modéle
booléenpour la caractérisatiomesréserwirs pétroliers.Plus précisementle modelebooléenserautilisé
pourmodélisele faciéssableuxou gréseuxcorrespondardux chenauxal'intérieur d'un réserwoir.

Lestrois chapitresjui composentettepremiérepartieessaientie présentedefaconrésumédesbases
théoriquesqui permettende décrirele modelebooléen.Celui-ci estconstruita partir d'un autremodéle
d'ensemblealéatoireplussimple,le processusle PoissonPremiérementgs caractéristiquegénéralesles
ensemblesléatoiressontprésentéedansle premierchapitre.Le principal outil d'analyse,la capacitéde
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Choquetseraici présenta@insiquequelquegpropriétéfondamentalequi serontutiliséestoutaulongdece
travail. Puis,dansle secondchapitrele processusle Poissorestintroduitet, pour nir , le troisiemechapitre
seraconsacreumodeélebooléen.

Un déweloppementpprofondide la théoriedesensemblesléatoiregpeutse trouver les ouvragesde
Matheron(1969,1972),Serra(1982),Lantuéjoul(1993,2002),et Stoyanetal. (1995).



Chapitre 1

Ensemblesal atoir es

Les ensemblesléatoiresconstituentun modélemathématiqueyénéralutilisé depuislongtempspour
reproduiredesphénoménesaturelsprésentantesformesgéométriqgueplus ou moinsirrégulieres.Ces
phénoménepeuwentprésentedesstructuregréescomplexesqu'il estnécessairdemodéliserapartird'une
informationexpérimentalesouentlimitée.

Un ensemblesstdé ni mathématiquemeri travers la totalité desrelationsexistantentre sesparties
constitutves. Expérimentalemerit faudraittestey pour déterminercomplétementetensembletoutesles
relationspossiblestexaminersi ellessontvéri ées ounon.Ceciestgénéralemerimpossible Dansla pra-
tique, nousne disposongjue de quelqueparameétresnesurable®&t nousne pouvonstesterqu'un nombre
limité de relationspour dé nir le modele.Cecia étéle probléemeabordépar Matheronquand,en 1967,
il donneune premiéreinterprétationdesmilieux poreuxen termesd'ensemblesléatoireset “résumeles
propriétésessentiellesleleursstructuresousla formed'un petitnombrede parametrestatistiquemente-
présentatifs{Matheron,1972).Pourcaractérisecesensemblealéatoiresil s'estservid'un outil structural
qui jouele mémerdle quela fonctionde répartitiort pourles variablesaléatoires la capacitéde Choquet
oufonctionderépartitiond'un ensemblaléatoire.

Pourdé nir cetteapplication,dénommeégar , deuxélémentssontnécessairesun ensemblectest»
et une opérationélémentaireentre ensemblesNous allonsillustrer ceci a I'aide d'un exemple.Prenons,
dansnotreapplicationparticuliere le casdeschenauxsableuxdansun milieu nonréserwir. Nousvoulons
modélised'ensemblede tousles chenauxparl'ensemblealéatoire , etla matriceamileusedanslaquelle
ils sontcontenugarl'ensemblecomplémentairele , . Pourcaractérisecetensemblealéatoire nous
noussenonsd'une famille d'ensemblestests» , encoreappeléesgures structurantesgt analysondeurs
relationsd'interactionavecl'ensemblealéatoire En d'autrestermesnousallonsdéplacercetensemble a
l'intérieur duréserwir etnousallonsregarders'il rencontrdeschenauxLesévénementkesplussimpleset
immédiatsa considéresontlintersectionnonvide ( . rencontrde faciéschenal)oul'inclusion
( . estcontenwlande facieschenal) Cesdeuxévénementslémentairegénerentouteunefamille
derelations appeléenathématiquement-algébré , quandony ajoutelesopérationsogiques«et»,«ou»et

lUnevariablealéatoire estdé nie parsafonctionderépartition |, i.e., parla probabilitépour quele résultatd'un tirageau
sortde soitinférieureaunecertainevaleur
2Une -algébre  estunefamille d'ensembleqqui estferméesousles opérationsélémentairesi'union, d'intersection,de

complémentatioret d'union etd'intersectionin nies mesurablesTechniquement estunefamille d'ensembles satis-
faisant

- , et

— pourtoutefamille nie oudénombrable ( ): impliqueque et

Unexempleestla -algebreboréliennelapluspetite -algébrequi contienlesensemblesuvertsd'un espacéopologiquecomme
. Elle incluelesfermésetlescompacts.

15
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«non».Ainsi, la structuredel'ensemblealéatoire  seraconnuedu pointdevueprobabiliste si on connait
la probabilitépourquechacunale cesrelationssoit véri ée. Ondit alorsquel'ensemblealéatoireestdé ni
paruneprobabilitésurla -algébredesrelations.

Commenousle verronspar la suite, la famille d'ensemblestest»retenueseracelle desensembles
compacts 3de , etl'opérationélémentairehoisieestlintersection.De cettefacon,il estpossiblede
dé nir unensemblealéatoire parl'application , la fonctionderépartition del'ensemblealéatoire, qui
donnela probabilitépourquel'ensemblealéatoire  rencontrde compact
Lalogiquedel'opérationd'intersectionconduitnaturellemenéla notiond'ensemblealéatoirfermé: etant
donnéque sietseulemensi rencontrd'adhérencede : 4 nouspouvonslimiter
I'étude a celuidesensemblesléatoiresermeés.

Lesouvrageautiliséspour la rédactionce chapitresontceuxde Matheron(1969,1972),Serra(1982),
Ayala(1988),Lantuéjoul(1993),Stoyanetal. (1995),Jeulin(1999)et Chiléset Del ner (1999).

1.1 Ensembledermésaléatoires(EFA)

Commeil a étévu dansle paragrapherécedentles ensemblesléatoirepeuent étre caracterises
partird'unefamille d'ensemblextests»enanalysanteursintersectionsveclesensemblesaléatoiresPour
un ensemblealéatoirearbitraire , nouspouwons regardersi l'intersection , pour un ensembldest

, estvide ounon.Le choixdeconsidéresi rencontrd'ensemblealéatoire , estala basedesthéories
déweloppéeparMatheron(Matheron,1969,1972)etKendall(Kendall,1974).La logiquedel'intersection,
engendréparlesévénementdutype , housameneaconsidéretafamille  dessous-ensembles
fermésde . Par ailleurs, cettefamille va étre munie d'une famille de relationsentreensembles, °
engendréparlessous-ensemblefe  telsqueleurintersectioravecuncompact de estnonvide:

Le choix de la famille descompactommeélémentsstructurantsestintroduit par le besoinderendre
mesurableses opérationentreensembles union, intersectionérosion,dilatation, etc. L'ensemble«test»
générique estdoncrestreintd un ensemblecompact, , etlesensemblegléatoireggénériquesaux en-
semblesaléatoiresermeés.

D nition 1 Un ensemblderméaléatoie  estunevariable aléatoire en . En d'autrestermes,
Si estun espaceprobabilis€, un ensemblealéatoile ferméestune application mesuable de
dans

3Un ensemble&ompactestun ensemblderméetborné.ll estmesurable.
4Un ensemblestfermés'il contientsafrontiére:
5 estla -algébreborélienneassociée latopologieengendréparlesouvertsde  dela forme(Matheron,1969):

pourtoutouvert ettoutcompact .
5Un espacerobabilisé estconstituédetrois éléments unespacal'événements , une -algébre etunemesure
positive ou probabilité .
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Ainsi, généreunedistribution en . Dé nie decettefacon,la loi duferméaléatoireinduite
par n'estpasfacilea manipuler Cependant] estpossiblede seservird'un outil similaireala fonction
derépartitionde la variablealéatoire: la fonctionde répartition d'un ensembldéermeéaléatoire, introduite
parla suite(Matheron1969,1972).

1.2 Fonction derépartition d'un ensemblefermé aléatoire

La caractérisatiorde la distribution ~ d'un ensemblglermé aléatoire  peutse faire a travers une
application quiassocieatoutcompact laprobabilitépourgu'il rencontrd'ensemble

Cetteapplicationvéri e lespropriétéssuvantes.

1. estborn : aucunferménerencontrd'ensemblevide:

2. puisqu'il s'agitd'une probabilité;

3. estcroissante: si et  sontdeuxsous-ensembleompactde et , alors:

4. estsemicontinue sup rieur ementsurla famille dessous-ensemblesompactde . C'esta
diresi estunesuitedécroissantde compactsl'intersection
alors corvergevers

5. Si sontdescompactsnouspouwonsdé nir lesfonctions comme:
La fonction représentda probabilitépour quel'ensemblealéatoire  rencontre
lescompacts etsoitdisjointdu compact

Celaimpliguequelesfonctions  doiventétrestrictemenpositvesou nulles.

Les propriétés3, 4 et 5 ci-dessuglé nissent  commeunecapacit de Choquetaltern e d'ordr e
in ni , outoutsimplementunecapacitéeChoquetDansbeaucouplecason utiliseraaussiafonctionnelle
dé nie apartirde
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Th oréme 1 (G.ChoquetSoit  unefonctiondé nie surla famille dessous-ensemblepmpactsie
Il existeunedistribution sur , nécessagmentunique véri ant :

si et seulemensi est une capacitéde Choquetalternéed'ordre in ni et telle que et
, pour unsous-ensembleompact.

Le théorémede Choquetmontrequela fonctionnelle  ales mémespropriétésgqu'une fonction de
répartition.Elle jouele mémerdle pourlesensemblesléatoiresermésquela fonctiondedistribution pour
lesvariablesaléatoiresQuelquegpropriétésdesensemblegermésaléatoirescommecellesprésentéepar
la suite,peuent étreexpriméesaumoyende cettecapacitéde Choquet.

1.2.1 Quelquespropriétésdesensembledermésaléatoires
1.2.1.1 Ind pendance

Deux ensemblegermésaléatoires sontindépendantsi pour deux ensemblesompactgjuel-
conques il seveérie :

1.2.1.2 Stationnarit etisotropie

Un ensemblaléatoirefermé eststationnaie si sacapacitéde Choquetestinvariantepartranslatiorn

pourtoutcompact ettoutetranslation
Delamémefacon/)'ensemblealéatoirdfermé estisotropesi, pourtouterotation autourdel'origine :

1.2.1.3 Ergodicit

En généralunefonctionaléatoireestergodiquesi, enmoyenne Ja moyennespatialede la fonctionsur
undomain convergeverssonespérancguand . Ceciestaussiapplicableauxensembles
aléatoiresCettepropriétéesttrésimportantedansiesapplicationguisqu'ellepermetia déterminatiordela
moyenneapartird'une seuleréalisatiordu processualéatoire Celaimpliquequelesespérancestatistiques
peuwent étre expriméescommedeslimites desmoyennesarithmétiquesou spatialesLe modélebooléen
avecdesgrainscorvexeset compactestun exempled'ensemblealéatoireergodique.

1.2.1.4 In nie divisibilit

Un ensemblaléatoirefermé  estindé nimentdivisible par rapporta l'union si, pourtoutentier
estéquvalentalaréunion de ensemblesléatoiresermésindépendantstéquialents
. Soitla probabilitépourque n'intersectepasl’ensemblecompact , dé nie comme:

"Deux ensemblesontéquivalentss'il existe entreeux une rélationbiunivoque, élémenta élément(ThéoriedesgroupesG.
Cantor)
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estindé nimentdivisible si, et seulemensi, les conditionsdu théorémede Choquetsontsatishites
parlesfonctionnelles

En dé nitive, un ensemblaléatoireestindé niment divisible s'il peutétredécompos&nl‘union d'un
certainnombred'ensembledermésaléatoiresndépendantest équivalentsdela mémefamille.

S'il n'existe pasdepoints x es,c.a.d.despoints telsque , alors:

Th oréme 2 (Matheon, 1972)Une fonction  sur I'ensembledescompactsestassociéea un ensemble
ferméaléatoire indé nimentdivisible sanspoints xes si, et seulemensi, il existeunecapacitéde Choquet
d'ordreinni  telleque pour compact

1. et
2.

La démonstrationiu théorémeestdansMatheron(1972).

Cethéorémeestala basedela dé nition du modélebooléen En effet, nousverronsdansle chapitre3
guela capacitéde Choquetdu modélebooléens'exprime entermesde I'exponentielled'une fonction sur
I'ensembledescompacts.

1.2.1.5 Stabilit

Un ensemblderméaléatoireeststablepar rapportal'union si, pourtoutentier , il existeuneconstante
positve  telle quela réunion des ensemblegermésaléatoiresquialentsetindé-
pendantestéquivalenteal'ensemblealéatoirefermé 8. Un ensemblderméaléatoirestableestindé -
nimentdivisible, maisl'in versen'est pasforcémentvraie.

La stabilitéestle conceptmathématiqug@our décrirela similitude entreensemblesCettepropriétéest
plusforte quela précédenteyuisqu'elleimplique quel'ensemblerésultantede I'union estsimilaire a ceux
qui I'ont construit,c'esta dire ils sontidentiquessaufun facteurd'échelle.Les processusie Poissonsont
stablegparrapportal'union.

1.2.2 Translation, dilatation, erosion

Etantdonnéguenoustravaillonsdand'espaceeuclidien  nouspouwonsdé nir quelquegransforma-
tionsd'ensemblespour . Ellesserontfondamentaleke long de cetravail.

1.2.2.1 Translation

Latranslation ducompact estdé nie comme:

Nouspouwonsaussidé nir I'ensemblesymétriquede  parrapportal'origine :

8 représent¥¢homothétiquede par . Unehomothétieestunetransformatiorgéométriqueyui agranditou réduitune

gure tout en conserent saforme initiale. Mathématiquemendn décrit 'homothétiede la faconsuivante: soit  un point de
I'espaceet uneconstantgositive. L'homothétiedecentre etderapport estla transformatiorgui atout point  associde

point  dé ni parlarelation: . La mémeopérationestpossiblepourensemblegn |,
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1.2.2.2 Dilatation

Onappellele dilaté del'ensemblealéatoire  parle compact I'ensembledespoints telsque
rencontre

Entermesdecapacitéde Choquet

ou représentdorigine. D'une autrefacon:

1.2.2.3 Erosion

L' érodéd'un ensemblaléatoire parunensemble compactestl'ensembledespoints tels
que  soitcontenudans

De fagonsimilaire quedansle casprécédanta l'aide dela fonctionnelle

Lesopérations et sontappeléesespectiementl'addition et la soustractiorde Minkowski. Ces

transformationpermettent'estimer apartirdesréalisationgle . Dansle casgénéralnouspou-
vonsestimerauplusunefréquenceourchaquepoint  a partirde plusieursréalisationsPourun ensemble
aléatoirestationnaie, , et pourle casd'un ensemblealéatoireergodique peut

étreestiméa partir d'une seuleréalisatioret, donc:

ou représentda fractiondevolumeoccupégarl'ensemblealéatoireet unestimateur

Chaguesnsembleeompact apporteuneinformationdifférentesurla loi spatialedel'ensemblealéa-
toire étudié:
- Si

- Si

estla covariancenoncentréede
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— Si , laloi spatialede est:

Un ensemblderméaléatoire quiadmet commeloi spatialen'estjamaisunique.S'il existeun
autreEFA  indépendantie dontla loi spatialeestnulle (un processuponctuelstationnairepar
exemple),alorsI'EFA admetla mémeloi spatiale . Donc,la loi spatialenesuft paspour
caractérisecomplétementin ensemblderméaléatoire

- Si , la bouleferméecentréeaa l'origine etderayon

permetd'estimerla loi dela variablealéatoire , qui donnela distancequi sépare
de

Laloi derépartitionde

Pour quelquescas particuliers(cas stationnaireJe modeélebooléen,...) cesexpressiongeuent étre
obtenuegxplicitement,maiscen'estpasle casgénéral.

1.2.3 Mesureset transformations sur lesensembledermésaléatoires
1.2.3.1 Mesuressur desEFA

Toutensemblderméaléatoireestmesurablalansle senssuivant: soit unemesurepositve et
I'applicationindicatrice:
Si
Si

Si estmesurablela mesurede  peuts'exprimercomme;

et estunevariablealéatoired'espérance

1.2.3.2 Transformations sur desEFA

Toutetransformation semi-continuesupérieuremer(s.c.s.)ou semi-continuénférieurements.c.i.)
peutétreappliquéed un ensembleléatoire
Quelquesxemplesdetransformations

®Une application ests.c.s. estouwertdans , compact. ests.c.i estouvert
dans , ouwert. Uneapplications.c.s.ets.c.i.estcontinue.
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Union :

Transposition dans
Homoth tie :

Dilatation par un compact :
Intersection :

Erosionpar un compact :
Ouvertur e par un compact :

Fermeture par un compact :

D'autresopérationsontprésentéedansleulin(1999).

1.3 Ensembledermésaléatoiresstationnaireset isotropes

Danscettesectiomousparticularisonsesélémentslé nis auparaantpourle casd'un EFA stationnaire
etisotrope.lci, la capacitéde Choquet estinvariantepour toutesles translationset rotationsde . En
particulier elle restela mémepourtout pointdel'espace . Danscecadre nouspouwonsdeé nir :

Proportion et porosit La proportionou fraction de volumede I'espace, , occupéearl'ensemblealéa-
toirefermé estdonnéegnmoyenne parla probabilitéassocié& . Danscecas, estla
mémepourtouslespointsdel'espaceet égaleal'espérancalel'indicatricede en

Egalement|a proportion de l'espaceoccupéeparle complémentairele  estdonnéeparl'espé-
rancedel'indicatrice de

Denplus,

Covariance Lafonctionnelle donnela probabilitépourquedeuxpointsdistants appar
tiennentaucomplémentaireel'ensembleferméaléatoire . Dansle casstationnaireelle nedépend
guede , etcorrespond la covariancenoncentréedel'indicatrice de

Variogramme Le variogrammedel'indicatricede etde  est:
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Danscechapitrenousavonsprésent@efaconbrée etgénéraldesensemblesléatoiresPourcaractéri-
sercesmodélesnousavonsdé ni unoutil qui permetdedécrirelesensemblesaléatoireslefaconsimilaire
auxvariablesaléatoiresCetoutil estuneapplicationqui déterminauneprobabilitéassociéé cesensembles
aléatoiresgenomméeapacitéde ChoquetElle estdé nie apartird'un ensembléestetdel’'opérationd'in-
tersection onregardesi cetensemblaestrencontreou nonl'ensemblealéatoire Chaguesnsembléest(un
point, deux points,uneboule, etc.) apporteune informationdifférentesur I'ensemblealéatoire A travers
cettecapacitée Choquenousavonsdécrittouteunesériedepropriétéslesensemblealéatoiresjui seront
tresutiliséestoutaulong de cetteétude.

Nousavonsaussiintroduit deuxconceptamportantspourla suitede cetravail : le conceptde mesure
d'un ensemblaléatoirequi serautilisé notammentansla dé nition du processugle Poissongtle concept
deproportioncommela fractiondevolumeoccupéparl’ensemblealéatoire Cettenotiondeproportionsera
trésutiliséedansla descriptionde I'information disponiblelors dela simulationde réserwirs.
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Chapitre 2

Processugle Poisson

Le processusle Poissorfait parti d'une famille plus générale les modélesde pointsaléatoiresCes
modélesconstituentia classela plus étudiéed'ensemblesaléatoiresDe la mémefagonquela structure
élémentairede la géométrieestle point, les modélesde points aléatoiressonta la basede la géométrie
stochastiqueMalgréleur simplicité geéométriqueils permettenta modélisatiorde nombreuxphénomenes
aléatoiregjui seprésentensouda formed'une populationdepoints: desréseresforestiéresgesinclusions
nonmétalliquesdansun acier desétoiles,etc. De plus,ils sontle point de départpourla constructionde
modélepluscomplees.En particulier le modélebooléemuquelnousnousintéressongstgénéréa partir
d'un processusle Poisson.

Pour cetteraison,avant d'introduire les basesthéoriquesdu modélebooléen,dansce chapitrenous
étudiondefacontresgénéraldesprocessuponctuelspuisquelqueglémentsnathématiquedu processus
dePoissorsontétablis.

Parla suite,la notationsera pourun processuponctuelgénéral, pourle processusle Poissoretla
notation estréservégourl'ensemblebooléen.

Cechapitreestfortementinspiréde Serra(1982),Lantuéjoul(1993)et Stoyan(1995)oud'autresproces-
susde points(processusle Cox, de Neyman-Scottetc.) sontégalemenétudiés et ausside Chessq1995),
Molchanw (1997)et Jeulin(1999).

2.1 Processugonctuels

Un processusle pointsaléatoiresdans  estun ensemblaléatoiredont chacunedesréalisationsest
constituéed'une populationde points.Ici, noussommesconcernégar les processugermés(i.e. la limite
de toute suite de points de la réalisationappartientaussia la réalisation)qui constituentdesensembles
fermésaléatoiresPlusparticulierementnousnousintéressongauxprocessuocalementnis pourlesquels
le nombrede points du processusombantdansun sous-ensemblenesurablesst presquesurementni.
Danscecadre lescaractéristiquestatistiquesiu processupeuentétredé nies endénombrante nombre
de points qui tombentdansun ensemblégtest” mesurable Cetterestriction nous permetd'introduire la
notionde mesue de comptae, qui vadé nir laloi spatialed'un processuponctueldefaconanaloguea la
loi qui caractériséesfonctionsaléatoires.

ILa distribution spatialede la fonction aléatoire  est décrite par la famille desfonctions de distribution multivariable et
cumulées

Si prenddesvaleursdiscrétescommedansle casdesprocessuponctuelsalorsil estpossiblededé nir :
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D nition 2 Mathématiguementin processuponctuel en estunevariablealéatoire qui prendses
valeuss dansun espacanesuable ,ou estla famille detouteslessuites depointsde qui
véri ent lesdeuxconditionssuivantes

1. estlocalement nie : toutsous-ensemblaesuablebornéde  renfermaunnombe ni depoints
de ,
2. estsimple: Si
et estla -alg bredé nieen

C'estadire, un processuponctuelestunesuitealéatoirede pointstel quele nombrede cespointsqui
tombentdansun sous-ensemblmesurablest ni : il estpossiblede «comptersie nombrede points.

2.1.1 Ensemblefermé aléatoire versusmesure de comptage

Le processuponctuel peutdoncétreinterprétéaussibien commeun ensemblealéatoire de points
, quecommeunemesue decomptae dunombredepointsdel'ensemblealéatoire
qui tombentdansun sous-ensemblmesurable 2.

En tantqu'ensembleal atoir e, nousutiliséronsla notation pourindiquerquele point  ap-
partiental'ensemble . Puisque estlocalementni, il estunensembleléatoirefermé,etla théoriedes
ensemblesaléatoiredermésvue dansle chapitreprécédenpeutétreappliquéeaux processusle points.

La loi spatialedu processugonctuel estdonnéeparsadistribution en . Elle estdéterminée
mathématiquememiarle systémealetouteslesvaleurs:

pour , ensemblesnesurabledornéset . Plus particulierementja
distribution de en estdéterminégpar le sous-systemepourlequelles  sontdisjointsdeuxa
deux.

Sil'on considéraun sous-ensembleompact , il estpossibled'obtenirla fonctionnelle associéau
processuponctuel apartirdesadistribution spatiale

Entantquemesure de comptage nousreprésentonpar le nombrede pointsde qui tombent
dang'ensemble etnouspouvons,donc,l'écrire comme:

avec _
Si
sinon

2Plusprécisement appartientila famillesdesensembleboréliensc'estadirela famille qui contienttouslessous-ensembles
de qui peuwent étreconstruitsa partir dessous-ensemblesuverts. Elle contientaussiles sous-ensembleerméset les sous-
ensemblesompacts.
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estunevariablealéatoired'espérance

Puisqude modelede pointsaléatoires estlocalementni, estunemesurdocalementnie et
-additve, c.a.d:

pourtoutcoupled'ensemblesnesurablebornés

2.1.2 Moments et mesuresdesmoments

Il estpossiblede dé nir les momentgmoyenne,variance etc.) pour les processusle pointsde facon
similaire aux momentsdesvariablesaléatoires Cependanttandisque les momentsde celles-ciprennent
desvaleursréellesles momentslesprocessugonctuelssontdesmesues commedé nies dansla section
1.2.3.

Moment d'ordr e 1 :Esp rance
(2.1)

Un processuponctuel estcaractérisparunemesure en |, quiestunecaractéristiqgusimilaire

ala moyenned'une variablealéatoire Elle estdé nie commel'espérancale la mesurede comptage

du processusgt représentée nombremoyende pointstombésdansi’ensemble . Il sevéri e que:

— si  eststationnaire , avec le volumede dans  ausensdela mesurede
Lebesgudvoir section2.1.3);

— si estnonstationnaire

Danscesexpressions estdénommeéd intensitédu processus . Ceparametraéterminda distribu-
tion despointsdu processus dand'espacell estuneconstantmonnégative dande casstationnaire
etunefonctiondela positiondansle casnonstationnaireDansla littératureil estfréquentdetrouver
lestermesdntensitéoudensitépourdé nir le mémeparamétre . Danscetravail nousgardonde terme

intensité.
Moment d'ordr e 2 : covariance non centr e entre , oules sontdesensemblesnesu-

rablesde

(2.2)
Et la varianceetla covariancedu processus peuwent,donc,s'exprimercomme;
Variance

(2.3)
Covariance

(2.4)
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2.1.3 Stationnarité et isotropie

Commetout autreensemblealéatoire,un processusle pointsarbitraire eststationnaie si
sontranslatépar a la mémedistribution, pourtout . Il estisotropesi la méme
conditionseveéri e pourtout processufransforméarrotation , 0U estunerotationautourde
l'origine.

Si eststationnaire

Cettepropriétéd'invariancepartranslationen impliqueque:

pour le volumeen de , et [lintensité duprocessus . Si  estdevolumeunité, peutétre
interprétécommele nombremoyendepointsde tombésparunitédevolume.

2.1.4 Ergodicité

La propriétéd'ergodicitépermetd'exprimerlesespérancestatistiqueentermesieslimites desmoyen-
nesarithmeétique®u spatialesDansd'autrestermes cettepropriétéautorisd'utilisation de moyennesspa-
tialesala placedesespérancestatistiquesSi  estun processusle pointsergodique alors:

Par nousreprésentongnesuite  d'ensemblegorvexesetcompactsjui veri ent :

ou estla boulederayon centréeen . Un exemplede processugmodiqueestle processusle
Poissorstationnaire.

2.2 Processusie Poisson

Le processuslePoissorestle plussimpleetle plusimportantdesprocessusle points,d'une partparce
qu'il répondalidée intuitive depointsdistribuésauhasardet d'autrepartparcequ'il estala based'autres
modelesplus compliquésDe plus,de nombreusegechniquesie simulationutilisentsouwent ce processus
de PoissonEn particulier nousnousintéressons ce processugarcequ'il sertde point de départpourla
constructiordu modélebooléen On notele processusle pointsde Poissorpar .

2.2.1 Processusle Poissonstationnaire

D nition 3 UnprocessuslePoisson en  stationnaie estcaractérisépar deuxpropriétésfondamen-
tales:

1. Le nombe de pointsdu processus, , tombantdansun ensemblenesuable estunevariable
aléatoire qui suituneloi de Poissondemoyenne  , pour unecertaineconstantenonnégative :
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Leparam tre estl'intensit duprocessuslePoissonDansle casstationnaieil estconstanetnous
assumonsgjue . Dansce casil représentée nombe moyende pointsde Poissontombés
par unitédevolume

2. Pourtoutefamille d'ensemblesnesuablesdeuxa deuxdisjoints , lesnombesde pointsdu
processus, , sontmutuellemenindépendantsgpour arbitraire.

2.2.1.1 Esprance, variance et covariance

Soitle processusle Poissorstationnaire considérécommeunemesurede comptagealéatoire
surlesensembles

Esp rance L'espéranceourle processusle Poissorest,commedé nie en2.1.3:
(2.5)

Variance et covariance Soient ,  deuxensemblesnesurablesle . lIs peuventétredécritscomme
I'union dedeuxensembleslisjoints:

et,donc:

En utilisant I'indépendenceale la mesue de comptge desdomainesdisjoints (propriété(2) de la
dé nition 3), la covariance non centr e (eq.2.2) peuts'exprimercomme:

et puisque suit uneloi de Poissonde moyenneet variance , il estpossible
d'écrire:

Lavariance et covariance du processusle Poissorsontdonc:

(2.6)

2.7)
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2.2.1.2 Quelquesproprits g nrales du processusle Poissonstationnaire

— Si sontdesensemblesnesurabledornésdisjoints,alors sontdesva-
riablesaléatoiresle Poissorindépendantede moyennes . Leur probabilitéconjointe
est:

— Lespropriétédu processus etde sontinvariantegartranslationetrotation.
— Si  estun processusle Poissonstationnairesur un ensemblecompact avecla condition
, les  pointssontindépendantet uniformémentistribuésen . La démonstratiorest
disponibledansLantuéjoul(1993)et Stoyan (1995).
— La probabilitépourqu'aucunpoint netombedansl'ensemble est:

2.2.2 Processusle Poissongénéral: non stationnaire ou régionalisé

Danslescasmodéliségparun processusgePoissorstationnaireles pointssontdistribuésdansle milieu
defaconhomogeneg'estadire, le nombremoyende pointstombéspar unité de volumenevarie pasdans
I'espace.Ceciestreprésent@arunemesure qui est,dansce cas,proportionnelleauvolumedelarégion
étudiégeq.2.5).La constantale proportionalité , appeléentensité donnele nombremaoyende pointspar
unitédevolume.

Cependantie nombreuxphénomeéneprésententiesvariationsimpossiblesa modélisemparun modéle
stationnaireDansce cas,le processusle Poissongénéralfournit un modelestochastiquglus général,ou
le nombremoyen de points par unité de volumen'est plus constantmaisil peutvarier dansl'espace.Par
la suite,nousallonsintroduire brievementla généralisatiordesconceptsprésentéslanscettesection(la
mesurel'intensité du processusgtc.),qui caractériserte modélegénéral.

Le processusle Poissorgénéralkestcaractérisgparuneintensité quin'estplusconstanteElle estune
fonctiondel'espaceetonvala supposepositive etintégrablelocalementLa mesure s'exprime,dansce
cas,comme:

pourtoutensembleénesurable de .Laparamétre estmaintenantunefonction,lafonctiond'intensit
du processusle PoissorgénéralLe terme estla probabilitépourqu’'un pointde tombedansune
régiondevolumein nitésimal placéeen

D nition 4 Un processusle Poissongénéanl, , avecla mesue Véri e lespropriétéssuivantes

1. Lenombe de pointstombésdansun ensemblenesuableborné , estunevariable aléatoie
qui suitunedistribution de Poissonde param tre

2. Lesnombesde pointstombanten ensemblesnesuablesdeuxa deuxdisjointsconstituent va-
riablesaléatoiresindépendantes.

Thoréme 3 Soit unsous-ensembi@mesuablede  tel que . Si , les points
sontdistribuésindépendammentans selonla densité
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2.2.2.1 Esp rance, variance et covariance

Nouspouvonsgénéraliselesexpression2.5,2.6et2.7pourle processusgePoissorgénéradelafacon
suiante:

Le processusle Poissorestala basedu modélebooléenquenousintroduironsultérieurementDansce
chapitrenousavonsposélesbasesiela théoriedesprocessuponctuelsenparticularisanpourle processus
de Poissondansles casstationnaireet non stationnaireLes processuponctuelsen généralpeuwent étre
décritsaussibien commedesensemblegermésaléatoiresgue commeune mesurede comptage Cette
secondenotion estcelle que nousavons utilisée dansles processusle points puisqu'elle nouspermetde
les décrired'une fagonintuitive : endénombrante nombrede pointstombésdansune certainerégionde
I'espace Dansle casdu processusglePoissongenombresuituneloi dePoissonAinsi, nousavonsintroduit
un parameétrejui seratréesimportantdanscetravail : la fonctiond'intensitéde Poissonqui va déterminete
nombremoyendepointstombantdansunvolumeetaussieurdistributiondanscevolume.La détermination
de ce parametrea partir desinformationsconcernantes chenauxdansun réseroir constitueune grande
partiedu corpsde cettethese.
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Chapitre 3

Modele bool en

Le modélebooléenestsuremente plus importantdesmodélesd'ensemblegermésaléatoiresll cor
responda la réuniond'objetsimplantésau hasardll s'agit d'une famille de modéledres e xibles, utilisés
principalementgjuandlesobjetsa simuleront uneinterprétatiorphysiqueou génétique.

Ce modéleestun processusle jetonsou de type objet («marled point processes»pasésur un pro-
cessudle Poisson.Danschaquepoint du processugonctuel,on implanteun jeton ou objet qui estune
réalisationindépendantel’'un sous-ensemblaléatoire.Le modélebooléenest caractériséar le fait que
cessous-ensemblesontidentiquemenetindépendamentistribués(i.i.d.). Un exempletrésélémentairale
constructiord'un modélebooléerestle suivant: supposonslespointsdisperséslansun planselonunpro-
cessusle Poissorstationnaired'intensité . Surchacunde cespointson placeun disquederayonconstant.
L'union detouscesdisquesstun exemplede modélebooléenlLespointsdu processusle Poissorsont
appelédesgermesdu modeleetlesdisques|esgrains primairesou objets Le schémaooléendivise ainsi
I'espaceendeuxparties; le milieu desgrainsetsoncomplémentairde milieu despores

Cetteconstructiorpeutétregénéralisépourobtenirle modélebooléerngénérabourlequelle processus
dePoissom'estplusstationnairenaisde fonctiond'intensité . Soientlespointsdu processusle Pois-
songénérahui setrouventauxpoints . Prenonglusieurgéalisations del'ensemblealéatoiredes
grainsprimairesetimplantons-lesauxpoints  du processusle Poissorgénéral : . Lesdifférents

sont, donc, mutuellemenindépendantgt indépendantslu processus . Le modélebooléenestla
réuniondetousles . Encoreunegénéralisatiornlu modélebooléenconsistea prendrda loi desobjets
dépendantieleur point d'implatation.

Une propriétéélémentairale ce type de modéleestl' in nie divisibilit (voir sectionl.2.1.4)qui im-
plique quele modélepeutétreconsidérecommel’'union d'un certainnombred'ensemblesléatoiresnde-
pendantgle la mémefamille. De plus, si un modélebooléenestdé ni en |, sesrestrictionsen ouen

sonttoujoursdesmodéleshooléenen  ouen

Le modélebooléena ététréslargementutilisé, surtoutdansles sciencesaturellesDesexemplesd'ap-
plicationsde ce modeleconcernenta microstructuredu papier la cristallisationdansles métaux,I'étude
desmatériauxen général,l'étude dessystemeslesgouttesd'eau dansles transitionde phase..., et plus
réecemment'étude desstructuregyéologiquegénéréepar sédimentationC'est a ce derniercasquenous
nousintéressons.

Dansce chapitrenousintroduisonsles élémentsde basede la théoriedu modélebooléenqui seront
utilisés pour la suite de ce travail. Les principauxouvrageautiliséesdansce chapitresontceuxde Serra
(1982),Lantuéjoul(1993,2002)Stoyan (1995),Molchana (1997)et Chiléset Del ner (1999).

33



34 CHAPITRE3. MODELE BOOLEEN

3.1 Dé®nition du modelebooléen

Lesélémentglebasepourconstruireun modélebooléendans  sont:

1. Un ensemblale points |, les germesdu modéle: ils appartiennené un processusle Poisson,

caractérisgarsafonctiond'intensité , positive etintégrable.
2. Une famille de sous-ensemblesompactsndépendantgt nonvidesde , . Le sous-ensemble

estl' objetou grain primaire implantéaupointde Poisson

D nition 5 Soit unprocessuslePoissonponctuelen . Soit unefamilledecompactsléatoilesnon
videsmutuellemenindépendantstde mémdoi. Le sch ma bool en estla réuniondetouslescompacts
implantésauxpoints  du processusle Poisson:

Le modeélebooléendépenddonc,de deuxparametres l'intensité du processusle Poisson, , etlaloi
desgrainsprimaires,caractériséparleur capacitéde Choquet,

3.1.1 Stationnarité, isotropie et ergodicité

Sile processusle Poisson desgermeseststationnairegtlesgrainsprimairessontidentiquementlis-
tribués,le modélebooléendé ni eststationnaire. C'estadire, sadistribution estinvariantepartranslation.
Si lesgrainsprimairesont en plus unedistribution isotrope(unedistribution invariantepar rotationautour
del'origine ) alorsle modelebooléerestaussisotrope

Un modélebooléeravecdesgrainsprimairescorvexesetcompactestergodique Uneconséquencee
I'ergodicitéestque:

(3.1)

ou estla boulederayon centréeal'origine et estla fractiondu volumedu modele
booléenDe faconsimpli ée, cettepropriétépermetd'exprimer I'espérancestatistiquedu modélecomme
unelimite spatiale(voir section1.2.1.3).

Quelquesapplicationautilisent desmodeéleshooléenson stationnairesUn casimportantestcelui ou
lesgrainssontindépendantstidentiguementlistribués,commedansle casstationnairemaisle processus
dePoissordesgermesestrégionaliséavecunefonctiond'intensité

3.1.2 Propriétésde stabilité

Le schémabooléensatishit lespropriétégde stabilitésuivantes:
1. laréunionde deuxmodélesooléensndépendantsstun modélebooléen
2. ledilatéd'un modélebooléerparunsous-ensembleompachonvidede  estunmodeélebooléen
3. l'intersectionentreun modelebooléeret un sous-ensembleompacide estunmodélebooléeret
4. l'intersectionentreun modélebooléeretun  planestunensembldéooléen.

La démonstratiomle cespropriétésestprésentéelansLantuéjoul(1993)et Lantuéjoul(2002).
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3.2 Capacitede Choquetdu modelebooléen

Commepour tout autre ensembleiermé aléatoire,la distribution du modélebooléenest déterminée
uniquemenpar sacapacitéde Choquet,

compact (3.2)

Dansle casd'un modélebooléen, peuts'exprimerd'unefaconrelatvementsimple.A partirduprocessus
de Poisson , houspouwnsdé nir un nouveauprocessus enéliminantles de si ,
avec uncompact

End'autrestermes, comprendiniquementespointsde telsquelesgrainsimplantésneuxrencontrent

.Lefaitqu'ungerme soiteffacéounonde atraverscetteprocédurestindépendantiecequisepasse
auxautreggermesCettepropriétévientdela propriétéd'indépendancdu modélebooléen I'«élimination»
dépenduniguementela localisationdu germeet du grainassociéCetteindépendancanpliqueque  est
aussiun processusle Poissorde mesure

ensemblanesurable

avec .

Notonsque estla probabilité pour gu'un germeau point  ne soit paséliminé. Chaqueélément
duvolume del'espaceapportesacontritution indépendammerdesautres.En , centréen , trois
evenementmutuellemenexclusifspeuentarriver :

1. aucungermeen  avecuneprobabilité ou
2. ungermeen maisle grain n'intersectepas avecuneprobabilité
3. ungermeen etlegrain intersecte avecuneprobabilité

Du fait despropriétéslu processusle Poissonla distribution du nombretotal de pointsde Poissordans
dépendseulementiela mesure

Leterme représentéa probabilitépourque soitunpointduprocessus et estla probabilité
pourquel'objet implantéen intersectde compact
La valeur estdonnéepar:

necontientpasde points

Si est ni, alorsla probabilitéde denepascontenirde point est,commeindiquédansla section
2.2.2:

etdonc,

(3.3)
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Deuxmodeéleshooléensayantla mémecapacitéde Choquet présententa mémedistribution. Sdimitt
(1991)a montréquesi la capacitéde Choquetd'un mod le booléenestconnue alors elle détermineuni-
quement'intensité de sonprocessusle Poisson.La distribution desgrains estconnueaux translations
aléatoiespr s.

Nombre de grains  qui intersectent : Nousavonssupposédansle chapitreprécédentquel'in-

tensitédu processusle Poissorvéri e : . C'estadire le nombrede pointsde Poissortombant
dansun domaineest ni. Alors, I'ensembledesréalisationsde la famille desgrainsprimaires qui sont
implantésdanscespoints prendaussiun nombre ni de valeurs.Cetteconditionassure

gueseulementinnombre ni degrainsrencontreun ensembleompact le modélebooléerestd'ordre ni .
Enparticulierelle assurgquel'ensemblebooléerestferme.
Le nombredegrainsprimairesqui rencontrentin compact , estégala:

estunevariablealéatoirequi suituneloi de Poissord'espérance

La démonstratiomle cerésultatestdisponibledansLantuéjoul(2002)et Serra(1982).

3.2.1 Unepropriété fondamentaledu modélebooléen

Soitle grainprimairecentréal'origine . Entantqu'ensembleléatoire, estcaractérisé
parla famille defonctions:

ou estla capacitéde Choquetd'un objetimplantéal'origine.
Puisqueles objets  sontidentiquemendistribués, si estdéplacéde l'origine selonun vecteur
, lanouwelle fonctionest:

La probabilité(voir eq.3.3) pourquel'ensemble n'intersectepasl'ensemblebooléen |, c'estadire,
la probabilitépourquel'ensemble soitdans |, lesporess'exprimealors:

(3.4)
Cetteexpressiorlie la capacitéde Choquet( ) del'ensemblebooléen acelledugrainpri-

maireimplantéal'origine, atraversla fonctiond'intensitédu processusle PoissonSi I'ensemblecompact
estréduita un point, nousavons:

(3.5)

Cetteexpressiorestal'origine dela méthodedévéloppéealansce travail et qui nouspermettrad'obtenirla
fonctiond'intensitéde PoissonCetteméthodeseradétailléeplusen profondeurdansleschapitressuivants.
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3.2.2 Applications de la propriété fondamentale: casstationnaire

L'utilisation directedesformules(3.3) nousconduita calculerles fonctionnellesusuelles D'abord il
fautnoterquele cotédroit del'expressiorestconstanfjuand estconstan{modelebooléenstationnaire).

3.2.2.1 Interprtation g omtrique delaproprit fondamentale

Nousallons,toutd'abord,interprétegéomeétriguemente xpression3.4).Parbesoinde simplicité nous
nouslimiteronsau casstationnairequandla fonction estconstantelansl’espace Dansce contecte cette
expressiorestégalea:

(3.6)

Par hypothéseles objetsimplantéssontdistribuésdefaconindentiqueet indépendanteansl'espace Ceci
implique que la capacitéde Choquet de I'objet implantéen estégalea la fonctionnelled'un objet
implantéa l'origine etdéplacéen . Siondénotepar l'objet implantéen , par I'objet implantéa
l'origine etpar  sontranslatéen , nousavonslarelationsuvante:

(3.7)
Soit I'indicatrice del'ensemblealéatoire
Si
sinon
L'integraledans(3.6) peutétreexpriméecomme:
et,donc,la probabilitépourquele compact nerencontrepasl'ensemblebooléen est:
(3.8)
Cetteexpressionlie la fonctionnelle de ala mesurede Lebesgugle volume moyen)

du grainprimairedilaté.Cerésultata unevaleuruniqguementhéorique puisqu'il nefournit pas
un moyen expérimentalpour calculerla probabilitépourqu'unensemblecompact  rencontrd'ensemble
aléatoire , saufdanscertainscas.Si  estcorvexe etpourquelques particuliers(un point, un sgment,
parexemple),noussommegapablesle déterminer , maispasengénéral.

3.222 . porosit - fraction devolume

Sil'élémentstructurant estréduita un point , alorsl'expression(3.8) donnela probabilité pour
gu'un pointdel'espaceappartienn@uxpores appelégorosit :
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estla proportiondu complémentairale . Alors, nouspouwonsdé nir la proportion commele
complémentairele , c'estadirela fractionmoyennedu volumeoccupépar dansunerégiondevolume
unité:

Cettevaleurnedépendoasdu choix dela région,envertudela stationnarité&le

3.2.2.3 : covariance - variogramme

Si un coupledepoints:

avec le covariogrammegéométriquanoyendesgrainsprimaires c'estadire le volumemaoyendel'inter-
sectionde avecsontranslatéar

La covariance non centr e despores , estdonnéepar:
La porosité estégalea et

Quantala covariance non centr e desgrains , apartirdelarelation:
onobtient:

Lesvariogrammesde etde  (ou,plusexactementdeleursindicatrices)sontidentiques

etpeuentétreexpriméscomme:

(3.9)

3.3 Simulation d'un modelebooléen

Les algorithmesde simulationconditionnelleutiliséslors de ce travail ont été proposégar Gedleret
Lantuéjoulen 1991 (Gedler 1991) pour le casd'un modélebooléenstationnaire Puis,en 1995, Lantué-
joul a présentd'extensionde cetalgorithmepourun modélebooléengénéral(Lantuéjoul,1995).Ici nous
présentonschématiqguemermesalgorithmespourunedescriptionplus détailléevoir Lantuéjoul(2002).

L'algorithme de simulationconditionnelleestbasésur une simulationnon conditionnelle celle-ci est
doncprésentéenpremierlieu.
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Simulation non conditionnelle

Tout d'abord, nousallonsdé nir le modélebooléenrestreintau domainede simulation . Soit  un
sous-ensembleompactonvidede . Suiantla propriétéstabilitédu modélebooléen(sec.3.1.2),I'in-
tersectiond'un tel sous-ensemblavec I'ensemblebooléen estaussiun modélebooléen.Commencons

par calculerla probabilitépourquel'ensemble ne contienneaucunobjet:
—_— (3.10)
Le terme ——— représentda probabilité pour que l'objet implantéen , intersectd'ensemble
sousla conditionque . Alors, I'ensemble estun modélebooléend'intensité
etdecapacitede Choquetassociéea I'objet

Le nombred'objetsde suituneloi dePoissord'espérance

Un objetde estimplantéen selonla fonctiondedensité etsacapacitéde Choquet
est——.

La capacitéde Choquetdel'ensemble estdonnéeparle nombred'objetsqui intersectent
parmiceuxqui sontimplantésen

(3.11)

Le nombred'objetsde  suit uneloi de Poissond'espérance etil estpossiblede simulercette
distribution de fagonitérative selonun processusle naissancet de mort. Supposonsgjuela simulationsoit
unepopulation de grainsalinstant .  resteconstanestégaled pendanunepériodedetempsqui
suitunedistribution exponentielled'espérance . Alors, achaquedtapenouspouwonssoitajouterun
nouel objet,soit retirerun objetparmiceuxdéjaimplantésL'algorithmechoisiestle suivant:

Algoritme 1: simulation de la population d'objets d'un modélebool en
1. Initialisation: X
2. simulerunevariablealéatoire devaleurs , ou aveclesprobabilitésespecties:
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3. si , nerienfaire;

4. si , Simulerunobjet etalors ;

5. si ,tirerunobjet defaconuniformedandesgrainsdéjasimulésAlors:
et

6. retourner 2.
A linstant , 'ensemblesimuléestla réuniondes  objetsde la population.Le nombred'objets ef-

fectivementsimuléssuit uneloi de Poissonde moyenne (Feller 1968) et quand ,
ce valeur corverge vers . En pratique,on peutseulementlire quel'on resteautourde cettevaleur
(Gedler 1991).Seloncetalgorithmela populationinitiale d'objets  estvide, maisil esttoutafait possible
commencea partird'une populationquelconquel'objetsde . unesimulationouimageinitiale. Les

pas5 et 6 del'algorithme assurenta disparitiondesobjetsde cetteimageinitiale aucoursdela simulation.

Au pas4 del'algorithme précédentmousdevonssimulerun objetde . Nousavonssupposéjuele
domainedesimulationestdéja , c'estadire quelesobjetssimulésintersectenforcémentarégion
Dansun casplusgénéralsi cetteconditionn'est pasimposéea priori, un algorithmepour simulerun objet
implantéenun point del'espaceetquiintersectd'ensemble , estle suivant:

Algorithme 2 : simulation d'un objet
1. Générer ;
2. générer _
3. si , retournera 2
4. rendre

Simulation conditionnelle

Le problemequi seposedansla plupartdessituationset notammentlansla caractérisatiomesréser
voirs, estle conditionnementC'est a dire commentréaliserunesimulationdans sousla conditionque
deuxsous-ensemblenis depoints et  soientcontenusiansl'ensembledesporeset'ensembledes
grainsrespecirement.L'algorithme que nousutilisons dansce travail estun algorithmed'acceptationet
rejetdd aLantuéjoul(voir Lantuéjoul,1995; Lantuéjoul,1997et Lantuéjoul,2002).

Algorithme 3 : simulation conditionnelle Soit I'ensembledespopulationsd'objets qui véri ent les
conditions

1. Générer , unepopulationd'objetsqui satishit lesconditionssurles poresetlesgrains;
2. Simulerunevariablealéatoire quiprenneesvaleurs aveclesprobabilitésespectie