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Intr oduction

Lesenjeuxéconomiquesdel'industrie pétrolièreimposentun besoindedécrirela structuregéologique
desréservoirs d'hydrocarbureset les propriétesdesrochesqui les constituent.Ce chapitrea pour but de
présenterbrièvementla modélisationgéologiquedesréservoirs,notammentàtraverslesapprochesprobabi-
listesdanslesquellesle sujetdecettethèses'inscrit.Avantdedécrirecequel'on chercheavecla modélisa-
tion (oucaractérisation)desréservoirs,unedé�nition desréservoirsestdonnée,aveclesfacteursprincipaux
qui contribuentà leur formation.Puis,dansun secondtempsl'approcheprobabilisteestintroduitedansce
contexte et les principalesfamillesde modèlesutiliséssontdécrites.Une de cesfamilles,les modèlesde
typeobjet,nousintéressetoutparticulièrementpuisquele modèleétudiédanscetravail, le modèlebooléen,
en fait partie.Pour �nir , unedescriptiondu �l conducteurde cettethèseet desdifférentespartiesqui la
constituentestprésentée.

Modélisation desréservoirs

Un réservoir est très généralementun dépôtsédimentaireou une sériede dépôtsinterconnectésqui
contientdes�uides (huile,gaz,eau...).Cesdépôtssontconstituésderochesporeuseset perméablesà l'in-
térieurdesquellesles�uides circulentet peuventéventuellements'accumulerpourformerun gisements'il
y a desbarrièresqui lesretiennentcommele ferait un barrage.Cesbarrièrespeuventêtredenaturesdiffé-
rentes: unefaille, un piègeanticlinal,unevariationdeperméabilitéparchangementdefaciès,etc.(Salléet
al., 1976).

La perméabilitédela rochedéterminesacapacitéà laisserpasserle �uide à traverselle.La porosité1 est
le pourcentaged'espacevide à l'intérieur dela rocheet donnele volumede�uide quecelle-cipeutconte-
nir. Cesontlesdeuxpropriétéspétrophysiquesfondamentalesquel'on chercheà déterminerpour décrire
le réservoir et saqualité.Cespropriétésne sontpasuniformesdanstout le réservoir, maisdépendentdes
structuresgéologiquesqui le constituent.La connaissancedu réservoir passepar la déterminationdetelles
hétérogénéités,cequi impliquel'étudedesfacteursqui gèrentla natureet la porositédesroches(la pression,
la diagenèse,la fracturation,l'environnementdedépôt... (Salléet al., 1976)).

L'objectif dela caract�risation desr�ser voirs estdedécrirele plusprécisementpossiblelescaractéris-
tiquespétrophysiquesdu milieu poreuxainsiquel'intensitéet la directiondesécoulementsdes�uides qui
s'y produisent.Dansle casderéservoirsd'hydrocarbures,cettedescriptionreprésenteunenjeuéconomique
importantpourdifférentesraisons: elle doit permettreunebonneestimationdesréservesexploitables,elle
fournit desrenseignementspourunemeilleurelocalisationdespuitsd'exploitation,enrésuméelleaideà la
décisionsurl'évolution dudéveloppementdu gisement.

1Il fautdistinguerentrela porosit� effective qui correspondauvolumedesvidesinterconnectés,à traverslesquelsles �uides
peuventcirculer, et la porosit� totale qui comprendnonseulementlesporesinterconnectésmaisaussiceuxqui sontfermésparun
ciment(MoureauetBrace,1979).
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4 INTRODUCTION

Le processusdecaractérisationderéservoir estindispensabletoutaulongdela vie d'un réservoir, desa
découverteàsaphasededéclin,et le ou lesmodèlesconstruitsévoluentaufur et à mesurequele gisement
estexploité et queplusdedonnéessontacquises.L'échelledela modélisationdépenddela phasedela vie
du réservoir et desdonnéesdisponiblesà chaqueétape.Ainsi, pendantlespremièresphases,on chercheà
déterminerla distribution spatialedeshétérogénéitéset leur connexité tandisquepourchoisirun scénario
pour la phasededéveloppement,il fautdisposerd'un modèledeporositéet deperméabilitédesréservoirs
(Chessa,1995).Ceciimpliqueunedescriptionetunemodélisationdu réservoir àdifférenteséchelles.

Dansle travail deChessa(1995),on trouve uneclassi�cationhiérarchiquedeshétérogénéitésdansun
réservoir, à partir de la classi�cationde Weber(1986).Ceshétérogénéitésont, à chaqueéchelle,unein-
�uence sur la récupérationdeshydrocarbures.Par exemple,à l'échelle du champ(distancesde l'ordre du
kilomètrehorizontalement,�

�������

km, et de �

�����

m enprofondeur),descorpssableuxconnectésou
nonsontidenti�és. La connexité entrecescorpsest,àcetteéchelle,le premierfacteurdansla détermination
de la quantitéde �uide qu'il estpossibled'extraire : avec un seulpuitson peutextraire leshydrocarbures
deplusieursréservoirs s'ils sontconnectés.À l'échelledu réservoir ( �

�����

m horizontalement,�

���

m en
profondeur),lesfrontièresentrelesunitésgénétiquespeuventmarquerdesforts contrastesdeperméabilité,
pouvantainsigénérerà l'intérieur du réservoir desrégionsinexploitables.Le modèlequenousétudionsici
estutilisé principalementà l'échelled'uneunit� 2 g�n�tique ( �

�������

m d'épaisseur)et à l' �chelle gra-
nulom�trique ( �

���	�
�����

mm).À l'échelledel'unité, noussommesintéressésàmodéliserunevariétéde
structuressédimentairespourobtenirun pro�l deperméabilitédéterminantle mouvementde �uide à l'in-
térieurde l'unité. À l'échelle granulométrique,ce sontlesdifférencesde granulométriequenousvoulons
estimer, puisqu'ellespeuventgénérerdefortesvariationsdeperméabilitéet créerdespiègespour le �uide
àcetteéchelle.La déterminationdecesvariationsestdegrandeimportancepourla récupérationdes�uides
résiduelsdansla phase�nale dela vie du réservoir.

Lesdonnéesacquisespourdécrirele gisementsontdenaturetrèsdifférente.Chacuned'entreellesap-
porteuneinformationàcesdifférenteséchellesenquanti�ant,defaçonplusoumoinsdirecte,lespropriétés
pétrophysiquesdesréservoirs. Commeexemplenouspouvons citer l'étude descarottes,desdiagraphies,
lestestsdespuits,qui fournissentuneinformationpétrophysiquedehauterésolutiondansunvoisinagetrès
localautourdespuits.À uneéchelleplusgrande,lesétudessismiquespermettentd'identi�er desstructures
géologiquesà l'échelledu gisement.L'étuded'af�eurementsdansdesenvironnementsdedépôtsimilaires
àceluidu réservoir étudié(analogues)aaussiunegrandeimportancepourcomprendrel'architectureduré-
servoir etpourdé�nir, defaçoncohérente,lesrèglesgéologiquesdansl'élaborationdu modèlederéservoir
(Hu, 2002).La précisionde cesdonnéesestaussitrèsdifférente.L'information aux puits est trèsprécise
mais,à causedescoûtstrèsélevésdesforageset descarottages,elle estpeuabondante.De plus,elle peut
êtrebiaisée,puisquel'emplacementdespuitsestchoisidepréférencedanslesrégionslesplusproductives.
L'information sismiqueest,aucontraire,plusabondantemaismoinsprécisepuisqu'ellenefournit quedes
mesuresindirectesdespropriétéspétrophysiquesdesréservoirs. Il estdoncimportantd'intégrertoutesles
informationsàdispositiondansle modèlederéservoir. Puisquel'étudeduréservoir estréaliséetoutaulong
desavie, il estaussinécessairedepouvoir intégrerdansle modèlelesnouvellesinformationsacquisesau
fur et à mesurede l'évolution de l'exploitation.Une miseà jour du modèledevrait êtrecontinuellement
réalisée.

Cependant,etbienqu'il y ait, aucoursdudéveloppementdu réservoir, denouvellesetplusnombreuses
informationssursescaractéristiques,la réalitén'est jamaisparfaitementconnueet il existetoujoursunein-
certitudedansla connaissanceduréservoir. Cetteincertitudeestparticulièrementimportantedanslesphases

2Unit� : termedésignanttout ensemblede terrainsque l'on peut individualiserpour desraisonstectoniqueset/oustratigra-
phiques(FoucaultetRaoult,1984).



INTRODUCTION 5

d'explorationoùlesdonnéessontpeuabondantes.Il estdoncnécessairedeconstruiredemultiplesscénarios
qui puissentreprésentertouteslesréalitéspossibleset tenirainsicomptedel'incertitude(Hu, 2002).

L' approcheprobabilisteestadaptéeàceproblèmeetprésenteplusieursavantages: il existeunnombre
importantdemodèlesprobabilistes,cequi permetdechoisir le modèlele mieuxadaptéà l'environnement
dedépôt; il estpossibled'utiliser desmodèlesdifférentspour lesdifférenteséchellesd'étude,del'échelle
du gisementà l'échellegranulométriqueet,en�n, la natureprobabilistedecesapprochespermetd'évaluer
l'incertitudedu modèleenconstruisantdemultiplesscénariospossibles.

En d'autrestermes,bien qu'un réservoir soit quelquechosed'intrinsèquementdéterministe,puisqu'il
résultedetouteunesériedeprocessusphysiquesbiendé�nis, il estpossibledeparlerde«natureprobabi-
liste»dansla modélisationàcausedel'information insuf�santequi introduituneimportanteincertitudedans
la connaissancedu réservoir. Haldorsenet MacDonald(1987)expliquentcettedoublenaturedéterministe-
stochastiquedansla modélisationdesréservoirs.

Modèlesstochastiquespour la caractérisationdesréservoirs

Expérimentalementla modélisationdesréservoirs consisteà construiredesmodèlesnumériquesqui
représententles hétérogénéitésà différenteséchellesen termesde propriétéspétrophysiquessur les blocs
d'une grille. On assigneà chaquebloc unevaleurde la porositéet de la perméabilité.Nouspouvonsdis-
tinguertrois étapesprincipalesdansla modélisationd'un réservoir (Chessa,1995)et chacunedesquelles
impliqueuneéchelledetravail différente:

– Modélisationde l' architecture interne du réservoir : danscetteétapela structureà l'échelle du
gisementestmodéliséeentermesdelithofaciès3. Lesvolumesdesrochesconstituantdesformations
géologiquesplus ou moinshomogèneslithologiquementsontidenti�és, ainsi qu'éventuellement,la
modélisationdesfaillesetfracturesdansle réservoir. Ceshétérogénéitésàl'intérieur dugisementsont
dépendantesdesprocessussédimentairesqui les ont constituéeset peuvent doncêtrede naturetrès
différente: dépôtsdechenaux�uviatiles oumarins,dépôtsd'origineéolienne,dépôtsenenvironment
deltaïque,etc.Chaqueenvironnementprésentedescaractéristiquesgéométriqueset desvariabilités
deporositéet deperméabilitéparticulières.

– Modélisationdespropri�tes p�tr ophysiquesdesrochesà l'intérieur du réservoir : unefois la dis-
tribution deshétérogénéitésmodélisée,il fautdéterminerlespropriétésdesrocheset leur variabilité
à l'intérieur de cescorpsgéologiques.Les principalesvariablesd'intérêt sont,encoreune fois, la
perméabiliéet la porosité,et aussile dégrédesaturationeneauou enhydrocarbure.

– Modélisationhydrodynamique : les réalisationsainsi obtenuesservent de basepour la simulation
desécoulements,qui serontutilisésdansla prédictiondela productiondugisement.Danscettephase
il faut résoudrele problèmede l'homogénéisationdespropriétéspétrophysiques.Lesmodèlesgéo-
logiquesobtenussontcalculéssurdesgrilles assez�nes pourmieuxcaractériserla variabilitédeces
propriétés.Par soucid'économiedetempsdecalcul, lesmodèleshydrodynamiquessontutiliséssur
desgrilles plus largeset il faut doncuniformiserlesvaleursdespropriétésdesrochesobtenuessur
unsupportpluslarge.Unedescriptionplusdétailléedeceproblèmeestprésentéedanslestravauxde
Grindeheimet Aasen(1992),Gelhar(1993),Journel(1996)et aussidansFisheret Knipe (2001)et

3Faci�s : catégoriedanslaquelleon peutrangerunerocheou un terrain,et qui estdéterminéepar un ou plusieurscaractères
lithologiques(lithofaci�s ) ou paléontologiques(biofaciès).Le termefacièsestaussiemployé pourdésignerunecatégoriecorres-
pondantà un milieu ou à un domainedesédimentation(Foucaultet Raoult,1988).Les lithotypes sontdé�nis parassociationde
facièscorrespondantà un mêmetypelithologiqueet descaractéristiqueshydrodynamiquessimilaires.Danscetravail un lithotype
correspond,généralement,à un seullithofaciès.Lestermesfaciès,lithofacièset lithotypeserontutilisésindistinctement.
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Castaingetal. (2002)pourle casdemilieux fracturés.

Il existe un grandnombrede modèlesprobabilistesutiliséspour la caractérisationdesréservoirs. Le
choixd'un modèleestconditionnéparl'environnementdu dépôt,parl'échelledetravail etparl'étapedela
modélisationdanslaquelleon setrouve.

Le modèlebool�en, qui fait l'objet dece travail, estutilisé pourconstruireun modèlelithologiquede
l'architectureinternedesréservoirs, enparticulierà l'échelledesunitésgénétiques.Il estaussiutilisé pour
la modélisationdeshétérogénéitésà l'échellegranulométriqueà l'intérieur du réservoir. Il fait partiede la
famille d'approchesditesd'objet qui constituent,avec lesapprochesde pixel, lesmodèlesle plusutilisés
danscecontexte.

Modèlesdepixel : Cesmodèlessontbaséssur les corrélationsspatialesdeslithofaciès(sablesdesche-
naux,sableséoliens,argiles,etc.)parl'intermédiaireduvariogrammedeleursindicatrices.Parmi les
modèlesappartenantà cettefamille, nouspouvonsciter commelesplusutilisésla simulationgaus-
siennetronquée(Matheronetal.,1987)etla simulationséquentielled'indicatrices(JourneletAlabert,
1990).

La premièreconsisteàutiliserunefonctiongaussiennecontinuepourdéterminerl'appartenanced'un
pixel à un faciès.En tout point du domaine,la valeurdu facièssimuléest fonction de la valeurde
la fonction gaussiennepar rapportà certainsseuilsde troncature.Ceux-cisontdéterminésà partir
desproportionsdeslithofaciès.Desvariationsde cetteméthodesontsonapplicationà un casnon
stationnaire(Beucheret al., 1993; Johannet al., 1997)et la simulationpluri-gaussiennetronquée
(Galli et al., 1994)où plusieursfonctionsgaussiennesinterviennentpourla déterminationdesfaciès,
cequi permetunegrandevarietédansl'agencementdesfaciès.

Le principalavantagedecetteméthodeestsacapacitéà reproduiredesréservoirs décritspardenom-
breuxfacièset enprésenced'un grandnombredepuits.

La méthodede simulationd'indicatricesconsisteà affecterà chaquepixel unecatégorieou classe
de facièsà partir desdistributions localesde probabilité.Cetteaffectationtient comptede la classe
simuléedanslespixelsvoisinset peutaussiprendreencomptedesvariationslocalesdeproportions
desfaciès(Journelet al., 1998).Cetteméthodea aussiétéutiliséepourreproduiredesvariationsdes
directionsdecontinuité(Deutsch,1999).

Lesmodèlesdepixel sontcontraintsassezfacilementauxdonnéesquantitatives,maisils nerestituent
questatistiquementles imagesdesréservoirs. Souventcesimagesnesontpassatisfaisantesdansle
sensoù ellesnereproduisentpasla formedesobjetsgéologiquesprésentsdansle réservoir.

Modèlesd'objets : Cesapprochesmodélisentla géométriedescorpsgéologiqueslithologiquementhomo-
gènespardesobjetsidéalisésdistribuésen3D. Ainsi, ils sontspécialementappropriéspoursimuler
les dépôtssableuxd'origine �uviatile, les réseauxde fractures,les milieux poreuxà l'échelle gra-
nulométrique,etc.Chaqueobjetestdé�ni parsaposition,�xée dansun point aléatoirede l'espace,
et sescaractéristiquesgéométriques(leur forme, leur taille, leur orientation,etc.).L'utilisation des
modèlesd'objetdansla caractérisationdel'architecturedesréservoirs enenvironnement�uviatile est
trèsrépandue.Nouspouvonsciter quelquesexemples: Haldorsenet MacDonald(1987),Chessaet
Martinius (1992),Henriquez,Tyler et Hurst (1990),Schmittet Beucher(1997),Viseur(1999),etc.
Desapplicationsà la modélisationdesfracturesdansles réservoirs ont étéfaitespar Muntheet al.
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(1993)etCacasetal. (2001),parexemple.

Parfoisil y a dansla littératureunecertaineconfusionentrelestermes«modèled'objet»et «modèle
booléen».Parmodèlesd'objetsondésignetouteunefamille demodèlesdedifférentesconstructions,
qui ontpourpointscommunsl'utilisation de�gures géométriquesplusoumoinscomplexespourmo-
déliserleshétérogénéitésdansun réservoir, (e.g.chenaux,crevasses,barrières,etc.)et l'implantation
plus ou moinsaléatoirede cesobjetsdansl'espace.Le modèlebooléenappartientà cettefamille,
maistouslesmodèlesd'objetsne sontpasdesmodèlesbooléens.Celui-ci impliquedescontraintes
assezfortes: l'indépendanceentrelespointsd'implantationdesobjets,générésparun processusde
Poisson,et l'indépendanceentreles objets.D'autresmodèlescréentles objetsselondesrèglesde
générationde façonà cequ'ils véri�ent le conditionnementauxpuits (Shmaryanet Deutsch,1999;
Viseuret al.,1998).
Le principal avantagede ce type d'approchesestqu'elles créentdesimagesassezintuitives de la
géométriedesréservoirs. Les principauxinconvénientsqu'ils présententsont,d'une part, le condi-
tionnementaux donnéesdespuits (indicatricesaux puits) qui devient dif�cile et lourd du point de
vue informatiquequandle nombrede puits commenceà êtreimportant; d'autrepart, l'observation
desproportionsverticaleet latéraledeslithofacièsestaussiunecontraintecritiquedela modélisation
souventdif�cile à respecter.

D'autresméthodesutiliséespourla modélisationdeslithofacièssontlesmodèlesg�n�tiques («process-
based»),en plein développementà présent.Contrairementà d'autresmodèlesprobabilistesqui ne modé-
lisent quele résultatdesprocessussédimentaires,la modélisationaléatoiregénétiquetient comptede ces
processusde dépôtet doncde la naturedéterministedu réservoir. Puisqueles paramètresqui contrôlent
le modèlede sédimentationsont,en général,très incertains,ils sontreprésentéspar desvariablesou des
fonctionsaléatoires(Hu, 2002),cequi rejoint la natureprobabilistedela modélisation.Depuislestravaux
initiaux de Matheron(1969a,1969b)et de Jacodet Joathon(1971)proposantdiversmodèlesgénétiques
pourdifférentstypesdeprocessussédimentaires,denombreusesétudesont étédéveloppéesdanscettedi-
rection.Nouspouvons citer, entreautresHu, Josephet Dubrule (1992) pour la modélisationdesdépôts
deltaïques,Lopez,Galli etCojan(2001)etLopez(2003)pourla modélisationdeschenauxméandriformes.
Leur principalinconvénientestle conditionnementauxdonnéesdespuits,qui esttrèsdif�cile.

Puisquela caractérisationdesréservoirs implique la modélisationdestructureset depropriétésgéolo-
giquesà différenteséchelles,un seulmodèlenesuf�ra paspoursatisfaire touteslescaractéristiques.Dans
la pratique,la combinaisondedeuxou plusieursmodèlesappartenantà desfamillesdifférentesestle plus
souvent inévitablepour construiredesmodèlescomplexesde réservoir (e.g.Damslethet Holden(1994),
Damslethet al. (1992)).

De plusamplessynthèsessur lesdifférentesapprochesutiliséesdansla caractérisationderéservoirs se
trouventdanslestravauxdeDubrule(1988),HaldorsenenDamsleth(1990)etDamslethet Holden(1994),
Galli etBeucher(1997),ChilèsetDel�ner (1999).

Cadre de la thèse

Un desintérêtsprincipauxdela modélisationdel'architectureinternedesréservoirs estqu'elle permet
d'incorporertoutel'information géologiquedisponible.Lesproportionsdeslithofacièsconstituentun outil
très puissantdansce contexte, puisqu'ellesquanti�ent la présencedeslithofacièstout en indiquantleur
distribution spatiale.Ainsi, les proportionssont devenuesune contrainteimportanteà respecterdansla



8 INTRODUCTION

caractérisationdesréservoirs. Danslesapprochesdetypepixel parexemple,notammentdanslesmodèles
desgaussiennestronquées,l'information géologiquecontenuedansles proportionsa été introduiteavec
succès.

Par contre,un desproblèmesque présententles approchesde type objet consisteprécisementen la
dif�culté à incorporerl'information géologiqueconcernantla distribution deslithofacièset à respecterles
donnéesdeproportion.

Il existe différentesapprochespour construiredesmodèlesou desimagesqui respectentles données
deproportion.Certainessebasentsur l'incorporationitérative desobjetsjusqu'àatteindrelesproportions
vouluesàtraversunefonctionobjectif(DeutschetTran,2002).D'autresutilisentlesproportionscommedes
probabilitésdeprésencedeslithofacièspourfavoriserl'implantationd'un objetdansunerégionplutôt que
dansuneautre,puis,aprèsl'incorporationd'un nouvel objet,il estvéri�é si la simulationobtenuerécupère
bienlesdonnéesdeproportion(Viseur, 1999).

L'appr ocheque nousavonsvoulu d�v elopper danscetravail consisteà incorporerl'information des
proportionsdirectementdansle modèle.Decettefaçonla distributiondesobjetset le nombreàsimulersont
déterminésnaturellementsansqu'on ait besoinderecouriràunprocessusitératif devéri�cation. Le modèle
booléen,entantquemodèlebienconnuetmaitrisé,sembleêtrele choixapproprié.

LespremierstravauxdanscettedirectionsontdusàSchmittet Beucher(1997)qui ontétabli la relation
entreles proportionset le modèledansune situationsimple pour une variation desproportionsunique-
mentsuivant la verticale.Unesuiteà cestravauxétaitnécessaire,notammentdansle développementde la
théorie,l'extensiondela méthodeà 3D, l'adaptationdesdonnéesà l'information requisepar le modèle,la
valorisationdesrésultatset l'applicationàunesituationréelle.C'estdanscecadrequecettethèses'inscrit.

Un doubleenjeu ...

L'objectif de ce projet estd'élargir le champd'applicationdu modèlebooléenà la modélisationdes
réservoirs dont la distribution deslithofacièsestnonstationnaire,c'est-à-direils sontrépartisdefaçonnon
homogène.Pour cela, l'idée a été de proposerune méthodepour estimerles paramètresqui dé�nissent
le modèlebooléenà partir desproportionsde ceslithofaciès.Cetteméthodedoit permettrede prendreen
comptela nonstationnaritédanslessimulationsdesréservoirs maisaussideproposerauxprofessionnelsde
cedomaineun outil decaractérisation�able. Ainsi, le caractèredece travail sesitueà l'interfaceentrele
développementscienti�queet mathématiqueet l'applicationindustrielle.L'enjeuestdoncdouble.

L' enjeu scienti�que estd'intégrer l'information desproportionsen termesde paramètresdu modèle
booléen.Cecirelèveduproblèmedel' inférence. Uneinterprétationcorrectedesparamètresdansle contexte
denotreapplicationet réciproquement,uneinterprétationdesdonnéesexpérimentalesen fonctiondu mo-
dèle,sontnécessairespourla cohérencethéoriquedu processus.

L' enjeu industriel consisteà construireuneinterfaceentrel'information d'entrée,lesproportionsdes
faciès,et lesrésultatsattendus,lessimulations.Il existedéjàungrandnombred'algorithmesdesimulation,
conditionnelleetnonconditionnelle,dumodèlebooléenqui ontétélargementétudiés.Aveccetravail nous
voulonsajouterunephaseintermediairepréalableà cesalgorithmespermettantdetraiterla présenced'une
nonstationnarité.

Ceprojetaétéinscrit à l'origine dansle cadred'uneconventionexistantentrel'Institut FrançaisduPé-
troleet le CentredeGéostatistique,destinéeàdévelopperla recherchedansle domainedela caractérisation
desréservoirs.
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Le ®l conducteurde cetravail

Cettethèseestdiviséeen trois grandesparties.La premièrepartie(chapitres1, 2 et 3) estconsacrée
à la théoriedu modèlebooléen,ce qui estnécessairepour comprendrela constructiondu modèleet ses
propriétés.Dansun premiertemps,la famille génériquedesensemblesaléatoires,à laquelle le modèle
booléenappartient,estintroduite(chapitre1).Puis,le processusdePoissonqui sertdebaseàla construction
du modèleestprésenté(chapitre2) et, en�n, le modèlebooléenet sespropriétéssontprésentésdansle
chapitre3. L'algorithmede simulation(conditionnelleet non conditionnelle)utilisé dansce travail y sera
décrit.

La deuxièmegrandepartie(chapitres4, 5 et6) concernel'estimationdesparamètresdumodèlebooléen
à partir desinformationsexpérimentales: lesproportionsdeslithofaciès.Le chapitre4 décrit lesdonnées
expérimentalesqui constituentnotrepointdedépartetsonrapportaveclesparamètresdumodèle.L'établis-
sementdecerapportestla basedela méthodequenousproposonspourestimerle paramètredumodèlequi
gouvernela distribution desobjetsdansle volume.Cetteméthode,présentéedansle chapitre5, constitue
le corpsde la thèse.L'étudede l'autre paramètredu modèlebooléenconcernantla géométriedesobjetsà
simulersetrouve danschapitre6, danslequelnousétudionsla possibilitéd'obteniruneinformationsurces
objetsàpartir desproportions.

Dansla troisièmepartie (chapitres7 et 8), deux applicationspratiquesservant à valider la méthode
proposéesontdécrites.La première(chapitre7) concerneuncas�ctif dontle facièsmodéliséparle modèle
booléenprésenteunedistributionnonstationnaireà3D.Cetexemplepourraitêtreassimiléàla modélisation
d'hétérogénéitésàl'échellegranulométrique.Malheureusementnousn'avonspasdisposédedonnéesréelles
pourtesterla méthodedanscecadre.Le chapitre8 décritunexemple,cettefois-ci réel,demodélisationd'un
réservoir �uviatile àpartirdesdonnéesd'af�eurement.Ladistributiondufacièsmodélisé,correspondantaux
chenaux,estici considéréecommenonstationnairedansun planvertical.

En�n, le chapitre9 établit un bilan du travail réaliséet présenteles conclusionset unediscusiondes
résultats.Quelquesperspectivespouruneéventuellesuiteàceprojetsontégalementprésentées.
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Premi�r e partie

Intr oduction � la th�orie desensembles
al�atoir es.Modèlebool�en
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L'étudequantitative denombreuxphénomènesnaturelsestconditionnéepar leur variabilitédansl'es-
paceetdansle temps.Cesvariablessontétudiéesàpartirdemesuresexpérimentalesparfoisraresetbruitées,
obtenuesparun échantillonnagesouventpréférencielet peuexhaustifpourdesraisonspratiquesdiverses:
économiques,d'accessibilitéauphénomèneou mêmeà causedeslimitationsdansles instrumentsde me-
sure.

Un tel échantillonnagepermet,selonlescas,d'avoir uneconnaissancepartielledesobjetsétudiés(par
exemple,lesgisementsdemineraisconnusparsondages)ou d'obteniruneinformationsurunepopulation
àpartird'un grouped'objets(l'étudedespopulationsdeplantes,lesvilles dansunerégion,lescellulesbio-
logiques,...). L'extrapolationde cetteinformationpartielleà tout le phénomèneestaffectéed'une grande
incertitude,puisqu'ungrandnombred'interprétations,toutescohérentesavec les observations,sontpos-
sibles.Unedesapprochesutiliséespourrépondreàcettequestionestl' approcheprobabiliste.

Lesmodèlesprobabilistesessaientdetenircomptedecetteincertitudeendonnantl'opportunitédecréer
plusieursréalisations,c'estàdiredifférentes«réalitéspossibles».Chacunedecesréalisationsestunesimu-
lation. Ellessontquali�ées deconditionnellessi ellesrespectentlesdonnéesexpérimentales.L'utilisation
de ce type de modèlespermetainsi de résoudrecertainsproblèmesliés à la prédictionet à l'estimation :
l'interpolation desdonnées,le �ltrage, l'optimisation, le changementdesupportet d'échelle,l'intégration
deplusieursparamètres,la simulation,etc.

Lesensemblesaléatoiresconstituentuneclasseparticulièredesmodèlesprobabilistes.La notiond'en-
semblealéatoireestintroduitepar la nécessitédemodélisercertainsphénomènesnaturelsà naturegéomé-
triquequi présententunehétérogénéitéplusou moinsimportanteà différenteséchelleset,enmêmetemps,
un certaincaractèrestructuré.Desexemplesdetelsphénomènessontlesmilieux poreux,lesstructuresgra-
nulairesdanslesmatériaux,lescellulesbiologiquesou certainesstructuresgéologiques,etc.Cesmodèles
cherchentalorsàreprésenterlespropriétésdela structure,dela morphologieou lespropriétésphysiquesde
cesmilieux hétérogènes.

La classedesensemblesaléatoiresestd'une granderichesse: lesprocessusponctuels,les réseauxdes
droites,lespartitionspolyédriquesdel'espace,lesaggrégats,... . Mais lesprincipauxmodèlesutiliséssont
lesprocessusdepoints,le modèlebooléenet lespartitionspolyédriquesde l'espace.De différentsphéno-
mènesphysiquessontassociésà desmodèlesvariés.Ainsi, par exemple,desinclusionsnon métalliques
dansun aciersontmodéliséespardesprocessusstochastiquesponctuels,lesstructuresgranulairespardes
partitionsaléatoiresdel'espaceet lesmilieux poreuxparle modèlebooléen,etc.

Du fait du grandnombredepropriétésquela notiond'ensemblealéatoiremetenjeu (la géométriedes
réalisations,la topologie,la variabilitédansla formeet taille desobjets...)la caractérisationdela loi d'un tel
ensemblen'est pasimmédiate.La formalisationutiliséedansce travail pourdé�nir un ensemblealéatoire
a étéétabliepar Matheron(1969,1972).Cetteapprocheestbaséesur uneidéeprincipale: à partir d'un
certainensembleconnu, � , on analysesi l'événement“ � rencontrel'ensemblealéatoireétudié”estvéri�é
ou non.

Dansnotreétudenousnoussommesintéressésà un modèleconcretd'ensemblealéatoire,le modèle
booléenpour la caractérisationdesréservoirs pétroliers.Plusprécisement,le modèlebooléenserautilisé
pourmodéliserle facièssableuxougréseuxcorrespondantauxchenauxà l'intérieur d'un réservoir.

Lestroischapitresqui composentcettepremièrepartieessaientdeprésenterdefaçonrésuméelesbases
théoriquesqui permettentde décrirele modèlebooléen.Celui-ci estconstruità partir d'un autremodèle
d'ensemblealéatoireplussimple,le processusdePoisson.Premièrement,lescaractéristiquesgénéralesdes
ensemblesaléatoiressontprésentéesdansle premierchapitre.Le principal outil d'analyse,la capacitéde
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Choquet,seraici présentéainsiquequelquespropriétésfondamentalesqui serontutiliséestoutaulongdece
travail. Puis,dansle secondchapitrele processusdePoissonestintroduitet,pour�nir , le troisièmechapitre
seraconsacréaumodèlebooléen.

Un développementapprofondide la théoriedesensemblesaléatoirespeutse trouver les ouvragesde
Matheron(1969,1972),Serra(1982),Lantuéjoul(1993,2002),etStoyanetal. (1995).



Chapitr e 1

Ensemblesal�atoir es

Les ensemblesaléatoiresconstituentun modèlemathématiquegénéralutilisé depuislongtempspour
reproduiredesphénomènesnaturelsprésentantdesformesgéométriquesplus ou moins irrégulières.Ces
phénomènespeuventprésenterdesstructurestrèscomplexesqu'il estnécessairedemodéliseràpartird'une
informationexpérimentalesouventlimitée.

Un ensembleestdé�ni mathématiquementà travers la totalité desrelationsexistantentresesparties
constitutives.Expérimentalementil faudraittester, pourdéterminercomplètementcetensemble,toutesles
relationspossiblesetexaminersi ellessontvéri�ées ounon.Ceciestgénéralementimpossible.Dansla pra-
tique,nousnedisposonsquedequelquesparamètresmesurableset nousnepouvonstesterqu'un nombre
limité de relationspour dé�nir le modèle.Ceci a été le problèmeabordépar Matheronquand,en 1967,
il donneunepremièreinterprétationdesmilieux poreuxen termesd'ensemblesaléatoireset “résumeles
propriétésessentiellesdeleursstructuressousla formed'un petit nombredeparamètresstatistiquementre-
présentatifs”(Matheron,1972).Pourcaractérisercesensemblesaléatoires,il s'estservid'un outil structural
qui jouele mêmerôle quela fonctionderépartition1 pour lesvariablesaléatoires: la capacitédeChoquet
ou fonctionderépartitiond'un ensemblealéatoire.

Pourdé�nir cetteapplication,dénomméepar � , deuxélémentssontnécessaires: un ensemble«test»
et uneopérationélémentaireentreensembles.Nousallons illustrer ceci à l'aide d'un exemple.Prenons,
dansnotreapplicationparticulière,le casdeschenauxsableuxdansun milieu nonréservoir. Nousvoulons
modéliserl'ensembledetousleschenauxpar l'ensemblealéatoire� , et la matriceargileusedanslaquelle
ils sontcontenuspar l'ensemblecomplémentairede � , ��� . Pourcaractérisercetensemblealéatoire,nous
nousservonsd'unefamille d'ensembles«tests»� , encoreappelées�gures structurantes,et analysonsleurs
relationsd'interactionavecl'ensemblealéatoire.End'autrestermes,nousallonsdéplacercetensemble� à
l'intérieur duréservoir etnousallonsregarders'il rencontreleschenaux.Lesévénementslesplussimpleset
immédiatsàconsidérersontl'intersectionnonvide( �������

	�
 : � rencontrele facièschenal)oùl'inclusion
( �
��� : � estcontenudansle facièschenal).Cesdeuxévénementsélémentairesgénèrenttouteunefamille
derelations,appeléemathématiquement� -algèbre2 , quandony ajoutelesopérationslogiques«et»,«ou»et

1Unevariablealéatoire� estdé�nie parsafonctionderépartition � , i.e.,par la probabilitépourquele résultatd'un tirageau
sortde � soit inférieureà unecertainevaleur � : ��������������� �!�#"

2Une $ -algèbre$&% estune famille d'ensemblesqui est ferméesousles opérationsélémentairesd'union, d'intersection,de
complémentation,et d'union et d'intersectionin�nies mesurables.Techniquement$

%
estunefamille d'ensembles')(�$

%
satis-

faisant:
– *+(�$&% ; ,-(�$&% ;
– ./'0(�$&% , '/12(3$&% et
– pourtoutefamille �nie oudénombrable'54 ( 67(�8 ) : '549(3$

%
impliqueque :

4�;=<

'/4�(>$
%

et ?

4@;=<

'549(3$
%

Un exempleestla $ -algèbreborélienne,la pluspetite$ -algèbrequi contientlesensemblesouvertsd'un espacetopologique,comme
8 A5B . Elle incluelesferméset lescompacts.
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«non».Ainsi, la structuredel'ensemblealéatoire� seraconnue,dupointdevueprobabiliste,si onconnaît
la probabilitépourquechacunedecesrelationssoitvéri�ée. Ondit alorsquel'ensemblealéatoireestdé�ni
paruneprobabilitésurla � -algèbredesrelations.

Commenousle verronspar la suite, la famille d'ensembles«test»retenueseracelle desensembles
compacts�

3 de ����� , et l'opérationélémentairechoisieestl'intersection.De cettefaçon,il estpossiblede
dé�nir un ensemblealéatoire� par l'application � , la fonctionderépartition del'ensemblealéatoire, qui
donnela probabilitépourquel'ensemblealéatoire� rencontrele compact� : ���

�

�

�

		��


� � ���

	�

� .
La logiquedel'opérationd'intersectionconduitnaturellementà la notiond'ensemblealéatoirefermé: étant
donnéque � � � �

	�
 si etseulementsi � rencontrel'adhérencede � : � ��� ���

	�
 4, nouspouvonslimiter
l'étudeàceluidesensemblesaléatoiresfermés.

Lesouvragesutiliséspour la rédactioncechapitresontceuxdeMatheron(1969,1972),Serra(1982),
Ayala(1988),Lantuéjoul(1993),Stoyanetal. (1995),Jeulin(1999)etChilèset Del�ner (1999).

1.1 Ensemblesfermésaléatoires(EFA)

Commeil a étévu dansle paragrapheprécedent,les ensemblesaléatoirespeuvent êtrecaractérisésà
partird'unefamilled'ensembles«tests»enanalysantleursintersectionsaveclesensemblesaléatoires.Pour
un ensemblealéatoirearbitraire � , nouspouvonsregardersi l'intersection �)� � , pour un ensembletest

� , estvide ou non.Le choix deconsidérersi � rencontrel'ensemblealéatoire� , està la basedesthéories
développéesparMatheron(Matheron,1969,1972)etKendall(Kendall,1974).La logiquedel'intersection,
engendréeparlesévénementsdutype � �����

	�
 , nousamèneàconsidérerla famille � dessous-ensembles
fermésde ����� . Par ailleurs,cettefamille va êtremunie d'une famille de relationsentreensembles,��� 5

engendréeparlessous-ensemblesde � telsqueleur intersectionavecuncompact� de ���
� estnonvide :

���

	�
����

��� � �

�

�

	 

�

Le choix de la famille descompactscommeélémentsstructurantsestintroduit par le besoinderendre
mesurableslesopérationsentreensembles: union,intersection,érosion,dilatation,etc.L'ensemble«test»
générique� estdoncrestreintà un ensemblecompact,� , et lesensemblesaléatoiresgénériquesaux en-
semblesaléatoiresfermés.

D��nition 1 Un ensembleferméaléatoire � estunevariable aléatoire en � ��� � �"! . En d'autres termes,
si

�$#

� �&%'�

�

�

estun espaceprobabilisé6, un ensemblealéatoire ferméestuneapplicationmesurable de
�$#

� �
%

�

dans � ��� �
�

! .

3Un ensemblecompactestunensembleferméetborné.Il estmesurable.
4Un ensembleestfermés'il contientsafrontière: (*),+-)

5
$/. estla $ -algèbreborélienneassociéeà la topologieengendréeparlesouvertsde 0 dela forme(Matheron,1969):

132

�0��� (4045 �7698 �+, "

1;:

� � �)(�0<5 �7=4>@? �+,�"

pourtoutouvert > et tout compact8 .
6Un espaceprobabilisé��*BA $

%
A � � estconstituédetroiséléments: unespaced'événements* , une $ -algèbre$

% etunemesure
positive ouprobabilité � .
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Ainsi, � génèreunedistribution � en � � � � �"! . Dé�nie decettefaçon,la loi du ferméaléatoireinduite
par � n'est pasfacileà manipuler. Cependant,il estpossibledeseservird'un outil similaireà la fonction
derépartitionde la variablealéatoire: la fonctionderépartition d'un ensembleferméaléatoire, introduite
parla suite(Matheron1969,1972).

1.2 Fonction de répartition d'un ensemblefermé aléatoire

La caractérisationde la distribution � d'un ensemblefermé aléatoire� peut se faire à travers une
application� qui associeà toutcompact� la probabilitépourqu'il rencontrel'ensemble� :

� �

�

�

�

	,��


� � ���

	�

�

Cetteapplicationvéri�e lespropriétéssuivantes:

1. � � estborn� : aucunferménerencontrel'ensemblevide :

�
�

�




�

	

�

2.
�

�

�
�

�

�

puisqu'il s'agit d'uneprobabilité;

3. � � estcroissante: si � et ��� sontdeuxsous-ensemblescompactsde � � � et ��� ��� , alors:

� �

�

�

�

�

� �

�

�

�

�

4. � � estsemicontinue sup�rieur ement sur la famille dessous-ensemblescompactsde � � � . C'est à
diresi

�

��� �
	

	

�

���;��
�
�


�

estunesuitedécroissantedecompactsd'intersection� :

������� � ��� � �

�

�

�����

���

	

�

alors � �

�

���

�

convergevers �3�

�

�

�

: �����

���

�

�
�

�

�
�

�

	

�
�

�

�

�

5. Si ��� ����� �� /��
�
�
 sontdescompacts,nouspouvonsdé�nir lesfonctions �!� � �" /��
�
�
 comme:

���

�

�$# ���

�

	

� �

�

�&% �'�

�

�

� �

�

�

�

�(�

�

�$# �'� ��
�
�
 � ���

�

	

�(�*)+�

�

�$# ��� ��
�
�
 � ���*)+�

�

�

�(�*)+�

�

�&% ���,# �'� ��
�
�
 � ���*)+�

�

La fonction �"�

�

�$# ��� ��
�
�
 � ���

�

représentela probabilitépour quel'ensemblealéatoire� rencontre
lescompacts��� � �- /��
�
�
 � ��� et soit disjointdu compact� :

�

�

� � �

	�


� � �7��. �

	�
$/,05	

�

��
�
�
 �1	

�

Celaimpliquequelesfonctions �2� doiventêtrestrictementpositivesou nulles.

Les propriétés3, 4 et 5 ci-dessusdé�nissent ��� commeunecapacit� de Choquet altern�e d'ordr e
in�ni , outoutsimplement,unecapacitédeChoquet.Dansbeaucoupdecasonutiliseraaussila fonctionnelle

3

� dé�nie àpartir de �3� :
3

�

�

�

�

	

� �

� �

�

�

�
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Th�orème 1 (G.Choquet)Soit � � unefonctiondé�nie sur la familledessous-ensemblescompactsde � � � .
Il existeunedistribution � sur � � , nécessairementunique, véri�ant :

��


�

�

��� � � ���

	�

�3	

� �

�

�

�

si et seulementsi �3� est une capacitéde Choquetalternéed'ordre in�ni et telle que ���

�




�

	

�

et
�

�

� �

�

�

�

�

�

, pour � un sous-ensemblecompact.

Le théorèmede Choquetmontreque la fonctionnelle ��� a les mêmespropriétésqu'une fonction de
répartition.Elle jouele mêmerôlepourlesensemblesaléatoiresfermésquela fonctiondedistribution pour
lesvariablesaléatoires.Quelquespropriétésdesensemblesfermésaléatoires,commecellesprésentéespar
la suite,peuventêtreexpriméesaumoyendecettecapacitédeChoquet.

1.2.1 Quelquespropriétésdesensemblesfermésaléatoires

1.2.1.1 Ind�pendance

Deux ensemblesfermésaléatoires� � � �� sont indépendantssi pour deuxensemblescompactsquel-
conques��� � �- il sevéri�e :

��


� � ���'� �

	�


� �� � �- �

	�

�3	

� �

�

�

���

�

� ���

�

�� 

�

1.2.1.2 Stationnarit� et isotropie

Un ensemblealéatoirefermé � eststationnaire si sacapacitédeChoquetestinvariantepartranslation:

� �

�

�

�

	

� �

�

���

�

pourtoutcompact� et toutetranslation
�

�

��� � .
Delamêmefaçon,l'ensemblealéatoirefermé� estisotropesi,pourtouterotation� autourdel'origine :

� �

�

�

�

	

� �

�

�/�

�

1.2.1.3 Ergodicit�

En général,unefonctionaléatoireestergodiquesi, enmoyenne,la moyennespatialedela fonctionsur
undomain� � ���

� convergeverssonespérancequand�

�
	��

. Ceciestaussiapplicableauxensembles
aléatoires.Cettepropriétéesttrèsimportantedanslesapplicationspuisqu'ellepermetla déterminationdela
moyenneàpartird'uneseuleréalisationduprocessusaléatoire.Celaimpliquequelesespérancesstatistiques
peuvent êtreexpriméescommedeslimites desmoyennesarithmétiquesou spatiales.Le modèlebooléen
avecdesgrainsconvexesetcompactsestun exempled'ensemblealéatoireergodique.

1.2.1.4 In�nie divisibilit�

Un ensemblealéatoirefermé � estindé�nimentdivisiblepar rapportà l'union si, pourtoutentier 	 , �

estéquivalentà la réunion� �(% �� �
�
�
 % � � de 	 ensemblesaléatoiresfermésindépendantsetéquivalents7

�
�

��
�
�
 � �
� . Soit la probabilitépourque � n'intersectepasl'ensemblecompact� , dé�nie comme:

3

�

�

�

�

	

� �

�
�

�

�

�

	,��


� � �

	�

�

7Deux ensemblessontéquivalentss'il existe entreeux unerélationbiunivoque,élémentà élément(Théoriedesgroupes,G.
Cantor)
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� estindé�nimentdivisiblesi, et seulementsi, lesconditionsdu théorèmedeChoquetsontsatisfaites
parlesfonctionnelles:

� ���

	

� �

3

�

�

�

�

En dé�niti ve, un ensemblealéatoireestindé�niment divisible s'il peutêtredécomposéenl'union d'un
certainnombred'ensemblesfermésaléatoiresindépendantesetéquivalentsdela mêmefamille.

S'il n'existepasdepoints�x es,c.a.d.despoints �

�

����� telsque ��


�

�

�

�3	

�

, alors:

Th�orème 2 (Matheron, 1972)Une fonction � sur l'ensembledescompactsestassociéeà un ensemble
ferméaléatoire indé�nimentdivisiblesanspoints�xes si, et seulementsi, il existeunecapacitédeChoquet
d'ordre in�ni � telleque, pour � compact:

1. �

�




�

	

�

et

2.
3

�

�

�

	

� �

�

�

�

�

	��

)��
	 ���

La démonstrationdu théorèmeestdansMatheron(1972).
Cethéorèmeestà la basedela dé�nition du modèlebooléen.En effet, nousverronsdansle chapitre3

quela capacitéde Choquetdu modèlebooléens'exprime en termesde l'exponentielled'une fonctionsur
l'ensembledescompacts.

1.2.1.5 Stabilit�

Un ensembleferméaléatoireeststablepar rapportà l'union si,pourtoutentier	 , il existeuneconstante
positive 

� telle quela réunion ��� % �� �
�
�
 %�� � des 	 ensemblesfermésaléatoireséquivalentset indé-
pendantsestéquivalenteà l'ensemblealéatoirefermé 
+� �

8. Un ensembleferméaléatoirestableestindé�-
nimentdivisible,maisl'in versen'estpasforcémentvraie.

La stabilitéestle conceptmathématiquepourdécrirela similitudeentreensembles.Cettepropriétéest
plusforte quela précédente,puisqu'elleimpliquequel'ensemblerésultantedel'union estsimilaireà ceux
qui l'ont construit,c'est à dire ils sontidentiquessaufun facteurd'échelle.LesprocessusdePoissonsont
stablesparrapportà l'union.

1.2.2 Translation, dilatation, erosion

Etantdonnéquenoustravaillonsdansl'espaceeuclidien��� � nouspouvonsdé�nir quelquestransforma-
tionsd'ensembles,pour � � ���

� . Ellesserontfondamentalesle longdecetravail.

1.2.2.1 Translation

La translation��� du compact� estdé�nie comme:

���

	 


���������

�

�

�

Nouspouvonsaussidé�nir l'ensemblesymétriquede � parrapportà l'origine :
�

�

	 


�

�����

�

�

�

8 �

�

) représentel'homothétiquede ) par �

� . Unehomothétieestunetransformationgéométriquequi agranditou réduitune
�gure tout en conservant sa forme initiale. Mathématiquementon décrit l'homothétiede la façonsuivante: soit � un point de
l'espaceet � uneconstantepositive. L'homothétiedecentre� et derapport � estla transformationqui a tout point � associele

point ��� dé�ni parla relation: �����

 

�!��� �

�

�"�

 

�!� . La mêmeopérationestpossiblepourensemblesen 8 A

�

, 8 A$# , 8 A5B
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1.2.2.2 Dilatation

Onappellele dilatédel'ensemblealéatoire� parle compact� l'ensembledespoints �

�

��� � telsque
� � rencontre� :

��� �

	 


� � � �

�

��� �

	 

�

En termesdecapacitédeChoquet:

� �

�

�

�

	,��


� � ���

	�

�3		��
�� �

���

�

�

�

où � représentel'origine. D'une autrefaçon:

� �

�

� �

�

	,� 


� � �!���

	�

�3	,��


�

�

���

�

�

�

1.2.2.3 Erosion

L' érodéd'un ensemblealéatoire� parun ensemble� compactestl'ensembledespoints �

�

���
� tels

que � � soit contenudans� :
��� �

	�


� �&� �

�

��� ���

�

De façonsimilairequedansle casprécédant,à l'aide dela fonctionnelle
3

:

3

�

���

�

	,��


� � ���

�

� 	,��


�

�

�

�

�

�

�

�

Les opérations� et � sontappeléesrespectivementl'addition et la soustractionde Minkowski. Ces
transformationspermettentd'estimer � �

�

�

�

à partir desréalisationsde � . Dansle casgénéral,nouspou-
vonsestimerauplusunefréquencepourchaquepoint � àpartirdeplusieursréalisations.Pourunensemble
aléatoirestationnaire, �

�

�

�
�

�

	

�
�

�

�

�

, et pour le casd'un ensemblealéatoireergodique, �
�

�

�

�

peut
êtreestiméàpartird'uneseuleréalisationet,donc:

�
�

�

�

���

	,��


�

�

���

�

�

�

�

	

�	�

�

�
�

�

�

���

où �
� représentela fractiondevolumeoccupéeparl'ensemblealéatoireet

�

un estimateur.
Chaqueensemblecompact� apporteuneinformationdifférentesur la loi spatialedel'ensemblealéa-

toireétudié:
– Si �

	�


�

� :

�
�

�

�

�

	

�
�

�




�

�

�

	 ��


�

�

�

�

– Si �

	�


� � ���

�

� :

� �

�

�

�

	

� �

�




��� � �

�

�

�

	,��


�

�

�&%!�
)

�

�

3

�

�

�

�

	

3

�

�




��� � �

�

�

�

		��


�

�

�

�

%!�

�

)
�

�

3

�

�




��� � �

�

�

�

estla covariancenoncentréede �)� .
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– Si �

	 


� � � �, ��
�
�
�� � �

� , la loi spatialede � est:

� �

�

�

�

	

� �

��


� �

�

�

�

� �( 

�

�

�

��
�
�
 � � �

�

�

�

�

Un ensembleferméaléatoire� qui admet� commeloi spatialen'est jamaisunique.S'il existeun
autreEFA � � indépendantde � dontla loi spatialeestnulle (unprocessusponctuelstationnaire,par
exemple),alorsl'EFA � % ��� admetla mêmeloi spatiale� . Donc,la loi spatialenesuf�t paspour
caractérisercomplètementunensembleferméaléatoire� .

– Si �

	��

�

�

�

, la bouleferméecentréeà l'origine et derayon � :

� �

�

�

�

	

� �

�

�

�

�

�

� �

	,� 


�

�

�
�

�

�

�

�

�

� �

�

�

�

�

�

� �

permetd'estimerla loi dela variablealéatoire�

�

��� �

�

, qui donnela distancequi sépare
� de � :

�

�

� � �

�

	

�����




� #

�

�

�

�

�

���

�

�

La loi derépartitionde �

�

� � �

�

:

�

�

�

�

�

	,��


�

�

��� �

�

�

� ���

�

�

�

��	

� �

�

�

�

�

�

� �

�

� �

�

�

�

� �

� �

�

�

�

Pour quelquescasparticuliers(casstationnaire,le modèlebooléen,...) cesexpressionspeuvent être
obtenuesexplicitement,maiscen'estpasle casgénéral.

1.2.3 Mesureset transformations sur lesensemblesfermésaléatoires

1.2.3.1 Mesuressur desEFA

Tout ensembleferméaléatoireestmesurabledansle senssuivant : soit � unemesurepositive et � �

�

�

�

l'applicationindicatrice:

���

�

�

�

	

�

�

si �

�

�

�

si � �

�

�

Si � �

�

�

�

estmesurable,la mesurede � peuts'exprimercomme:

�

�

�

�

	
	�� 


B

�
�

�

�

�

�

���

�

�

et �

�

�

�

estunevariablealéatoired'espérance� � �

�

�

�

! :

� � �

�

�

�

!

	
	�� 


B

��


�

�

�

�

�

���

�

�

1.2.3.2 Transformations sur desEFA

Toutetransformation� semi-continuesupérieurement(s.c.s.)ou semi-continueinférieurement(s.c.i.)9

peutêtreappliquéeàunensemblealéatoire� .
Quelquesexemplesdetransformations:

9Uneapplication��� *

�

 

0 ests.c.s.�����

�

�

1

2

� estouvert dans* , . 8 compact.� ests.c.i �����

�

�

1
:

� estouvert
dans* , .�> ouvert.Uneapplications.c.s.ets.c.i.estcontinue.
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Union : � ��� �

�
	

� % � �

Transposition dans��� � : �

�
	

�

�

	�


�

� ���

�

�

�

Homoth�tie : �

�
	


��

�


��

�

�

Dilatation par un compact : �

�
	

���

�

�

Intersection : ����� �

�
	

� � � �

Erosionpar un compact : �

� 	

�
�

�

�

Ouverture par un compact : � �

	

���

�

�
� �

Fermeturepar un compact : �

�

	

���

�

�
� �

D'autresopérationssontprésentéesdansJeulin(1999).

1.3 Ensemblesfermésaléatoiresstationnaireset isotropes

Danscettesectionnousparticularisonslesélémentsdé�nis auparavantpourle casd'un EFA stationnaire
et isotrope.Ici, la capacitéde Choquet� est invariantepour toutesles translationset rotationsde � . En
particulier, elle restela mêmepourtoutpointdel'espace� . Danscecadre,nouspouvonsdé�nir :

Proportion et porosit� La proportionou fractiondevolumede l'espace,� , occupéepar l'ensemblealéa-
toire fermé � estdonnée,enmoyenne,par la probabilitéassociéeà � . Danscecas,� �

�




�

�

�

estla
mêmepourtouslespointsdel'espaceet égaleà l'espérancedel'indicatrice de � en � :

� �

�




�

�

�

		��


�

�

�

� 	

�7� ���

�

�

�

!

	

�

Également,la proportion � de l'espaceoccupéepar le complémentairede � estdonnéepar l'espé-
rancedel'indicatrice de �)� :

3

�

�




�

�

�

	

� �

� �

�




�

�

�

	,��


�

�

�

�

��	

�7� ���

1

�

�

�

!

	

�

	

� �

�

Deplus,

��� � � ���

�

�

�

!

	

��� �&� � �

1

�

�

�

!

	

�

�

� �

�

�

Covariance La fonctionnelle
3

�

�




� � � �

�

�

�

donnela probabilitépourquedeuxpointsdistants
�

appar-
tiennentaucomplémentairedel'ensembleferméaléatoire� . Dansle casstationnaire,ellenedépend
quede

�

, et correspondà la covariancenoncentréedel'indicatrice de �
� :

3

�

�




� � � �

�

�

�

	 ��


��� � �

�

�

�

�

�3	,��


�

�

�

�

%!�

�

)
�

� 	

	

�7� �
�

1

�

�

�

�
�

1

�

���

�
�

!

	��

�
�

�

Variogramme Le variogrammedel'indicatrice de � et de �
� est:

�

�
�

�

	��

�

�

�

�

�

�
�

�

	

�

�

�

�
�

�
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Danscechapitrenousavonsprésentédefaçonbrèveetgénéralelesensemblesaléatoires.Pourcaractéri-
sercesmodèles,nousavonsdé�ni unoutil qui permetdedécrirelesensemblesaléatoiresdefaçonsimilaire
auxvariablesaléatoires.Cetoutil estuneapplicationqui détermineuneprobabilitéassociéeàcesensembles
aléatoires,dénomméecapacitédeChoquet. Elle estdé�nie àpartird'un ensembletestetdel'opérationd'in-
tersection: on regardesi cetensembletestrencontreounonl'ensemblealéatoire.Chaqueensembletest(un
point, deuxpoints,uneboule,etc.)apporteuneinformationdifférentesur l'ensemblealéatoire.À travers
cettecapacitédeChoquetnousavonsdécrittouteunesériedepropriétésdesensemblesaléatoiresqui seront
trèsutiliséestoutaulongdecetteétude.

Nousavonsaussiintroduit deuxconceptsimportantspour la suitedecetravail : le conceptdemesure
d'un ensemblealéatoire,qui serautilisénotammentdansla dé�nition duprocessusdePoisson,et le concept
deproportioncommela fractiondevolumeoccupéparl'ensemblealéatoire.Cettenotiondeproportionsera
trèsutiliséedansla descriptiondel'information disponiblelorsdela simulationderéservoirs.
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Chapitr e 2

ProcessusdePoisson

Le processusde Poissonfait parti d'une famille plus générale: les modèlesde pointsaléatoires.Ces
modèlesconstituentla classela plus étudiéed'ensemblesaléatoires.De la mêmefaçonque la structure
élémentairede la géométrieest le point, les modèlesde pointsaléatoiressontà la basede la géométrie
stochastique.Malgréleur simplicitégéométrique,ils permettentla modélisationdenombreuxphénomènes
aléatoiresqui seprésententsousla formed'unepopulationdepoints: desréservesforestières,desinclusions
nonmétalliquesdansun acier, desétoiles,etc.De plus, ils sontle point de départpour la constructionde
modèlespluscomplexes.En particulier, le modèlebooléenauquelnousnousintéressonsestgénéréà partir
d'un processusdePoisson.

Pour cetteraison,avant d'introduire les basesthéoriquesdu modèlebooléen,dansce chapitrenous
étudionsdefaçontrèsgénéralelesprocessusponctuels,puisquelquesélémentsmathématiquesduprocessus
dePoissonsontétablis.

Par la suite,la notationsera� pourun processusponctuelgénéral,� pourle processusdePoissonet la
notation� estréservéepourl'ensemblebooléen.

CechapitreestfortementinspirédeSerra(1982),Lantuéjoul(1993)etStoyan(1995)oùd'autresproces-
susdepoints(processusdeCox,deNeyman-Scott,etc.)sontégalementétudiés,et aussideChessa(1995),
Molchanov (1997)etJeulin(1999).

2.1 Processusponctuels

Un processusdepointsaléatoiresdans���
� estun ensemblealéatoiredontchacunedesréalisationsest

constituéed'une populationde points.Ici, noussommesconcernéspar lesprocessusfermés(i.e. la limite
de toute suite de points de la réalisationappartientaussià la réalisation)qui constituentdesensembles
fermésaléatoires.Plusparticulièrement,nousnousintéressonsauxprocessuslocalement�nis pourlesquels
le nombrede points du processustombantdansun sous-ensemblemesurableest presquesurement�ni.
Danscecadre,lescaractéristiquesstatistiquesdu processuspeuventêtredé�nies endénombrantle nombre
de points qui tombentdansun ensemble“test” mesurable.Cetterestrictionnouspermetd'introduire la
notiondemesure decomptage, qui va dé�nir la loi spatialed'un processusponctueldefaçonanalogueà la
loi qui caractériselesfonctionsaléatoires1.

1La distribution spatialede la fonction aléatoire � est décritepar la famille des fonctionsde distribution multivariableet
cumulées:
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Si � prenddesvaleursdiscrètes,commedansle casdesprocessusponctuels,alorsil estpossiblededé�nir :
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D��nition 2 Mathématiquement,un processusponctuel � en � � � estunevariablealéatoire qui prendses
valeurs dansun espacemesurable � � � ��� ! , où � estla famille detouteslessuites� depointsde � � � qui
véri�ent lesdeuxconditionssuivantes:

1. � estlocalement�nie : toutsous-ensemblemesurablebornéde ��� � renfermeunnombre�ni depoints
de � ,

2. � estsimple : �(.-�

	

��� si 0

�

	�� .

et ��� estla � -alg�bre dé�nie en � .

C'està dire,un processusponctuelestunesuitealéatoiredepointstel quele nombredecespointsqui
tombentdansunsous-ensemblemesurableest�ni : il estpossiblede«compter»le nombredepoints.

2.1.1 Ensemblefermé aléatoireversusmesure de comptage

Le processusponctuel � peutdoncêtreinterprétéaussibien commeun ensemblealéatoire de points,
�

	 


� � � �, /��
�
�


� 	�


� �

� , quecommeunemesuredecomptagedunombredepointsdel'ensemblealéatoire
qui tombentdansunsous-ensemblemesurable� 2.

En tant qu'ensembleal�atoir e, nousutiliséronsla notation � .

�

� pour indiquerquele point �". ap-
partientà l'ensemble� . Puisque� estlocalement�ni, il estun ensemblealéatoirefermé,et la théoriedes
ensemblesaléatoiresfermésvuedansle chapitreprécédentpeutêtreappliquéeauxprocessusdepoints.

La loi spatialedu processusponctuel� estdonnéeparsadistribution en � � � ���-! . Elle estdéterminée
mathématiquementparle systèmedetouteslesvaleurs:
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pour 


	

�

���;��
�
�
 , �

� ��
�
�
 �

��� ensemblesmesurablesbornéset 	!� ��
�
�
 �1	

���

�

. Plus particulièrement,la
distribution de � en � � � ��� ! estdéterminéepar le sous-systèmepour lequel les �

. sontdisjointsdeuxà
deux.

Si l'on considèreun sous-ensemblecompact� , il estpossibled'obtenir la fonctionnelle
3

associéeau
processusponctuel� àpartir desadistribution spatiale:
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En tantquemesure de comptage, nousreprésentonspar 	

�

�

�

le nombredepointsde � qui tombent
dansl'ensemble� etnouspouvons,donc,l'écrire comme:
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si � .

� �
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sinon

2Plusprécisement� appartientàla famillesdesensemblesboréliens,c'estàdirela famillequi contienttouslessous-ensembles
de 8 A

B qui peuvent êtreconstruitsà partir dessous-ensemblesouverts.Elle contientaussilessous-ensemblesferméset les sous-
ensemblescompacts.
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�
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�

estunevariablealéatoired'espérance:
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Puisquele modèledepointsaléatoires� estlocalement�ni, 	

�
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�

estunemesurelocalement�nie et
� -additive, c.a.d:
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�

pourtoutcoupled'ensemblesmesurablesbornés�

� , �

 .

2.1.2 Momentset mesuresdesmoments

Il estpossiblede dé�nir les moments(moyenne,variance,etc.)pour les processusde pointsde façon
similaire aux momentsdesvariablesaléatoires.Cependant,tandisqueles momentsde celles-ciprennent
desvaleursréelles,lesmomentsdesprocessusponctuelssontdesmesures, commedé�nies dansla section
1.2.3.

Moment d'ordr e 1 :Esp�rance
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	 � �
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� �
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�

!

	��

�

�

�

(2.1)

Un processusponctuel� estcaractériséparunemesure� en ���
� , qui estunecaractéristiquesimilaire

à la moyenned'unevariablealéatoire.Elle estdé�nie commel'espérancedela mesuredecomptage
duprocessuset représentele nombremoyendepointstombésdansl'ensemble� . Il sevéri�e que:
– si � eststationnaire: �

�

�

�

	��

�

�

� , avec �

�

� le volumede � dans ���
� au sensde la mesurede

Lebesgue(voir section2.1.3);

– si � estnonstationnaire: �

�

�

�

	
	

�

�

�

�

� �

� .

Danscesexpressions� estdénomméel' intensitéduprocessus� . Ceparamètredéterminela distribu-
tion despointsduprocessus� dansl'espace.Il estuneconstantenonnégativedansle casstationnaire
etunefonctiondela positiondansle casnonstationnaire.Dansla littératureil estfréquentdetrouver
lestermesintensitéoudensitépourdé�nir le mêmeparamètre� . Danscetravail nousgardonsle terme
intensité.

Moment d'ordr e 2 : covariance non centr�e entre 	
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où les �

. sontdesensemblesmesu-
rablesde ���
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! (2.2)

Et la varianceet la covariancedu processus� peuvent,donc,s'exprimercomme:

Variance 
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 (2.3)

Covariance �
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2.1.3 Stationnarité et isotropie

Commetout autreensemblealéatoire,un processusde pointsarbitraire �

	 


���

� eststationnaire si
sontranslatépar

�

, � �

	 


� � �

�

� a la mêmedistribution, pour tout
�

�

��� � . Il estisotropesi la même
conditionsevéri�e pourtoutprocessustransforméparrotation � �

	 


� � �

� , où � estunerotationautourde
l'origine.

Si � eststationnaire:
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Cettepropriétéd'invariancepartranslationen ��� � impliqueque:

�
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�

	 �

�

�

�

pour �

�

� le volume en � � � de � , et � l'intensité du processus� . Si � estde volumeunité, � peutêtre
interprétécommele nombremoyendepointsde � tombésparunitédevolume.

2.1.4 Ergodicité

La propriétéd'ergodicitépermetd'exprimerlesespérancesstatistiquesentermesdeslimitesdesmoyen-
nesarithmétiquesouspatiales.Dansd'autrestermes,cettepropriétéautorisel'utilisation demoyennesspa-
tialesà la placedesespérancesstatistiques.Si � estunprocessusdepointsergodique,alors:
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Par �
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� nousreprésentonsunesuite �

� d'ensemblesconvexesetcompactsqui véri�ent :
– �

� �
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�����

– � � �
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� 	 �

où �

�

��� �

�

est la boulede rayon � centréeen � . Un exemplede processusergodiqueest le processusde
Poissonstationnaire.

2.2 Processusde Poisson

Le processusdePoissonestle plussimpleet le plusimportantdesprocessusdepoints,d'unepartparce
qu'il répondà l'idée intuitive depointsdistribuésauhasardet d'autrepartparcequ'il està la based'autres
modèlespluscompliqués.De plus,denombreusestechniquesdesimulationutilisentsouventceprocessus
dePoisson.En particulier, nousnousintéressonsà ceprocessusparcequ'il sertdepoint dedépartpour la
constructiondumodèlebooléen.Onnotele processusdepointsdePoissonpar � .

2.2.1 ProcessusdePoissonstationnaire

D��nition 3 Un processusdePoisson� en ���
� stationnaire estcaractérisépar deuxpropriétésfondamen-

tales:

1. Le nombre depointsdu processus,	
�

�

�

, tombantdansun ensemblemesurable � estunevariable
aléatoire qui suit uneloi dePoissondemoyenne�

�

�

� , pour unecertaineconstantenonnégative� :
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Leparam�tre � estl' intensit� duprocessusdePoisson.Dansle casstationnaire il estconstantetnous
assumonsque

���

�

� �

. Danscecasil représentele nombre moyendepointsdePoissontombés
par unitédevolume.

2. Pour toutefamilled'ensemblesmesurablesdeuxà deuxdisjoints �

� ��
�
�
 �

��� , lesnombresdepointsdu
processus,	

�

�

�

�

��
�
�
 �

	

�

���

�

, sontmutuellementindépendants,pour 
 arbitraire.

2.2.1.1 Esp�rance, varianceet covariance

Soit le processusdePoissonstationnaire� considérécommeunemesuredecomptagealéatoire	

�

�

�

surlesensembles� �

��� � .

Esp�rance L'espérancepourle processusdePoissonest,commedé�nie en2.1.3:
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� (2.5)

Varianceet covariance Soient�

� , �

 deuxensemblesmesurablesde ��� � . Ils peuventêtredécritscomme
l'union dedeuxensemblesdisjoints:
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En utilisant l'indépendencede la mesure de comptage desdomainesdisjoints (propriété(2) de la
dé�nition 3), la covariance non centr�e (eq.2.2)peuts'exprimercomme:
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et puisque	
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suit uneloi de Poissonde moyenneet variance�
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 � , il estpossible
d'écrire:
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La varianceet covariance duprocessusdePoissonsontdonc:
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2.2.1.2 Quelquespropri�t�s g�n�rales du processusde Poissonstationnaire

– Si �

� ��
�
�
 �

��� sontdesensemblesmesurablesbornésdisjoints,alors 	

�
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�
�
 �
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sontdesva-
riablesaléatoiresdePoissonindépendantesdemoyennes�
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� � ��
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�
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� . Leur probabilitéconjointe
est:
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– Lespropriétésdu processus� et de � sontinvariantespartranslationet rotation.
– Si � estun processusdePoissonstationnairesurun ensemblecompact�

����� � avec la condition
	

�

�

�

	

	 , les 	 pointssontindépendantset uniformémentdistribuésen � . La démonstrationest
disponibledansLantuéjoul(1993)et Stoyan(1995).

– La probabilitépourqu'aucunpointnetombedansl'ensemble� est:
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2.2.2 ProcessusdePoissongénéral: non stationnaireou régionalisé

DanslescasmodélisésparunprocessusdePoissonstationnaire,lespointssontdistribuésdansle milieu
defaçonhomogène,c'està dire, le nombremoyendepointstombésparunitédevolumenevariepasdans
l'espace.Ceciestreprésentéparunemesure� qui est,danscecas,proportionnelleauvolumedela région
étudiée(eq.2.5).La constantedeproportionalité� , appeléeintensité,donnele nombremoyendepointspar
unitédevolume.

Cependant,denombreuxphénomènesprésententdesvariationsimpossiblesà modéliserparun modèle
stationnaire.Danscecas,le processusdePoissongénéralfournit un modèlestochastiqueplusgénéral,où
le nombremoyendepointsparunitéde volumen'est plusconstant,maisil peutvarierdansl'espace.Par
la suite,nousallonsintroduirebrièvementla généralisationdesconcepts,présentésdanscettesection(la
mesure,l'intensitédu processus,etc.),qui caractérisentle modèlegénéral.

Le processusdePoissongénéralestcaractériséparuneintensité� qui n'estplusconstante.Elle estune
fonctiondel'espaceet on va la supposerpositive et intégrablelocalement.La mesure� s'exprime,dansce
cas,comme:
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pourtoutensemblemesurable� de ��� � . La paramètre� estmaintenantunefonction,la fonction d'intensit�
du processusdePoissongénéral.Le terme �

�

�

� �

� estla probabilitépourqu'un point de � tombedansune
régiondevolumein�nitésimal placéeen � .

D��nition 4 Un processusdePoissongénéral, � , avecla mesure � véri�e lespropriétéssuivantes:
1. Le nombre depointstombésdansun ensemblemesurableborné � , 	

�

�

�

estunevariablealéatoire
qui suit unedistribution dePoissondeparam�tre �
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2. Lesnombresde pointstombanten 
 ensemblesmesurablesdeuxà deuxdisjointsconstituent
 va-
riablesaléatoiresindépendantes.

Th�orème 3 Soit � un sous-ensemblemesurablede ��� � tel que �
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. Si 	
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	 , les 	 points
sontdistribuésindépendammentdans � selonla densité�
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2.2.2.1 Esp�rance, varianceet covariance

Nouspouvonsgénéraliserlesexpressions2.5,2.6et2.7pourle processusdePoissongénéraldela façon
suivante:
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Le processusdePoissonestà la basedumodèlebooléenquenousintroduironsultérieurement.Dansce
chapitrenousavonsposélesbasesdela théoriedesprocessusponctuelsenparticularisantpourle processus
de Poisson,dansles casstationnaireet non stationnaire.Les processusponctuelsen généralpeuvent être
décritsaussibien commedesensemblesfermésaléatoires,que commeune mesurede comptage.Cette
secondenotion estcelle quenousavonsutiliséedansles processusde pointspuisqu'ellenouspermetde
lesdécrired'une façonintuitive : endénombrantle nombrede pointstombésdansunecertainerégionde
l'espace.Dansle casduprocessusdePoisson,cenombresuituneloi dePoisson.Ainsi, nousavonsintroduit
un paramètrequi seratrèsimportantdanscetravail : la fonctiond'intensitédePoissonqui va déterminerle
nombremoyendepointstombantdansunvolumeetaussileurdistributiondanscevolume.La détermination
de ce paramètreà partir desinformationsconcernantles chenauxdansun réservoir constitueunegrande
partiedu corpsdecettethèse.
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Chapitr e 3

Modèlebool�en

Le modèlebooléenestsurementle plus importantdesmodèlesd'ensemblesfermésaléatoires.Il cor-
respondà la réuniond'objetsimplantésauhasard.Il s'agit d'une famille demodèlestrès�e xibles,utilisés
principalementquandlesobjetsàsimulerontuneinterprétationphysiqueou génétique.

Ce modèleestun processusde jetonsou de type objet («marked point processes»)basésur un pro-
cessusde Poisson.Danschaquepoint du processusponctuel,on implanteun jeton ou objet qui estune
réalisationindépendanted'un sous-ensemblealéatoire.Le modèlebooléenestcaractérisépar le fait que
cessous-ensemblessontidentiquementet indépendamentdistribués(i.i.d.). Un exempletrèsélémentairede
constructiond'un modèlebooléenestle suivant: supposonsdespointsdispersésdansunplanselonunpro-
cessusdePoissonstationnaired'intensité � . Surchacundecespointson placeundisquederayonconstant.
L'union � detouscesdisquesestun exempledemodèlebooléen.Lespointsdu processusdePoissonsont
appeléslesgermesdumodèleet lesdisques,lesgrainsprimairesou objets. Le schémabooléendiviseainsi
l'espaceendeuxparties: le milieu desgrainsetsoncomplémentaire,le milieu despores.

Cetteconstructionpeutêtregénéraliséepourobtenirle modèlebooléengénéralpourlequelle processus
dePoissonn'estplusstationnairemaisdefonctiond'intensité �

�

�

�

. Soientlespointsdu processusdePois-
songénéralqui setrouventauxpoints�+.

�

���
� . Prenonsplusieursréalisations� del'ensemblealéatoiredes

grainsprimaireset implantons-lesauxpoints �2. du processusdePoissongénéral� : �

�

�+.

�

. Lesdifférents
�

�

� .

�

sont,donc,mutuellementindépendantset indépendantsdu processus� . Le modèlebooléenest la
réuniondetousles �

�

�
.

�

. Encoreunegénéralisationdu modèlebooléenconsisteàprendrela loi desobjets
dépendantdeleurpointd'implatation.

Une propriétéélémentairede ce type demodèleestl' in�nie divisibilit� (voir section1.2.1.4)qui im-
pliquequele modèlepeutêtreconsidérécommel'union d'un certainnombred'ensemblesaléatoiresindé-
pendantsdela mêmefamille.De plus,si un modèlebooléenestdé�ni en ��� � , sesrestrictionsen ���

 ou en
� ��� sonttoujoursdesmodèlesbooléensen � �

 ou en ����� .

Le modèlebooléena ététrèslargementutilisé,surtoutdanslessciencesnaturelles.Desexemplesd'ap-
plicationsde ce modèleconcernentla microstructuredu papier, la cristallisationdansles métaux,l'étude
desmatériauxen général,l'étude dessystèmesdesgouttesd'eau dansles transitionde phase..., et plus
récemmentl'étude desstructuresgéologiquesgénéréesparsédimentation.C'est à cederniercasquenous
nousintéressons.

Dansce chapitrenousintroduisonsles élémentsde basede la théoriedu modèlebooléenqui seront
utiliséspour la suitede ce travail. Les principauxouvragesutiliséesdansce chapitresontceuxde Serra
(1982),Lantuéjoul(1993,2002),Stoyan(1995),Molchanov (1997)etChilèset Del�ner (1999).
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3.1 Dé®nition du modèlebooléen

Lesélémentsdebasepourconstruireun modèlebooléendans��� � sont:

1. Un ensemblede points �". , les germesdu modèle: ils appartiennentà un processusde Poisson,� ,
caractériséparsafonctiond'intensité �

�

�

�

, positive et intégrable.

2. Une famille de sous-ensemblescompactsindépendantset non videsde ��� � , � . Le sous-ensemble
�

�

� .

�

estl' objetou grain primaire implantéaupointdePoisson�2. .

D��nition 5 Soit � unprocessusdePoissonponctuelen � � � . Soit � unefamilledecompactsaléatoiresnon
videsmutuellementindépendantsetdemêmeloi. Lesch�ma bool�en estla réuniondetouslescompacts�

implantésauxpoints � . duprocessusdePoisson:

�

	��

�

4����

�

�

� .

�

Le modèlebooléendépend,donc,dedeuxparamètres: l'intensité du processusdePoisson,�

�

�

�

, et la loi
desgrainsprimaires,caractériséeparleurcapacitédeChoquet,���

4

�

�

�

	,��


�

�

� .

�

� ���

	�

� .

3.1.1 Stationnarité, isotropieet ergodicité

Si le processusdePoisson� desgermeseststationnaire,et lesgrainsprimairessontidentiquementdis-
tribués,le modèlebooléendé�ni eststationnaire. C'estàdire,sadistribution estinvariantepartranslation.
Si lesgrainsprimairesont enplusunedistribution isotrope(unedistribution invarianteparrotationautour
del'origine � ) alorsle modèlebooléenestaussiisotrope.

Un modèlebooléenavecdesgrainsprimairesconvexesetcompactsestergodique. Uneconséquencede
l'ergodicitéestque:

�����

�

� �

�

� � � �

�

�

� �

�

�

� �

�

�

� �

�

�

	

� (3.1)

où �

�

�

� �

�

estla boulederayon � centréeà l'origine et �

		� 
�� �

�

� estla fractiondu volumedu modèle
booléen.De façonsimpli�ée, cettepropriétépermetd'exprimer l'espérancestatistiquedu modèlecomme
unelimite spatiale(voir section1.2.1.3).

Quelquesapplicationsutilisentdesmodèlesbooléensnonstationnaires.Un casimportantestcelui où
lesgrainssontindépendantset identiquementdistribués,commedansle casstationnaire,maisle processus
dePoissondesgermesestrégionaliséavecunefonctiond'intensité �

�

�

�

.

3.1.2 Propriétésde stabilité

Le schémabooléensatisfait lespropriétésdestabilitésuivantes:

1. la réuniondedeuxmodèlesbooléensindépendantsestunmodèlebooléen;

2. le dilatéd'un modèlebooléenparunsous-ensemblecompactnonvidede ���
� estunmodèlebooléen;

3. l'intersectionentreunmodèlebooléenetunsous-ensemblecompactde ��� � estunmodèlebooléenet

4. l'intersectionentreunmodèlebooléenet un 0

�

planestun ensemblebooléen.

La démonstrationdecespropriétésestprésentéedansLantuéjoul(1993)etLantuéjoul(2002).
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3.2 CapacitédeChoquetdu modèlebooléen

Commepour tout autreensemblefermé aléatoire,la distribution du modèlebooléenest déterminée
uniquementparsacapacitédeChoquet,� � :

� �

�

�

�

		��


� �!� �

	 

� /

� compact (3.2)

Danslecasd'un modèlebooléen,� � peuts'exprimerd'unefaçonrelativementsimple.À partirduprocessus
de Poisson� , nouspouvonsdé�nir un nouveauprocessus� � en éliminantles �(. de � si �

�

� .

�

���

	 
 ,
avec � uncompact:

�

�

	 


� .

�

� � �

�

�,.

�

� � �

	�

�

End'autrestermes,� � comprenduniquementlespointsde � telsquelesgrainsimplantéseneuxrencontrent
� . Le fait qu'ungerme�(� soiteffacéounonde � àtraverscetteprocédureestindépendantdecequi sepasse
auxautresgermes.Cettepropriétévientdela propriétéd'indépendancedumodèlebooléen: l'«élimination»
dépenduniquementdela localisationdu germeetdu grainassocié.Cetteindépendanceimpliqueque �!� est
aussiunprocessusdePoissondemesure�

� :

�

�

�

�

�

	
	

�

�

�

�

�

�

�

�

� �

�

/ � ensemblemesurable

avec �

�

�

�

	,� 


�

�

�

�

� ���

	 

� 	

���

�

�

�

.
Notonsque �

�

�

�

estla probabilitépour qu'un germeau point � ne soit paséliminé.Chaqueélément
du volume

�

� de l'espaceapportesacontribution indépendammentdesautres.En
�

� , centréen � , trois
événementsmutuellementexclusifspeuventarriver :

1. aucungermeen
�

� avecuneprobabilité
� �

�

���

�

�

ou

2. ungermeen
�

� maisle grain �

�

�

�

n'intersectepas� avecuneprobabilité�

���

�

�

�

� �

���

�

�

�

!

3. ungermeen
�

� et le grain �

�

�

�

intersecte� avecuneprobabilité�

���

�

�

���

�

�

�

Du fait despropriétésduprocessusdePoisson,la distributiondunombretotaldepointsdePoissondans
�

� dépendseulementdela mesure:

�

�

�

���

�

�

	
	

� 


B

�

�

�

�

���

�

�

� �

�

Le terme�

�

�

� �

� représentela probabilitépourque � soitunpointduprocessus� et ���

�

�

�

estla probabilité
pourquel'objet implantéen � intersectele compact� .

La valeur �
�

�

�

�

estdonnéepar:

� �

� �

�

�

�

	

3

�

�

�

�

		��


�

� necontientpasdepoints�

Si �

�

�

�����

�

est�ni, alorsla probabilitéde � � denepascontenirdepoint est,commeindiquédansla section
2.2.2:

�

)�


�
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B

�

	��

)

�

< �

B


 	�� �	��
�	 ���

�

�

et donc,

� �

�

�
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� �

�

���

�
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B
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�

�

�

���

�

�

� �
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� �

��
 (3.3)
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Deuxmodèlesbooléensayantla mêmecapacitéde Choquet,présententla mêmedistribution. Schmitt
(1991)a montréquesi la capacitédeChoquetd'un mod�le booléenestconnue, alors elle détermineuni-
quementl'intensité � de sonprocessusde Poisson.La distribution desgrains estconnueaux translations
aléatoirespr�s.

Nombre de grains � qui intersectent � : Nousavonssupposé,dansle chapitreprécédent,quel'in-
tensitédu processusdePoissonvéri�e :

�

�

�

�

�

. C'està dire le nombredepointsdePoissontombant
dansun domaineest�ni. Alors, l'ensembledesréalisationsde la famille desgrainsprimaires � qui sont
implantésdanscespoints

�

�

�

�".

�

# �,.

�

�

�

prendaussiun nombre�ni de valeurs.Cetteconditionassure
queseulementunnombre�ni degrainsrencontreunensemblecompact: le modèlebooléenestd'ordre �ni .
Enparticulierelleassurequel'ensemblebooléenestfermé.

Le nombredegrainsprimairesqui rencontrentun compact� , 	

�

�

�

, estégalà :

	

�

�

�

	 �

�

4����

�

����� 	 �

4

��� ���

	

�

�

�

estunevariablealéatoirequi suit uneloi dePoissond'espérance:

� �

	

�

�

�
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�

�

�
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B
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�

�

�

���

�

�

� �

�

�

�

	




�

�

�

�

� � 0

� �

�

	

�

�

�

�

� �

La démonstrationdecerésultatestdisponibledansLantuéjoul(2002)etSerra(1982).

3.2.1 Unepropriété fondamentaledu modèlebooléen

Soit le grainprimairecentréà l'origine �

�

�+.

	

�

�

. En tantqu'ensemblealéatoire,�

�

�

�

estcaractérisé
parla familledefonctions:

�	�

�

�

�

	,��


�

�

�

�

� ���

	 

�

où �
�

�

�

�

estla capacitédeChoquetd'un objetimplantéà l'origine.
Puisqueles objets � sont identiquementdistribués,si �

�

�

�

estdéplacéde l'origine selonun vecteur
�

�

����� , la nouvelle fonctionest:

���

�

�

�

	,� 


�

�

�

�

� ���

	�

�3	

�
�

�

�')��

�

La probabilité(voir eq.3.3)pourquel'ensemble� n'intersectepasl'ensemblebooléen� , c'estàdire,
la probabilitépourquel'ensemble� soit dans� � , lespores,s'exprimealors:

3

�

�

�

�

	,��


� ���
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� 	��

���

�

�

	�� 


B

�

�

�

�

�
�

�
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� �
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 (3.4)

Cetteexpressionlie la capacitédeChoquet( �

	

� �

3

) del'ensemblebooléen� à celledu grainpri-
maireimplantéà l'origine, à traversla fonctiond'intensitédu processusdePoisson.Si l'ensemblecompact

� estréduitàunpoint,nousavons:
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 (3.5)

Cetteexpressionestà l'origine dela méthodedévéloppéedanscetravail et qui nouspermettrad'obtenir la
fonctiond'intensitédePoisson.Cetteméthodeseradétailléeplusenprofondeurdansleschapitressuivants.
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3.2.2 Applications de la propriété fondamentale: casstationnaire

L'utilisation directedesformules(3.3) nousconduità calculerles fonctionnellesusuelles.D'abord il
fautnoterquele côtédroit del'expressionestconstantquand� estconstant(modèlebooléenstationnaire).

3.2.2.1 Inter pr�tation g�om�trique de la propri�t� fondamentale

Nousallons,toutd'abord,interprétergéométriquementl'expression(3.4).Parbesoindesimpliciténous
nouslimiteronsaucasstationnaire,quandla fonction � estconstantedansl'espace.Danscecontexte cette
expressionestégaleà :
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� ���
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�3	 �
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B

� �
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�')��

� �

��
 (3.6)

Par hypothèse,lesobjetsimplantéssontdistribuésdefaçonindentiqueet indépendantedansl'espace.Ceci
implique que la capacitéde Choquet� de l'objet implantéen � est égaleà la fonctionnelled'un objet
implantéà l'origine et déplacéen � . Si on dénotepar �

�

�

�

l'objet implantéen � , par � l'objet implantéà
l'origine etpar � � sontranslatéen � , nousavonsla relationsuivante:
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(3.7)

Soit � � �
�

�




l'indicatrice del'ensemblealéatoire� �

�

� :

� ��� �
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�

si � � ��)�� �
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sinon

L'intégraledans(3.6)peutêtreexpriméecomme:
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et,donc,la probabilitépourquele compact� nerencontrepasl'ensemblebooléen� est:
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� ���
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�3	��
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�
�

� � � � (3.8)

Cetteexpressionlie la fonctionnelle
3

	

� �

� de � à la mesurede Lebesgue(le volumemoyen)
�7� � � �

�

� � ! dugrainprimairedilaté.Cerésultataunevaleuruniquementthéorique,puisqu'il nefournit pas
un moyenexpérimentalpourcalculerla probabilitépourqu'unensemblecompact� rencontrel'ensemble
aléatoire� , saufdanscertainscas.Si � estconvexe et pourquelques� particuliers(unpoint,un segment,
parexemple),noussommescapablesdedéterminer��


� ���
�

� , maispasengénéral.

3.2.2.2 �

	 


�

� : porosit� - fraction devolume

Si l'élémentstructurant� estréduit à un point � , alorsl'expression(3.8) donnela probabilité � pour
qu'un pointdel'espaceappartienneauxpores,appeléeporosit� :

�

	��

)�
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� est la proportiondu complémentairede � . Alors, nouspouvonsdé�nir la proportion � commele
complémentairede � , c'està dire la fractionmoyennedu volumeoccupépar � dansunerégiondevolume
unité:

�

	

� �

�

Cettevaleurnedépendpasduchoixdela région,envertudela stationnaritéde � .

3.2.2.3 �

	 


��� � �

�

� : covariance - variogramme

Si �
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� � ���

�

� uncoupledepoints:
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� � �

avec � le covariogrammegéométriquemoyendesgrainsprimaires,c'estàdire le volumemoyendel'inter-
sectionde � avecsontranslatépar

�

�

:
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La covariance non centr�e despores � � , �
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�

, estdonnéepar:
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La porosité�
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estégaleà �
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Quantà la covariance non centr�e desgrains � , �
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, àpartir dela relation:
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Lesvariogrammesde � etde �)� (ou,plusexactement,deleursindicatrices)sontidentiques:
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etpeuventêtreexpriméscomme:
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(3.9)

3.3 Simulation d'un modèlebooléen

Les algorithmesde simulationconditionnelleutiliséslors de ce travail ont étéproposéspar Gedleret
Lantuéjoulen 1991(Gedler, 1991)pour le casd'un modèlebooléenstationnaire.Puis,en 1995,Lantué-
joul a présentél'extensiondecetalgorithmepourun modèlebooléengénéral(Lantuéjoul,1995).Ici nous
présentonsschématiquementcesalgorithmes,pourunedescriptionplusdétailléevoir Lantuéjoul(2002).

L'algorithmede simulationconditionnelleestbasésur unesimulationnon conditionnelle,celle-ci est
doncprésentéeenpremierlieu.
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Simulation non conditionnelle

Tout d'abord,nousallonsdé�nir le modèlebooléenrestreintau domainede simulation � . Soit � un
sous-ensemblecompactnonvide de ��� � . Suivantla propriétéstabilitédu modèlebooléen(sec.3.1.2),l'in-
tersectiond'un tel sous-ensembleavec l'ensemblebooléen� estaussiun modèlebooléen.Commençons
parcalculerla probabilitépourquel'ensemble� � � necontienneaucunobjet:
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Le terme
� 
�	 � �
���

� 
 	 � �

représentela probabilitépour que l'objet implantéen � , �

�

�

�

, intersectel'ensemble
� � � sousla conditionque � � �
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 . Alors, l'ensemble� � � estun modèlebooléend'intensité
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�

���

�

�

�

etdecapacitédeChoquetassociéeà l'objet
� 
�	

�
�
���

�



	
�

�

.
Le nombred'objetsde � � � suit uneloi dePoissond'espérance:
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Un objetde � � � estimplantéen � selonla fonctiondedensité�
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�

�

et sacapacitédeChoquet
est

�

�
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� ���
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�

�

.
La capacitédeChoquetdel'ensemble� � � estdonnéeparle nombred'objetsqui intersectent��� �

parmiceuxqui sontimplantésen � :
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Le nombred'objetsde � suit uneloi de Poissond'espérance�

�

�

�

et il estpossiblede simulercette
distribution defaçonitérative selonun processusdenaissanceet demort.Supposonsquela simulationsoit
unepopulation� de 	�� grainsàl'instant � . 	�� resteconstantestégaleà 	 pendantunepériodedetempsqui
suitunedistributionexponentielled'espérance: �


 	
�

� �(�

. Alors,àchaqueétapenouspouvonssoitajouterun
nouvel objet,soit retirerun objetparmiceuxdéjàimplantés.L'algorithmechoisiestle suivant:

Algoritme 1 : simulation de la population d'objets d'un modèlebool�en
1. Initialisation: �

	 
 ;

2. simulerunevariablealéatoire� devaleurs�

�

,
� �

ou
�

aveclesprobabilitésrespectives:

�(���

	

�

�

�

�

�

�
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�

�$	��
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�2)+�
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�(���
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3. si �

	

�

, nerien faire;

4. si �

	

�

�

, simulerunobjet � etalors �

	

� % � ;

5. si �

	

� �

, tirer unobjet � defaçonuniformedanslesgrainsdéjàsimulés.Alors : �

	

��� �

	

�

�

�

et

6. retournerà2.

À l'instant � , l'ensemblesimuléestla réuniondes 	 � objetsde la population.Le nombred'objetsef-
fectivementsimuléssuit uneloi de Poissonde moyenne �

�

�

� �

� �

�

)

�

�

(Feller, 1968)et quand�

	 �

,
ce valeurconverge vers �

�

�

�

. En pratique,on peutseulementdire que l'on resteautourde cettevaleur
(Gedler, 1991).Seloncetalgorithmela populationinitiale d'objets � estvide,maisil esttoutà fait possible
commenceràpartird'unepopulationquelconqued'objetsde � � � : unesimulationou imageinitiale. Les
pas5 et6 del'algorithmeassurentla disparitiondesobjetsdecetteimageinitiale aucoursdela simulation.

Au pas4 del'algorithmeprécédent,nousdevonssimulerunobjetde � � � . Nousavonssupposéquele
domainedesimulationestdéjà � , c'estàdirequelesobjetssimulésintersectentforcémentla région ��� � .
Dansun casplusgénéral,si cetteconditionn'estpasimposéea priori, un algorithmepoursimulerun objet
implantéenun point � del'espaceetqui intersectel'ensemble� � � , estle suivant:

Algorithme 2 : simulation d'un objet

1. Générer� �

�

�

�

�

�
�

�

�

�

;

2. générer� �

�

�

	
�

�
���

�

�

	
�

�

;

3. si ��� �

	�
 , retournerà2

4. rendre� � � .

Simulation conditionnelle

Le problèmequi seposedansla plupartdessituationset notammentdansla caractérisationdesréser-
voirs, est le conditionnement.C'est à dire commentréaliserunesimulationdans � sousla conditionque
deuxsous-ensembles�nis depoints �

�
et �

� soientcontenusdansl'ensembledesporeset l'ensembledes
grainsrespectivement.L'algorithmequenousutilisonsdansce travail estun algorithmed'acceptationet
rejetdû àLantuéjoul(voir Lantuéjoul,1995; Lantuéjoul,1997et Lantuéjoul,2002).

Algorithme 3 : simulation conditionnelle Soit
#

�

l'ensembledespopulationsd'objetsqui véri�ent les
conditions�

� , �

� .

1. Générer�

�

#

�

, unepopulationd'objetsqui satisfait lesconditionssurlesporeset lesgrains;

2. Simulerunevariablealéatoire� qui prennelesvaleurs�

�

�

� �

�

�

aveclesprobabilitésrespectives:

�(���
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�2)+�
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���
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)+�

3. si �

	

�

, nerien faire;

4. si �

	

�

�

, simulerunobjet � . Si � �

�

�

	�
 , alors �

	

� % � , sinonallerà2;
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5. si �

	

� �

, enlever un objet tiré uniformementparmisceux déjà simulés.Si �

� � ��� � , alors
�

	

��� � , sinonallerà2;

6. retournerà 2.

Dansle casconditionnel,toutesles simulationsinitiales ne sont pasautorisées.Le conditionnement
doit êtrerespecté: �

�

#

�

. Un moyendeconstruirel'image (ou la simulation)initiale estdegénérerune
séquenced'objetsindépendants.Chaquefois qu'un objetrencontre�

�
il estéliminé.Le processuscontinue

jusqu'àcequelesobjetsrestantsrecouvrent�

� . L'algorithmeutiliséestle suivant:

Algorithme 4 : initialisation de la simulation conditionnelle

1. Faire �

	

�

et � 	 �

� ;

2. simulerun objet � selonl'algorithme2;

3. si ���

�

� �

	 
 ou � �

� 	�
 , retournerà2;

4. faire �

	

� % � et � 	 �

� � ;

5. si �

�

	�
 , retournerà2;

6. rendre�

En pratique,cependant,pouraccélérerle processusla générationdesgermesestlimité auvoisinagedu
conditionnement.

La démonstrationdétailléede cesalgorithmeset de la capacitéde Choquetdu modèlebooléencondi-
tionnelsontdansGedler(1991),Lantuéjoul(1995)etLantuéjoul(2002).

En résumé,le modèlebooléenpermetde reproduireun phénomènenaturelpossédantune structure
géométriquedé�nie. L'idée estd'implanter dansl'espacedesobjetsplus ou moinsréalistesqui re�ètent
cettegéométrie.Dansle casdesréservoirs detype �uviatile, leschenauxserontreprésentéspardesobjets
deformeplusou moinssinusoïdale.

Le modèlebooléenestbasésurun processusde Poissonqui génèrelesgermessur lesquelslesobjets
serontimplantés.Cesobjetssontdesensemblesaléatoiresdistribuésde façonindépendanteet identique,
c'estàdirequeleur loi nedépendpasdeleurspointsd'implantation.

Dansceprojet,nousnoussommesintéressésauxmodèlesbooléensnonstationnairespouressayerde
reproduireuneréaliténonstationnaire.Danscemodèlele processusdePoissondesgermesa uneintensité
nonconstante,maisvariabledansl'espace.Le casstationnairea étévu lors de ce chapitrecommeun cas
particulierdumodèlebooléengénéral.

Nousavonsvu unepropriétéfondamentaledu modèlebooléenqui lie la capacitédeChoquetde l'en-
semblebooléenà la capacitéde Choquetdesobjetset à l'intensité du processusde Poisson,c'est à dire
auxcaractéristiquesdesobjetsetà leurdistribution dansl'espacerespectivement.Dansle casparticulieroù
l'élémentstructurant� estréduità un point, il estpossibled'estimerl'intensitédePoisson� si on connaît
la loi desobjetset si noussommescapablesd'exprimer la capacitédeChoquetde l'ensembleen fonction
de l'information expérimentaledisponible.Ceciestla basede la méthoded'inférencedéveloppéedansce
travail et qui seradétailléedansleschapitressuivants.



42 CHAPITRE3. MODÈLE BOOLÉEN



Deuxi�me partie

Inf�r encedesparamètresdu modèle
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Dansle domainede la caractérisationdesréservoirs, les approchesde type objet sontprincipalement
utiliséespour simulerdesréservoirs pétroliersen environnement�uviatile (chenaux,crevasses).Cesmé-
thodescréentdesmodèlesderéservoirs baséssurdesobjetspossédantuneinterprétationgéologique.Ainsi,
ellessontutiliséesdanslesphasesinitialesd'évaluationd'un réservoir, quandil n'y a pasbeaucoupd'in-
formationdepuitset quel'intégration de l'information géologiqueesttrèsimportante.À titre d'exemple,
dansles réservoirs en environnement�uviatile, les sablesdéposéspardesanciennesrivièresformentune
structuregéologiquebien dé�nie, un chenal,qui serareprésentéedirectementpar un objet sinusoïdalde
sectionsemi-ellipsoïdale.Il estdoncnécessairede choisir les objets,leur forme et leur taille ainsi quele
nombred'objetsàsimuler, et,éventuellement,lesrelationsexistantentreeux.

Un desproblèmesposésparcesapprochesauquelnousnoussommesintéressés,concernela distribution
non stationnairedesobjetsdansla régionétudiée.En effet, dansla réalité,lesstructuresgéologiquesque
nousessayonsdemodélisernesontpasrépartiesdefaçonuniformedansle réservoir. Cettenonstationnarité
estmiseenévidenceparla distribution,dansle volumeétudié,dela proportiondu lithofacièsassociéà ces
structures.Pourobtenirdesimagesréalistesduréservoir il estnécessairedereproduirecettecaractéristique
danslessimulations,c'est-à-dired'implanterplusd'objetsdanslesendroitssusceptiblesd'avoir unepropor-
tion plusélevéedu lithofacièscorrespondant.Nousavonschoisidemodélisercelithofacièsparun modèle
booléen.

La proportiondulithofacièsenquestiondonneuneinformationpartiellesurla loi spatialedel'ensemble
booléen,soit la capacitédeChoquet�

�

�

�

�

du modèle,notammentdansle casoù � estréduità un point.
En termesdesparamètresdu modèle,la non stationnaritédansla distribution de ce lithofacièspeutêtre
relative soit à la distribution spatialedesobjets,soit à la variationdesparamètresdesobjets,soit auxdeux.
Chacunde cesaspectsconcerneun paramètredu modèlebooléen: la distribution spatialedesobjetsfait
référenceà la distribution desgermeset donc,à la fonction d'intensitédu processusde Poisson,� ; les
caractéristiquesdesobjetssontintroduitesà traversleurcapacitédeChoquet,�

�

�

�

�

.
Le but denotretravail estdouble: d'unepart,il fautdéterminerla distribution desobjetsdansl'espace.

Le problèmeàrésoudreestl'inférencedela fonctiond'intensitédePoissonpourunefamille d'objetschoi-
siecomptetenude la distribution de la proportiondu lithofaciès.Conjointement,il fautdéterminerquelle
informationsurlesobjetspeutêtreobtenueàpartirdesdonnées.Enparticulier, il fauttesterla cohérencedu
choix de la famille d'objetsavec la distribution de la proportion.Il est,parexemple,impossiblederepro-
duireun facièsdontla proportionprésentedes�uctuationsdefaibledimensionavecdesobjetstrèsgrands.

Cettedeuxièmepartieestdiviséeentroischapitres.Dansle premier, nousdécrivonsl'information dispo-
nibleet nousétablissonsle lien entrecelle-ciet lesparamètresdu modèlebooléen.Dansle secondchapitre
nousproposonsuneméthodepourinférerl'intensitédePoissonàpartirdesproportionsdu facièsmodélisé.
Pour�nir , le troisièmechapitredecettesecondepartietraitedel'adaptabilitéduchoixdesobjetsparrapport
à la proportiondu faciès.
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Chapitr e 4

Description desvariablesexp�rimentales

Nousdisposonsle plus souvent de deuxinformationsexpérimentalesconcernantle réservoir : la pro-
portiondu facièsd'intérêtdansunerégion,et desinformationssurla taille et la formedeshétérogénéitésà
simuler. Dansle modèle,cesinformationssontliées,respectivement,à la capacitédeChoquetdel'ensemble
booléenetà la capacitédeChoquetdel'objet à simuler. Danscechapitre,nousdécrivonsl'information ex-
périmentaledisponibleet la façondont elle estobtenue.Le lien entrecesvariablesexpérimentaleset les
paramètresthéoriquesdu modèleestétabli.

Le pointdedépartdenotredémarcheestl'utilisation desproportionsdeslithotypesparanalogieavecles
méthodesbaséessurlesgaussiennesseuillées.Classiquement,danscesméthodes(Beucheret al., 1993),la
répartitiondu lithotypeétudiéestdonnéeparla distribution 3D desaproportiondansle volumeconsidéré.
Cetteproportionestcalculéesurunematriceou grille de proportion en 3D et reproduitle comportement
moyen,éventuellementnonstationnaire,decelithotype.

4.1 Proportions

Lescourbesdeproportionconstituentunoutil trèsrépandudansla simulationet la descriptiondesenvi-
ronnementssédimentaires,quecesoientdesdépôts�uviatiles oumarins.Ellesreprésententla fractionsurun
certainsupportdechaquelithofacièsprésentdansl'unité d'étude.Cescourbespermettentdedécrire,d'une
façonassezintuitive, l'évolutiondeslithofacièsdansle réservoir. À l'origine ellesontétédéveloppéespour
introduiredanslessimulationsgéostatistiquesuneinformationrelative à la distribution deshétérogénéités
dansle réservoir enquanti�ant la géologie.Deplus,ellesont étéappliquéesà la descriptionet l'interpréta-
tion géologiqueetsédimentairedesréservoirs,puisqu'ellesapportentuneanalysequalitative desséquences
stratigraphiquesendécrivant l'évolution latéraleet verticaledesdépôts(Volpi et al., 1997; Ravenneet al.,
2002).

DansVolpi et al. (1997)il estmontré,à traversquelquesexemples,l'importancedescourbesde pro-
portionpourquanti�er la géologieet contraindrelessimulations,ainsiquepour l'analysehauterésolution
desséquencesstratigraphiquesà différentsordres.La stratigraphieséquentiellepermetd'établir deshypo-
thèsessurl'environnementdedépôtet dechoisirleshorizonschronostatrigaphiquesqui divisentlesdépôts
enséquences.Lesproportionstraduisentceshypothèsesentermesquantitatifsetaidentà testeret contrôler
celles-ci.
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Lescourbesdeproportionspermettentdoncderésumerquantitativementla réalitégéologiquede l'en-
vironnementsédimentaire.L'importantecharged'informationgéologiquecontenuedanscescourbesnousa
amenéàvouloir utiliser cetoutil danslessimulationsdetypeobjet,etplusparticulièrementdansle modèle
booléen.Pourcelail fautétablir lesrapportsentrecesdonnéesexpérimentales,qui re�ètent la géologiedu
milieu, et lesvariablesqui interviennentdansle modèle.

Il estnécessairededistinguerdeuxtermes: la probabilit� ponctuelledu modèle(capacitédeChoquet
ponctuelledel'ensemblebooléen),c'est-à-direla probabilitéqu'un pointappartienneaumodèlebooléenet
doncaulithotypemodéliséparcetensemble,et la proportion exp�rimentale du lithotype, calculéesurun
certainvolume.Lesrapportsexistantentrecesélémentsfont le sujetdela présentesection.

4.1.1 Proportion expérimentaled'un faciès

Le processussuivi pour obtenirlesproportions(courbesou matrice)estle suivant (Galli et al., 1994;
Beucheret al., 1997): dansun premiertemps,les lithofacièset lesunitésstratigraphiquesprésentsdansle
réservoir sontidenti�és auxpuitsgrâceà l'étudedeslogs,et à d'autresinformationstelle quela sismique.
Ceslithofacièspeuventêtreéventuellementregroupésenplusieurslithotypes.Puis,ceslithotypes,quel'on
noterapar �

. , sonttransformésenindicatrices: ���

� , ��� � ..., avec:

���

4

�

�

�

	

�

�

si �

� �

.

�

sinon

Théoriquement,la proportion du lithotype � au point � estdé�nie par:

���

�

�

�

	

�7� ���

�

�

�

!

	,� 


�

����� (4.1)

Le terme«proportion»fait ici référenceà l'espacedesréalisationset exprimela probabilité,sur toutes
les réalisationspossibles,pour quele point � soit recouvert par le faciès � . Dansla pratique,lespropor-
tionsponctuellesnesontpasdisponibleset on calculelespourcentages,dansun volumedonné,dechaque
lithotypeprésent.Cetteproportionexpérimentalecorrespondà la régularisation,surun support� , despro-
portionsponctuelles.La taille decesupportre�ète l'échelledetravail et impliqueun lissageplusou moins
fort desproportionsponctuelles.Cetteproportion exp�rimentale, quenousappelonssimplementpropor-
tion par la suiteet quel'on dénotepar P� , représentela «fractionde volume»du lithotype,et donne,en
moyenne,la partieduvolumedusupport� occupéepar � .

P�

	

�

�

�

�

	

�

���

�

�

� �

�

Onpeutcalculerdeuxtypesdeproportionsexpérimentales(�g. 4.1) : soit le pourcentagedefacièspré-
sentestcalculéniveaupar niveau,ce qui donnedescourbesverticales(CPV), soit le calcul esteffectué
puitsparpuitset lescourbesobtenuessonthorizontales(CPH).Lescourbeshorizontalessontutiliséespour
l'analysede la nonstationnaritéhorizontaledansl'unité considérée.Lesverticalesdécrivent le comporte-
mentdeslithotypesdansla séquenceétudiée.

Si le facièsestrépartidefaçonstationnaire,la probabilitéponctuelleestla mêmepourtouslespointsde
l'espaceet ellecoïncideavecla proportionexpérimentaledu facièsdansle volume.

S'il existeunenonstationnaritéhorizontale,il estpossibledeconstruire,à partir decourbesdepropor-
tion verticalesrégionales,unegrille 3D deproportions,appeléematrice ou grille de proportion, et ainsi
reproduirecettecomplexité géologique.Cettematriceapporteuneinformationsur la variabilité latéraleet
verticaledesproportionsdeslithotypesetpermetl'obtentiond'imagesassezréalistesdanslessimulations.
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FIG. 4.1 – Exemplede calcul, pour deuxfaci�s, d'une courbede proportion verticale(CPV),calcul�e niveaupar
niveauverticalement,etd'unecourbedeproportionhorizontale(CPH),calcul�e puitspar puits.Lesinformationsaux
puitscorrespondentauxindicatricesdechaquefaci�s � chaqueniveau.Lesvaleursdeproportionentre lespuitssont
arbitrairementdessin�es.

DansBeucheret al. (1997)il estmontrécommentcettematricedeproportion3D estconstruiteet quel
estsonrôle danslessimulationsgéostatistiquesbaséessur lesgaussiennesseuillées.Il y a deuxapproches
principalespourconstruirela matricedesproportions: si le réservoir peutêtreconsidérécommehomogène
latéralementparzones,alorsla distribution du lithotypeestdécriteparuneCPV parzone; si, aucontraire,
il existe un passagelatéralde facièsplus continu,la matricede proportionestobtenuepar estimation, et
reproduitainsicettenonstationnarité.Danslesdeuxsituations,la matricedeproportionestconstruitesur
unegrille régulièredontchaquemailleestinforméeparunecourbedeproportionverticale.Il y aici uneidée
d'homogénéitéhorizontaledanschacunedecesmailles: la proportion,pourun niveaudonnée,estcalculée
aupointcentraldechaquemaille,etsavaleurestatribuéeàtout le bloc; elleestdoncconstanteà l'intérieur
dechaqueblocet représentela fractiondevolumeoccupéparle lithotypeprésentdansle bloc.

4.1.2 Probabilité ponctuelleassociéeau modèlebooléen: capacitéde Choquetponctuelle

Dansla section3.2.1nousavonsvu unepropriétéfondamentaledumodèlebooléenqui permetd'établir
uneliaisonentrela capacitédeChoquetdu modèle,��� , la fonctiond'intensitécorrespondantauprocessus
de Poisson,� , et la capacitéde Choquetassociéeau grain primaire, ��� . Cettepropriété,en termesde la
fonctionnelle

3

� dumodèlebooléen,estexpriméepar:

� �

� �
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 (4.2)

La méthodedéveloppéedanscetravail estbaséesurcettepropriétéfondamentalequand� estreduità
un point ( �

	 


�

� ). Cetteméthodeseradécritedansle chapitre5.
Lesdonnéesexpérimentalesdisponiblessontlescaractéristiquesdesobjetsàsimuler(leur formeet leur

taille) et la matricedeproportionexpérimentaledu lithotype.Lespremièressontintroduitesdansle modèle
booléenà travers �

�

�




�

�

�

. L'étudede ce rapportfait le sujetde la section4.2. La matricede proportion,
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quantàelle,estliéeà la capacitédeChoquetdumodèle,�B�

�




�

�

�

, qui estuneprobabilitéponctuelle.Cette
fonctionnelledonne,commeil aétédéjàexpliqué,la probabilitéquele point � soit recouvertparl'ensemble
booléen� . Elle estdoncliéeà la distributiondulithotypemodélisépar � . Le problèmeàrésoudreestcom-
mentestimercesprobabilitésponctuellesà partir desproportionsexpérimentales.

Seulsdeuxlithotypessontconsidérés: celuimodéliséparl'ensemblebooléen� et le regroupementde
touslesautreslithotypesprésents,modélisépar � � . Ainsi, nouspouvonsdé�nir, dansun casponctuel,la
fonctionsuivante:
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(4.3)

Classiquement,dansla littérature(voir Matheron(1972),p. 52), �

�

�

�

estappeléela «proportiondu modèle
booléen»aupoint � et ainsielle a étéprésentéedansla section3.2.2.2.Dansce travail, nousréservonsle
termeproportionpourle contexte expérimentalet la fonction �

�

�

�

seraappeléesimplementla probabilit�
ponctuelledu modèle.

Dansnotre approche,si � est le lithotype modélisépar l'ensemblebooléen� , pour un point � de
l'espacenousavons:
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Alors, la probabilitéaupoint � dulithotype � estégaleàla probabilitédumodèleaupoint � . Cependant,
nousavonsvu quela donnéedisponiblen'estpas� � , maisunevaleurestiméesurun support,P� . Dansle
cadredu modèle,cetteproportionreprésente,enmoyenne,la fractionde l'espaceoccupéepar l'ensemble
booléen,et doncpar � . Si l'on considèreunerégionde l'espace� , devolume �

�

� , la fractiondevolume
occupéeparle lithotypeest:
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� (4.4)

S'il y a stationnarité,la probabilitéqu'un point appartienneà � est la mêmepour tout point et pour
tout � et la fractiondevolumeoccupéepar � estégaleà la probabilitéponctuelledumodèledansunpoint
quelconque:

P�

	

�

�

�

�

	

�

�

� /

� (4.5)

Si, aucontraire,la situationestnonstationnaire,�
�

�

�

n'estplusconstanteet l'expression(4.4) dépend
dela région � :
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� (4.6)
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End'autrestermes,l'information disponibleexpérimentalementestla fractiondevolumeoccupéeparle
faciès� dansunerégion � del'espace.Cettefractiondevolumepeutêtreinterprétéecommela moyenne,
surcetterégion,dela capacitédeChoquetponctuelledu modèle.En utilisantP� � �

commeuneestimation
de la moyennede �3�

�




�

�

�

nouseffectuonsdéjàun premierlissagedesprobabilités.La �gure 4.2 montre
ceteffet.

0 1

z

0 100

Proportion

Probabilit 

Probabilit 

Proportion!(%)

FIG. 4.2– Lien entre la proportionexp�rimentale(ligne noir gras)et la probabilit� ponctuelledu mod�le (gris). La
premi�re estunemoyennedela secondesurunsupport.

Ici apparaîtla différenceentreprobabilitéet proportion.Le fait que la proportionprenneunevaleur
constanteà l'intérieur du support� n'implique pasquela probabilitépour tout point de � d'appartenirà
l'ensemblebooléensoit identique.De plus,il y a un effet de«discontinuité»danslesbordsdesmaillesde
proportionqui n'estpasforcémentreprésentative du comportementdela probabilité.Du point devuepra-
tique,il seposeaussile problèmedela représentativité desproportionsdansla régiond'étudeet l'intervalle
decon�anceà lui accorder, étantdonnéle nombresouventlimité dedonnéesdisponiblespourcalculercette
proportion.

4.1.2.1 Hypothèsesexp�rimentales : «stationnarit� par bloc».

Lesvaleursexpérimentalesde� sontdoncobtenuesparestimationdesvaleursrégulariséessuruncertain
support.Lesdonnées,lesproportionsdu lithotypeétudié,sontestiméessurunegrille régulièreet prennent
desvaleursconstantessurchacundesblocsdecettegrille, �

. . C'est-à-dire:
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Nousassocionscettevaleuraupoint central�
. du bloc �

. . Commenousl'avonspréciséauparavant,en
pratiquececiimpliqueunecertaine«stationnaritéparbloc».L'intensitédu processusdePoissoncorrespon-
danteseradoncaussiconstanteparbloc : �
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. . Aveccettehypothèse,il seraittentantdeconsidérer
chaquebloc indépendammentcommeun modèlestationnaire:
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Prenons�

. le bloc 0 dela grille desproportionsetsupposonspourl'instant qu'il soit unensemblecom-
pact(lesbordsde la maille appartiennentà �

. )1. Selonlespropriétésdestabilitédesensemblesbooléens,
l' intersectionentre un mod�le booléenet un sous-ensemblecompactde ��� � estaussiun mod�le booléen.
Nouspouvonsalorsregarderla fonctionnelle

3

associéeà � �

�

. (voir Lantuéjoul,2002,p.156):
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Le terme
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estla capacitédeChoquetdel'«objet» �
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. , ensupposantquecetteintersection
soit nonvide.Eneffet :
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Alors, � �

�

. estun ensemblebooléendedensité�
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estla capacitédeChoquet
del'«objet» �
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. . Le nombred'objetsde � �
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. suit alorsunedistribution dePoissond'espérance:
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Le terme
�

�

�

représentele nombremoyen d'objetsdont les germestombentdansle bloc �

. ( �

� �

. ) et
sontdistribuésselonl'intensité �

. . Le terme
�

�

�

tient comptedesobjetsintersectant�

. qui germentdans
lesblocsadjacents( �

�

��� � �

�

. , i.e., �

�

�����

�


 �

.

� ) avec uneintensitéqui dépendde la positiondu
point de germination(�gure 4.3). Il n'est doncpaspossiblede traiter chaquecellule indépendamment.Il
fautprocéderautrementpourestimer� , cequi fait le sujetdecetravail.

4.2 Probabilité ponctuelleassociéeà l'objet

Le secondparamètredu modèleà dé�nir est lié aux objetsqui vont modéliserle facièsétudié.L'in-
formationdisponiblepour dé�nir cesobjetsprovient de différentessources: géologiques,sismiques,va-
riographiques... Cesinformationsdonnentdesestimations,parfoisavecunegrandeincertitude,dela taille
et de la formedesobjetsqui vont modéliserle faciésétudié.La formede cesobjetsestsouvent suggérée
parlesstructuressédimentaireselles-mêmes: leschenaux,lescrevasses,parexemple,présentent,schéma-
tiquement,desformesgéométriquesrelativementbien dé�nies. Leursdimensionsdoivent êtreestiméesà

1En toute rigueur les cellules �
4 ne sont pasdescompacts.Cela voudrait dire que leurs bordsappartiennentà deux blocs

consécutifs: � 4
6���� ?� , . Il y auraitdoncdesobjetsgénérésdansun bordde � 4 , avec l'intensité � 4 , maisenmêmetempsil y
auraitdesobjetsimplantésavecl'intensité ��� . Bien quecelaneposepasun problèmemajeurpuisquela probabilitéqu'un germe
tombesurunbord(devolumenul) estin�me, dupointdevuepratiqueil faudraétablirunerègled'attributiondesbordsauxcellules.
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i-1 i i+1

FIG. 4.3 – L'intensit� de Poissondansle bloc � estclairementplus importantequedansles blocsautour : il y a
plusd'objetsqui y ont germ�. Cependant,la proportiondu faci�s correspondant� l'int�rieur decebloc d�pendnon
seulementdesobjetsgerm�s dansle bloc � avecl'intensit� ��� , maisaussidesobjetsqui ontgerm� danslesblocs �����

et �	�
� (et,eng�n�r al, danstouslesblocsautourdubloc � ) avecleurs intensit�srespectivesetqui intersectentle bloc
� .

partir desdonnéesdisponibles.Lesobjetschoisisdansle modèle,bienquerespectantla formeinduitepar
la structuresédimentaire,restentdeformesrelativementsimples.

Une fois la taille et la forme desobjetschoisies,il estnécessairede dé�nir ceux-cien termesde pa-
ramètresdu modèle.La fonctionnelle�

�

�
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exprime la probabilitéqu'un grain implantéen �

�

���
� ,

recouvrele point «cible» � . Puisquelesobjetssontindépendammentet identiquementdistribués,la fonc-
tionnelled'un objet implantéen � estégaleà la fonctionnellede l'objet implantéà l'origine et déplacéen
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Le terme �
�

estdénotépar la suitecommela probabilit� ponctuelle associ�eau grain primair e et
dépenddela formeet la taille desobjets.

Nouscherchonsdoncà calculerla probabilitéqu'un point de l'espacetombeà l'intérieur d'un objet
implantéà l'origine : �

�

�

�

�
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�
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�

�

�

. Un objetgénéralestunensemblealéatoiredontla taille et la forme
sonttiréesauhasard.Dansnotrecasparticulier, lesobjetsappartiennentà unemêmefamille (cercles,rec-
tangles,demi-ellipsoïdes,etc.)dontlesdimensionspeuventvarieraléatoirement.Parla suite,nousillustrons
endétailcommentceparamètreestcalculéenpratique.

Dansun castrèssimple,si la famille desobjetsà simulerest,à 2D, constituéede cercles � de rayon
� constant(�gure 4.4), la probabilitéqu'un point �

�

� � �

�

soit recouvert par un objet, � �
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��� �
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est tout
simplementdonnéepar:
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où � représentele centredu cercle(origine)quenousavonsfait coïncideravec le point d'implantationdu
grainprimaire,et

� � �

��� �

�

	

� �

estla distanceentrele point � et l'origine. Cettedé�nition impliquedéjà
deuxchoses: uneorientationdu grain, dansle sensde l'emplacementdu germepar rapportà l'objet, et
l'introduction de la distanceentrele point cible et la positiondu germecommeparamètrede calcul de la
probabilité.

o X

Y

RM ( x, y)

do

FIG. 4.4– Repr�sentationdesobjets� simuler. Touslescerclessontderayon
�

constant.

La �gure 4.5(a)montregraphiquementcetteprobabilitéenfonctiondela distanceaupointdegermina-
tion del'objet. La �gure 4.5(b)montrecettemêmeprobabilitéenfonctiondescoordonnées� et � .

0
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(a) Probabilitéà 1D en fonction de la distanceà
l'origine

o X
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R

R
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(b) Probabilité en fonction des coordonnées
���;A�� �

FIG. 4.5– Repr�sentationsdela probabilit� associ�eauxcerclesderayon
�

constant.

Supposonsmaintenantquelescerclesnesoientpasdetaille constantemaisdetaille � variabledefaçon
aléatoireet uniformeentre � � et �  (�g. 4.6).La probabilitéqu'un point �

�

� � �

�

appartienneaucerclede
rayon � �xé est:
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avec
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la distancedupointà l'origine. Si on rendaléatoire� , l'expressionprécédentes'exprimecomme:
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M ( x, y)

do

R1

FIG. 4.6 – Repr�sentationdesobjets� simuler. Le rayondu cercle varie uniform�mententre
�

� (cercle minimal
autoris�) et

���

(cerclemaximal).
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� (4.8)

Le terme �

�

�

�

correspondà la probabilitéquele cerclesoit derayon � . Il fautalorsintégrerpourtoutesles
valeurspossiblesde � . Si � suit uneloi uniforme, � � �
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, le terme �
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est:
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Si le point � setrouve à unedistancepluspetitequele rayonmineur �-� , alorsla probabilitéque � soit
recouvert paruncercledetaille quelconqueestégaleà

�

: touslescerclespossiblesvont le recouvrir. De la
mêmefaçon,si � setrouve àunedistanceplusgrandequele rayonmaximumautorisé�  , alors�
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�

.
Dansle casoù � setrouveàunedistanceintermédiaireentre�

� et �
 , la probabilitéd'êtrerecouvert parun

grainseradeplusenplusfaibleà mesurequecettedistanceaugmente: lescerclesderayonpluspetit que
cettedistancenele recouvrirontpas.Nouspouvonsexprimercestroissituationspossiblescommesuit :
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La �gure 4.7 montrela probabilitécorrespondantà ce cas.Nousobservonsquecetteprobabilitén'est
plusconstantemaisqu'elledépenddupointd'implantationdugrain,del'origine, etdela loi desparamètres
del'objet. Cesexpressionssontsimilairesà1D (casd'un segment)ou3D (casd'uneboule).
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(a) Probabilitéà1D enfonctiondela distance
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(b) ProbabilitéenfonctiondescoordonnéesXY

FIG. 4.7– Repr�sentationsdela probabilit� associ�eauxcerclesderayon
�

variableuniform�mententre
�

� et
���

.

L'exempleprésentéici (une famille de cerclesde taille aléatoiresuivant une loi uniforme)estassez
élémentaire.Il estpossibled'envisagerdesobjetsavec uneplus grandecomplexité concernantplusieurs
aspects:

1. Rendrealéatoirela formedesobjets: la formedesgrainsimplantésdeviendraitunevariablealéatoire
dontil faudraitdéterminerla loi. Ceciintroduiraitunnouveautermeà l'expressiondonnéepar4.8.

2. Changerla loi de la taille desobjets: au lieu desuivre uneloi uniforme,elle pourraitsuivre uneloi
normale,binomiale,etc.

3. Introduiredesobjetsdeformearbitraire: engénéral,la formedesgrainspourraitnepass'exprimer
defaçonparamétrique,commedansle casd'une formegéométriqueélémentaire.Danscecas,il ne
seraitpaspossibled'exprimerl'événement«� estàl'intérieur dugrain»analytiquement,commedans
le casdu cercle.Il faudraitdoncobtenircetteprobabiliténumériquement.

Engénéral,l'expression4.8neseracalculableanalytiquementquedanscertainscas.Nousverronsdans
la section5.2.2commentil estpossibledecalculeruneprobabilité�

� pouruneformerelativementsimple
etde«corriger»ultérieurementpourintroduiredesgrainspluscomplexes.

4.2.1 Deuxcasélémentaires: parallélépipèdeet demi-ellipse

Lesdeuxcasélémentairesquenousallonsconsidéreraucoursdecetravail sontdesparallélépipèdes(à
3D) de taille variableet desdemi-ellipses(à 2D) de taille variable.La premièrede ces�gures estchoisie
parcequ'elle est un objet très élémentaireet serautilisé dansun premiertempspour testerla méthode
proposée.Le deuxièmeobjet, à 2D, estchoisi parcequ'il correspond,de manièresimpli�ée, à la section
verticaled'un objetchenal.

Parall�l�pipèdes

La �gure 4.8montrel'objet àsimuler. Nousavonschoisicommepointdegermination� , originedusys-
tème,le pointcentraldela surfacesupérieureduparallélépipède� . Lesdemi-longueursselonlesdirections
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� , � et la longueurselonla direction � prennentdesvaleursaléatoiresindépendammentlesunesdesautres
suivantleslois uniformes:
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(a) PlanXY
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 f

 - a - b  b

(b) PlanXZ

FIG. 4.8– SectionsXYet XZ deparall�l�pip�des possibles.En rouge, le pluspetit desobjetspossibleset enbleule
plusgrand.
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Cesévénementssont,parconstruction,indépendantsentreeux.Alors, � �
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peuts'exprimercommele
produitdesprobabilitésindividuellesdechaquecoordonnée.Nouspouvonssuivre la mêmedémarcheque
dansl'exempledu cercle.Il y a troiscas:

– le casgénéral:
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et lescaslimites :
– si � ���

�

� et � � �

�

�

et � 	 �

�

� alors� �

�

�

�

	

�

;

– si � ��� � � et/ou � � � �

�

et/ou � 	 � �

� alorsalors� �

�

�

�

	

�

;

Étantdonnéesles symétriesde la �gure, nouspouvons restreindrel'étude à uneseulecoordonnéeet
aux axes de coordonnéespositives.La probabilitédansles autresrégionsde l'espaces'obtient de façon
totalementanalogue.
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� = 1;
– si ��� � : � 
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� = 0;
– danslescasrestants,enapplicantl'expression4.8 :
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La probabilitépourle pointdecoordonnée� soit recouvert parl'objet estla mêmequela probabilité
quele point setrouve àunedistance

�

� del'origine. L'expressionprécedentepeutalorss'écrire:
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Le processusestsimilairepourlescoordonnées� et 	 . Le résultatest:
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La �gure 4.9 montreunereprésentationgraphiquedesvaleursquecetteprobabilitéprendpourun cas
simpleoù :
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FIG. 4.9 – Probabilit� associ�e� un objet parall�l�pip�de de demi-côt�svariant uniform�ment: �	��
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����� �����

,
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et ����
����

�

��� �����

.



4.2. PROBABILITÉ PONCTUELLEASSOCIÉEÀ L'OBJET 59

Demi-ellipses

Supposonsdesdemi-ellipsesdansle plan � � de demi-axes � et � , �

�

� � �

�

. Cesaxesseronttirés de
façonindépendanteselonleslois uniformes:
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La �gure 4.10montrelesdemi-ellipsespossiblesaveccechoix deparamètres.Le point degermination� a
étéchoisiecommeétantle point centraldesellipses.

 a 0

 b 0

 a 1- a  1 

 b 1

o X

Z

- a  0 

FIG. 4.10– Exempledesdemi-ellipsespossibles.En rouge la pluspetiteet enbleula plusgrandedesdemi-ellipses
autoris�es.

Commetoujours,la probabilitéqu'un point
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du plan soit recouvert par une demi-ellipse� de
paramètres
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� � �

�

est:
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C'est-à-dire,le point
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està l'intérieur de � si :
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À la différencedu casprécédent,l'événement
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� � �
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nedépendpasuniquementdesprobabi-
litésdescoordonnées� et 	 , maisaussidela relationdedépendanceentreelles.Pourle calculdela fonction
de probabilitéassociéeà cet objet, il faut distinguerplusieurscasselonla position du point considéré,
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(�g. 4.11).Par symétrie,nousneconsidéronsquele casoù lescoordonnéesde � sontpositives,
le calculétantsimilairepourlescasrestants.

Nouspouvonsdistinguerdansla �gure 4.11six caspossibles.Cettedivision est introduitepar le fait
qu'il existedescombinaisonsdevaleursdesdemi-axespourlesquelleslesdemi-ellipsesrésultantesnesont
pasautorisées.L'expressiongénéralepour �
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FIG. 4.11 – Diff�r entesr�gions � �tudier selonla positiondu point ���������
	 . Lesr�gions sontd�limit�es par les
courbesentrait continu: la r�gion � estd�limit�e par ����
���������	 ; la r�gion � par ����
���������	 , ����
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Selonla positiondu point �
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, la probabilitéqu'il soit recouvert parunedemi-ellipseestdonnéepar
lescassuivants:
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Naturellement,lescas3 à6 doiventaussivéri�er que �
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. Lesdétailsducalculsont
présentésen annexe A. Nouspouvonsconstaterquecetteexpressionestnotammentplus compliquéeque
celleduparallélépipèdedu fait dela dépendanceentrelescoordonnées.Cecimetenévidencela dif�culté à
dé�nir analytiquementla probabilitéassociéeàdesobjetspluscomplexes.

La �gure 4.12montrecettefonctiondeprobabilitégraphiquementpourle casparticulier � � �

�  �

� �

���

et � � �

� ���

�

 ����

.
Touteslesprobabilitésassociéesauxobjetsprésentésici sontcalculéesdefaçoncontinue.En pratique,

noussommesdansuncadrediscret: unefois la probabilitéobtenue,il estnécessairedeprendredesvaleurs
discrètescorrespondantauxpointscentrauxdela grille detravail. La �gure 4.13montrel'ef fet deceproces-
susdediscrétisation.La courbebleuecontinuemontreun exempled'une fonctionpossiblede probabilité
associéeà l'objet. Plusla maille dediscrétisationestlarge et plus la précisiondansla dé�nition de l'objet
serafaible.Ce point seraimportantdansla miseen œuvrede la méthoded'estimationde l'intensité que
nousproposonset seratraitéplusendétaildansla section5.2.3.
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FIG. 4.12– Exempledeprobabilit� associ�e� unobjetdemi-ellipsed'axesdetaille variableselondesloisuniformes:
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FIG. 4.13 – Exemplesde l'effet de discr�tisation. En continuune fonctionde probabilit� ; en gras et pointill� la
discr�tisation r�alis�e .
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4.3 Conclusions

Dansla caractérisationdesréservoirs, il est très fréquentde rencontrerdesphénomènesnon station-
naires,ainsila distributiondessablesetargilesà l'intérieur duréservoir est,le plussouvent,nonhomogène.
Cettenonstationnaritéesttrèsrapidementmiseenévidencedansl'étudedesproportionsdecesfaciès.En
raisonde l'importante charge d'information géologiquecontenuedansles proportions,il nousa semblé
assezintuitif de les exploiter dansle casdu modèlebooléen.Ainsi les proportionssontutiliséescomme
l'information expérimentaleàpartir delaquellelesparamètresdu modèleserontestimés.

Pourcelail fautd'abordétablirle rapportentrela proportionexpérimentaledu facièsqui seramodélisé
par l'ensemblebooléen,et la probabilitéassociéeau modèlebooléen.Il estpossiblede considérerla pre-
mièrecommeunerégularisationou valeurmoyennede la secondesurun certainsupport.Ainsi, à chaque
blocdela grille correspondunevaleurconstantedela proportion.La premièreapprochequenouspourrions
suivre seraitdeconsidérerchaquebloc commeun modèlebooléenstationnaireet dele traiterindépendam-
mentdesautres.Maiscecimèneàdefauxrésultats,puisquela valeurdela proportiondansunblocnetient
pascompteuniquementdesobjetsqui y germent,maisaussidesobjetsqui germentdanslesblocsadjacents.
La méthodequenousproposonspourétudierle modèlebooléendanscecontexte tient comptedeceteffet
debord.

Le fait d'utiliser lesproportionscommeinformationdansle modèleintroduitdeuxeffetsliés :
– Implicitement,la probabilitépourtoutpointd'un blocdela grille d'apparteniraumodèlebooléenest

considéréecommeconstante.Ceciestfaux,puisqueà l'intérieur d'un mêmebloc lesobjetspeuvent
êtredistribuésnonuniformement,maisceteffet àpetiteéchelleestmasquéparle lissageintroduit lors
ducalculdela proportion.Le problèmeestquele plussouventla matricedeproportionestcalculéeà
partir detrèspeudedonnées,cequi imposeunecontraintetrèsfortesurla régiondereprésentativité
desproportions.

– Le fait d'avoir desvaleursde proportionconstantessur chaquebloc de la grille introduit desdis-
continuitésparfoisimportantesentreun bloc et sesvoisins.Cesdiscontinuitésnesontpasforcément
représentativesdela réalitépuisquela variationdansla présenced'un facièsestle plussouventgra-
duelle.Naturellement,il estpossiblederencontrerdessituationsextrêmes,commela présenced'une
faille, où cettevariationestréellementtrèsbrusque.Il fautalorsétablir jusqu'àquelpoint nouspou-
vonsconsidérerlesproportionscommeindicativesdu comportementdu faciès.

Quantauparamètredu modèlerelatif auxobjets,�
�
, il estdépendantde la formeet la taille de l'objet

choisi.Lesexemplesprésentésont donnéun aperçude la complexité de ce calculmêmedansun castrès
simple(voir lesdemi-ellipsoïdes).Si lesobjetsdeviennentplusréalistes,et doncpluscomplexes,il sepeut
qu'il soit mêmeimpossiblede calculeruneexpressionanalytiquede �

�
. Ce problèmeseratraité dansle

chapitresuivant.
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Chapitr e 5

Inf�r encede l'intensit� de Poisson

L' inf�r enceconsisteà obtenir les paramètresd'un modèleà partir desmesuresexpérimentales.Nous
avonschoisid'utiliser lesproportionsdesfacièscommeinformationpourdéterminerlesdeuxparamètres
du modèlebooléen,lescaractéristiquesdesobjetset l'intensité de Poisson.Dansle chapitresuivant nous
verronsquelle information sur les objetspeut être extraite desdonnées.Le présentchapitrea pour but
l'obtentiondel'intensitédePoissonensupposantquelesobjetssontconnus.

Danscetravail, la nonstationnaritéétudiéeserareproduiteparunedistribution spatialerégionaliséedes
objetsappartenantà unemêmefamille, dont la loi resteraconstantedanstoutela région.Le choix de la
loi desobjetsestprimordialdansce problèmepuisqu'il estpossiblede retrouver la mêmedistribution de
proportionavecpeud'objetsdegrandtailleouavecunnombreimportantd'objetspetits.Eneffet,dufait que
la loi spatialedel'ensemblebooléenestconnueseulementenpartieet qu'elle nedé�nit pascomplètement
l'ensemblealéatoirefermé(section1.2.2),il existeplusieurscouplesintensité- objetqui peuventaboutirau
mêmerésultat,le but �nal étantde restituerlesproportionsdu facièsétudiédanslessimulations.Comme
il a étédéjàprécisé,seulementdeuxfaciès,celui modélisépar le modèlebooléen,et soncomplémentaire
serontconsidérés.

5.1 Méthodededéconvolution pour l'obtention de l'intensité

La méthodedéveloppéedansce travail a étéinitialementproposéeà 1D verticalementpar Schmittet
Beucher(1997).Elle estbaséesur la propriétéfondamentaledu modèlebooléen(section3.2.1)qui lie la
capacitéde Choquetde l'ensemblebooléenà l'intensité de Poissonet à la capacitéde Choquetdu grain
primaire(eq.3.4)).Si l'ensemblecompact� estréduità un point, la capacitédeChoquetdu modèleet du
graindeviennentdesprobabilitésponctuelles.Souscetteconditionetsi lesobjetssontindépendantsdeleur
position,l'équationfondamentalepeuts'exprimersousformed'uneconvolution :

�

�

�

�

	

� �

�

� 


���

	

� 	 � � (5.1)

Nousavonsétabli dansla section4.1 le lien entreles donnéesdisponibles,la proportiondu facièsà
modéliser, et la probabilitéponctuelleassociéeaumodèle.Si, enplusdesproportions,lescaractéristiques
desobjetset donc �

� sontconnues,il estalorspossibled'obtenir l'intensitédePoissondu modèleà l'aide
d'un processusde déconvolution. Nousproposons,pour résoudrece problème,uneméthodeclassiqueen
traitementdusignal,le �ltre deWiener, qui estdétailléeparla suite.
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5.1.1 Filtr ededéconvolution : ®ltr e deWiener

L'intensitépeutêtreinféréeà partir desproportionsparuneprocédurededéconvolution du logarithme
de �

�

�

�

etd'unecertainefonctioninversede � �

�

�

�

. Le processusdedéconvolution estunproblèmecourant
dansle domainedela théoriedu signal.Nousnousservironsdetechniquestrèsélémentairesdecedomaine
pourrésoudrenotreproblème.

L'opérationde déconvolution estdif�cile à réaliserdansle domaineréel,maisen appliquantle théo-
r�me deconvolution(voir annexe B) elleestimmédiatedansl'espacedesfréquences.Il fautdonctravailler
dansle domainedestransforméesde Fourier. Les transforméesde Fourier ne sont,en dé�niti ve, quedes
transformationsdesvariablesen termesde fréquences(annexe C). Danscetteapproche,les variablesim-
pliquéessontconsidéréescommele résultatd'une superpositiondesfonctionssinusoïdalesde différentes
fréquences,dontchacuned'elles transmetunepartiedel'information relative à la variableenquestion.Les
transforméesdeFourierdonnentla décompositiondecesvariablesenleursfréquencescaractéristiques.Ty-
piquement,les composantesde bassesfréquencestransmettentl'information relative à la grandeéchelle,
commela formegénéraledela courbedeproportions,et lescomposantesdehautefréquencetransmettent
l'information relative auxpetiteséchelles.

Dansl'équationquenousessayonsderésoudre(eq.5.1)lesdonnéessont� et �
�

et l'inconnueest � . Par
soucidesimpli�cation nousréalisonsun changementdevariable:
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(5.2)

Il fautalorschercherunefonction � telleque,appliquéeàla convolution,ellerendel'intensitécherchée:
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(5.3)

En prenantla transforméedeFourier(notéeTF) del'equation(5.3):
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Dansle domainedesfréquences,la fonctioncherchéeest:
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��� � (5.4)

appeléele �ltr e inversedansle domainedela théoriedusignal.L'intensitécherchéeestdonc:
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Maiscetteexpressionn'estdé�nie quesi �

�
�

�����

�

	

�

. Enparticulier, il apparaîtdesproblèmesd'instabi-
lité quand �

� �

��� �

prenddesvaleurstrèsfaiblespourcertainesfréquenceset fait diverger la fonction
�

� . Une
méthodepour stabilisercetteopérationestd'appliquerun �ltr e de Wiener, uneméthodeclassiquede la
théoriedusignalet enanalysed'images(GonzálezetWoods,1992; Pratt,1978).

Dansle cadrede la théoriedu signal,ce �ltre a pourbut de séparerdeuxsignauxaléatoireséventuel-
lementen présenced'un bruit. Pournotreapplication,nousallonsconsidérerquela convolution (eq.5.2)
estaffectéeparun bruit, 	

�

�

�

, quel'on va supposeradditif et noncorréléavecl'intensitéquel'on cherche
à calculer. Cettethéoriesupposeuneconnaissancea priori descaractéristiquesstatistiquesdu bruit : elle
considèrequele bruit estuneréalisationd'un processusstochastiquedemoyenneet densitéspectrale( �

�
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de son autocorrélation)connues.Commepremièreapproximation,noussupposeronsque le bruit est de
moyennenulleetdedensitéspectraleconstante: il s'agîtdoncd'un bruit blanc.

Danscettesituationlesproportionss'expriment,à travers �

�

�

�

, par:
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(5.6)

Le �ltr edeWiener (voir Réfrégier, 1993etRéfrégier, 1994)estla fonction � qui, selonleshypothèses
déjàmentionnées,minimisel'écart quadratiquemoyenentrela fonctioncherchée,� �

�
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, et sonestimation,
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Il fautnoterque,seloncesexpressions,nousallonstrouver un estimateurnonpasdel'intensité � mais
d'une certainefonction �

� quel'on supposeratrèsprochede � . Pourcela,le bruit considérédoit êtretrès
faible.Dansla sectionsuivantenousdétaillonsla signi�cation du bruit et sesimplications.Le bruit, dans
cetteapproche,estconsidérésimplementcommeun artefactmathématiquepourstabiliserl'expression5.5.
Nousallonsnoterdésormais�

� et
�

�

� comme� et
�

� respectivementpoursimpli�er la notation.

Le processuspeutdoncs'écrire:
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(5.7)

Cetteéquationdevient,dansle domainedeFourier:
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et la fonctioncherchéeest:
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où �
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estlacomplexeconjuguéede �

�	�

��� �

et �

 


, �
� � représentent,respectivement,lesdensitésspectrales

del'intensitéduprocessusdePoissonetdubruit.Danscetteextensiondu�ltre deWiener, il estsupposéque
l'intensité cherchéeestaussiuneréalisationd'un processusstochastiquede densitéspectraleet moyenne
connues.En généralcette information n'est pasdisponible.Alors dansune premièreapproximation,le
rapport
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��� �

estconsidéréconstantet le pluspetit possiblecomparéà l'autre termedu
dénominateurdefaçonàserapprocherdu �ltre inverse(5.5).

La démonstrationdel'obtentiondel'expression5.8estprésentéedansl'annexe D.

5.1.2 Inter prétation du bruit - Paramètre ��
����

Nousavonsvu, dansla sectionprécédente,ques'il n'y avait pasdeproblèmesdedivergence,le �ltre
inverse(eq.5.5)nouspermettaitderecupérerexactementl'intensitédePoisson(«intensitéréelle»)à partir
desproportions.Or, le fait quele terme �

�
�

��� �

puisseprendredesvaleurstrèsfaiblesou nullesnousmèneà
introduireun facteurdestabilisation.Pourcela,nousavonssupposéquela convolution qui lie lespropor-
tionsà l'intensitédePoissonet auxgrainsprimaires(eq.5.2)estaffectéed'un bruit.
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Dansnotreapproche,le bruit n'estqu'un artefactmathématiquestabilisateuret il a étépris commeun
bruit blancnoncorréléavec l'intensité quel'on chercheà estimer. Il estsupposéfairepartieintégrantede
l'information contenuedanslesproportions,donconconsidèrequelesproportionssontlégèrementbruitées.
De plus,puisquele but �nal estd'obtenir uneestimationla plusprochepossiblede l'«intensitéréelle»,ce
bruit doit êtrele plusfaiblepossible.

Le bruit estintroduit à traversle facteur
�������

	

� � �

��� �

� � 
 


��� �

, commeil apparaîtdansl'expression
5.8. Ce termereprésentele rapportbruit sur signalet donneune idéede la quantitéde bruit présentpar
rapportà la fonctioncherchée.Pluscetermeestimportantet plusla variableinitiale estbruitée.Engénéral

�

estunefonctionde la fréquence: le bruit peutêtreplus importantà certainesfréquencesqu'à d'autres.
En théoriedu signal,il esttrèscourantdeconsidérer

�

commeconstantquandil n'y a pas,a priori, d'in-
formationstatistiquedisponiblesurla variablecherchée.Cettehypothèsepeutêtreaussiadoptéedansnotre
application.

Mais,quellevaleurfaut-il assignerà
�

?Enpratiqueelleseraprisearbitrairementtrèsfaible.Lestestsde
sensibilitéprésentésdansla sectionsuivantedonnerontuneidéedesvaleursqueceparamètrepeutprendre.

Nousavonssupposéquele bruit était contenudansl'information desproportions.Dansuneautreap-
procheil seraitenvisageablede l'associerà l' incertitudedanscesproportions. En effet, dansle chapitre
précédent,on a établi le rapportentrela probabilitéassociéeaumodèleet lesproportionsexpérimentales.
Cesdernièressontdesrégulariséesdesprobabilitéssurun certainsupport.Le bruit pourraitdoncêtrelié à
l'erreur de régularisationet à l'incertitude avec laquellelesproportionssontconnues.Danscecasl'hypo-
thèsedebruit blancnoncorréléneseraitplusvalablepuisquele bruit seraitprobablementlié à la structure
desproportionset donc,à l'intensité. Malheureusement,cesincertitudessur les proportionset le support
de régularisationsontinaccessibleset l'analysede la structuredu bruit devient impossible.Cependant,en
géostatistique,si cesupportestconnu,soneffet pourraitêtreestimé,ainsiquel'évaluationdel'incertitude
danslesestimationssi l'on connaitle processusd'estimationsuivi. Il seraitalorspossibledefairedeshypo-
thèsessurla naturedu bruit contenudanslesproportionset intégrercelui-ci dansl'estimationdel'intensité
dePoisson.

D'un autrecôté,c'est le param�tre
�

qui nousintéressedanscetteapproche.Il représentele rapport
entreles transforméesdeFourierdesautocorrélationsdu bruit et de l'intensité quel'on chercheà estimer.
Puisquetantle bruit quel'intensitésontdesvariablesaléatoires,

�

peutêtreinterprétéeendé�niti vecomme
le rapportentrelestransforméesdeFourierdescovariancesnoncentréesdu bruit et del'intensité.En effet,
l'autocorrélationdel'intensitépeuts'exprimerpar:
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etsacovariancenoncentréepar:
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Le lien entrel'une et l'autre estimmédiatet il enestdemêmepourle bruit.
Pourdéterminer

�

, si le bruit estconnuou du moinspeutêtremodélisé,il faut pouvoir encoredéter-
minerla structurespatialedel'intensité.Pourcelanouspouvonsnousservirdela proportion.Celle-cipeut
êtreinterprétéecommele résultatd'unemoyenneglissanteetéventuellementpondérée(voir eq.5.2)surun
supportcorrespondantà l'objet, à travers�

� . Uneestimationdela covariancenoncentréede � pourraitdonc
êtreobtenueàpartir del'analysede �

�

�

�

si l'impact del'ef fet desupportderégularisationestconnu.
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La différenceentrelesdeuxapprochesrésidedansle fait quedansla première(le bruit estun artefact)
nousconsidéronsquelesproportionssont«correctes»et cherchonsà lesrécupérerle plus�dèlementpos-
sibledanslessimulations.Dansla seconde,oùlebruitestlié àl'incertitudesurlesproportions,noussommes
intéressésànepasle retrouver danslessimulations.Ainsi, si l'erreur danslesproportionsestconnue,cette
méthodededéconvolution nouspermettraitd'en tenir comptedansle modèle.

Nousavonschoisi de suivre la premièreméthode,trèsfacile à mettreen œuvreet qui ne requiertpas
d'hypothèsessur les statistiquesde l'intensité et du bruit. Par ailleurs,elle s'est avéréedonnerde bons
résultats.Cependant,il seraitintéressantderéaliseruneanalyseplus �ne de l'impact dansle processusde
déconvolution d'une connaissancede la structurede l'intensité, en �xant desmodèlesde covariancepour
cetteintensité,ou enmodélisantcettecovarianceàpartir decelledela proportioninitiale.

5.1.3 Étude desensibilité

Danscettesectionnousétudionsl'impact sur le résultatde déconvolution de chacundesparamètres
impliqués: lesproportions,le choix de l'objet et le termestabilisateur

�

. Pourcecidesexemplesélémen-
tairesà 1D serontétudiés.Le processussuivi dansl'étude de sensibilitéest le suivant : pour unecourbe
de proportion,appeléeproportion initiale, unefamille d'objetsdé�nie à travers � � et unevaleurde

�

, on
appliquele processusdedéconvolution décritplushautpourobtenirla courbed'intensité.Puis,pourtester
la qualitédu résultatobtenu,le processusdeconvolution directe(expression5.2)estutilisé avecl'intensité
calculée; ensuite,le résultat,dénomméproportionestimée, estcomparéaveclesproportionsinitiales.L'in-
tensitécalculéeparnotreméthodeserad'autantmieuxestiméequelesproportionsinitiale et estiméesont
proches.

Nousallonsdistinguerl' intensitémathématique, c'est-à-direle résultatobtenupar déconvolution, de
l' intensitéde Poisson, en tant queparamètredu modèlebooléen.Nousverronspar la suitequecesdeux
termesnesontpaséquivalentspuisquecertainesdesvaleursmathématiquesobtenues,notammentlesvaleurs
négatives,nesontpasinterprétablesentermesd'une intensitédePoisson.Le traitementdecesvaleursfera
le sujetdela section5.2.Danscettesectionnousnousintéressonsàl'analyseduprocessusdedéconvolution
et doncà l'intensitémathématique.

5.1.3.1 Sensibilit� aux proportions initiales

Dans la sectionprécédentenousavons vu que les proportions,à travers la relation de convolution,
peuventêtreinterprétéescommele résultatd'unemoyenneglissanteetpondéréedel'intensitésurunsupport
correspondantà l'objet, i.e. le supportde convolution �

� . Il estfacilede supposerquesi la proportionest
trèslisse,l'intensitéqui l'a généréedoit êtreaussi,apriori, relativementlisse.À l'in verse,si lesproportions
présententdesvariationsimportantesà petiteéchelle,cecidoit sere�éter dansl'intensité.A priori, on peut
penserquela proportionet l'intensitépartagentla mêmestructurespatialeauchangementdesupportprès.

Pouranalyserle lien entrela proportionet l'intensité,deuxproportionsont ététestées: uneassezlisse
(variationsà grandeéchelle)et unetrèsvariableà petiteéchelle.L'objet et le paramètre

�

sontlesmêmes
danslesdeuxcas:

– Objet: segmentdelongueurconstanteégaleà2.5m;
–

�

	

�




�����

Pourun mêmeobjet,l'intensitérésultanteesttrèsdifférenteselonle typedeproportioninitiale (�gures
5.1et5.2).Quandcelle-ciestplusoumoinslisse(�g.5.1), sansvariationsimportantesàpetiteéchelle(plus
petitesquela taille dugrain,parexemple),l'intensitéprésentele mêmecomportementà l'échelleduchamp
detravail, avecplusdevariationsà faiblelongueurd'onde.
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Quandla proportionde départprésentedesvariationsimportantesà petiteéchelle(�g. 5.2) l'intensité
résultantene ressembleplus à la proportionet présentedesvariationspériodiquesd'une longueurd'onde
correspondantà la taille del'objet. Cephénomèneestdû,commenousallonsle voir parla suite,aurapport
entrela proportioninitiale et l'objet, ou,plusprécisement,à l'adaptabilitédel'objet à l'échelledevariabilité
desproportions.
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FIG. 5.1– Proportioninitiale peuvariable. Envert pointill� la proportionestim�e.
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FIG. 5.2– Proportioninitiale tr�s variable. Envert pointill� la proportionestim�e.
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Cesimpletesta montréque,pourunemêmefamille d'objets,desproportionsà faiblesvaleurset for-
tementvariablesà petiteéchelleinduisentdesintensitésavecdesvaleursnégativestrèsimportanteset une
composantedepériodeégaleà la taille del'objet. La différenceentrela proportioninitiale et la proportion
estiméeestplusimportante( �

�




�

� envaleurabsoluemoyenne)quedansle casoù la proportioninitiale est
peuvariable( �

�

).

5.1.3.2 Sensibilit� à l'objet

Pour testerl'in�uence du choix de l'objet, on utilise uneproportioninitiale lisseet unevaleurde
�

faible (0.005).De cettefaçonseuleslesvariationsduesà � � sontprisesen compte.Nousavonschoiside
testerdeuxfamillesd'objetsdifférentes: dessegmentsdontla taille resteconstanteetdessegmentsdetaille
variableselonuneloi uniforme.Lesprobabilités� � associéesà cesdeuxfamillessontreprésentéesdansla
�gure 5.3.Desobjetsdetaillesdifférentessonttestéspourchaquecas.
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FIG. 5.3– Probabilit�s associ�esauxdeuxfamillesd'objetsutilis�es. À gauche, dessegmentsdetaille constante
 .
À droite, dessegmentsdetaille variableal�atoir emententre 


� et 


� selonuneloi uniforme: 
 
 ��� ���
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�

.

Dansle casoù les objetssontde taille constante(Cas1 : �g. 5.4) pour destailles petitespar rapport
à la taille du champ(casa, b, c), l'intensitémathématiqueobtenuere�ète lescaractéristiquesgénéralesde
la proportionet la présencedesvaleursnégativesestfaible.Le nombredevaleursnégatives,ainsiqueles
valeurselles-mêmes,augmententaufur etàmesurequela taille augmente,spécialementàpartirde �

	

�

m
etla formegénéraledel'intensités'éloignedeplusenplusdecelledela proportion.Cependant,la courbede
proportionestimée(envertpointillé dansles�gures) est,danstouslescas,trèsprocheoupresqueidentique
à la proportioninitiale, saufpourleseffetsdebordqui sontplusimportantspourlesobjetsplusgrands.

Le deuxièmecas(�g. 5.5) concernedesgrainsdetaille variableselondeslois uniformes.Cetteloi est
plus �e xible quela précédente,dansle sensoù elle autorisel'introduction de grainsplusgrandssansque
l'intensitérésultantesoit affectéeparuneaugmentationdesvaleursnégatives.

L'analysedesrésultatsobtenusestprésentéeà la �gure 5.6.Nousregardonsd'un côtéla ressemblance
entrelesproportionsinitiale et estiméeet del'autre côté,lesvaleursnégativesdel'intensitémathématique
puisqu'ellesont unesigni�cation particulière.En effet, l'implantationd'un objetdansun point del'espace
aun impactsurunvoisinagedontla taille dépenddesdimensionsdu grain.Ainsi, la proportionenun point
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FIG. 5.4– Cas1 : Intensit� math�matiqueet proportionsinitiales (enbleu)et estim�es(enpointill� vert).Lesobjets
sontdetaille constante
 danschaquecas.Le param�tre � estconstantet �gal � ��� ����� .
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FIG. 5.5– Cas2 : Intensit� math�matiqueet proportionsinitiales (enbleu)et estim�es(enpointill� vert).Lesobjets
sontdetaille variableselondeslois uniformes.Le param�tre � estconstantet �gale � ��� ����� .
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tientcomptedetouslesobjetsqui ontgermédanssonvoisinage.Supposonsquela proportiondansunpoint
� � estfaibleet quelesproportionsautourdecepoint sontplusimportantes.Pourrespecterlesproportions
fortes,il seranécessaired'implanterbeaucoupd'objetsdanscespoints(intensitéfortementpositive), mais
celasetraduiraparun«excès»deproportionen � � . Pourcompenserceteffet, il faudraéliminerdesobjets:
la valeurdel'intensitéen �	� seranégative. Ceteffet estd'autantplusmarquéquelesobjetssontgrandset
la proportionvariable,puisquele domained'in�uence desobjetsesttrèsimportantet qu'ils nepeuventpas
reproduirela variabilitéde la proportion.On dira alorsquel'objet n'est pas«adapté»aux proportions,et
l'intensitéprésenteradesvaleursnégativesimportantes.

La �gure 5.6(a)montrel'évolution,enfonctiondela taillemoyennedel'objet, dela présencedesvaleurs
négatives,expriméeenpourcentagesurle nombretotal depoints.Cepourcentageaugmente,pourlesdeux
famillesd'objets,avecla taille moyennedu grain.Cetteaugmentationestassezrapide: elle peutpasserde

�

���

pourun segmentde � 


�

m detaille moyenneà �

� ���

pourun segmentde
�

m detaille moyenne.Si
la taille del'objet seréduità 0 m, i.e. l'objet estréduità un point, l'intensitémathématiquerésultantesera
identiqueà la proportioninitiale, doncsanspointsnégatifs.Dansnotreapplication,cependant,les objets
auronttoujoursunecertainetaille parfoisassezimportante.

Cerésultatestgénéralpourtoutecourbedeproportioninitiale.D'autrestestsavecuneproportioninitiale
trèsvariableàpetiteéchelleontmontréquele nombredevaleursnégativesdansle résultatdela déconvolu-
tion augmenterapidementavecla taille desgrains.

La valeurmoyennedecesvaleursnégatives(�g. 5.6(b))tendà diminueravec la taille desobjets.Ceci
veutdirequequandla taille desgrainsaugmente,ceux-cisontdoncdemoinsenmoinsadaptésà la propor-
tion initiale et l'intensité mathématiquenon seulementprésentede plus enplus de valeursnégativesmais
cesvaleurssontplus importantesen valeurabsolue.Cet effet estmoinsmarquédansle casoù les grains
sontdetaille variable.

La valeurmoyenneexpérimentaledel'intensitédiminueavecla taille del'objet (�g. 5.6(c)).End'autres
termes,pouruneproportiondonnée,il fautpeud'objetsdansla simulationquandceux-cisontgrands.

Pour�nir , la différencemoyenne,envaleurabsolue,entrela proportioninitiale et la proportionestimée
estreprésentéeà la �gure 5.6(d).Pourle casoù les objetssontde taille constante,il apparaîtquela pro-
portionestiméeavecl'intensitémathématiques'éloigned'autantplusdela proportioninitiale quelesobjets
sontgrands.Cependant,cettedifférenceestminime,del'ordre de

���

)

� , etestdueprincipalementauxeffets
debords(voir �g. 5.4).Dansle casoù la taille desobjetssuit uneloi uniforme,la différencemoyenneentre
lesdeuxproportionsestpratiquementnulle.

Cetestamontréque,pouruncoupleproportion- objetquelconque,nouspouvonscalculeruneintensité
mathématiquequi nouspermetdereconstruirela proportioninitiale presqueexactement.Cependantl'inten-
sitéprésentele plussouventdesvaleursnégativesqui peuventêtretrèsimportantes,notammentquandles
objetsnesontpas«adaptés»àla proportioninitiale.Cesvaleursnesontpasacceptablescommeintensitéde
Poissonqui est,pardé�nition, strictementpositive ounulle.

5.1.3.3 Sensibilit� au paramètre
�

Nousallonsétudierici l'in�uence sur le processusde déconvolution de la valeurchoisiepour le pa-
ramètre

�

. Lestestsseronteffectuéssur lesdeuxcourbesdeproportionutiliséesprécedemment,l'une peu
variableet l'autre trèsvariableàpetiteéchelle.Seulesdesfamillesd'objetsàtaille constanteserontutilisées.
Quatrecassontanalysés:

– Cas1 : La proportionestpeuvariableet l'objet estdetaille constanteégaleà2.5m.
– Cas2 : La proportionestpeuvariableet l'objet estdetaille constanteégaleà5.0m.
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– Cas3 : La proportionesttrèsvariableet l'objet estdetaille constanteégaleà2.5m.
– Cas4 : La proportionesttrèsvariableet l'objet estdetaille constanteégaleà1.5m.

Les�gures 5.7à5.10montrentcesexemplespourdifférentesvaleursduparamètre
�

. Danschacunede
ces�gures sontreprésentéesla proportiondedépart,i.e. lesdonnées,et la probabilitéassociéeà l'objet � �

(�gure indecée(a)).Les�gures (b)à(f) montrent,pourdesvaleursdifférentesde
�

, l'intensitémathématique
obtenueet la proportionestiméecorrespondante(lignesdetraitsverts).

De façongénérale,pouruneproportionet un objetdonnés,l'augmentationde la valeurde
�

setraduit
par l'obtentiond'une intensitédeplusenplus lisse,avecuneplus faibleprésencedevaleursnégatives.Le
fait de prendredesvaleursfortesde

�

, doncdu rapportbruit sur signal,implique,selonnotrehypothèse,
qu'unepartieimportantedel'information contenuedansla proportioninitiale estdueaubruit etelleest,en
conséquence,�ltrée dansle processusdedéconvolution.Pourcetteraison,quand

�

augmente,la proportion
estiméeseradeplusenpluséloignéedesdonnéesdedépart.Puisquepourle momentnousnousintéressons
à respecterautantquepossibleles donnéesde départ,la valeurde

�

doit alorsêtrela plus petitepossible
mais,dansquellefourchettedevaleurs? Nousavonstestédifférentesvaleursde

�

, choisiesarbitrairement,
pouravoir uneidéedel'ordre degrandeurdeceparamètre.

Une proportionpeuvariable(cas1, �g. 5.7, et cas2, �g. 5.8) nouspermetd'utiliser desvaleursde
�

dansunefourchetterelativementlarge,entre0.005et1, toutenrespectantla proportioninitiale (la différence
moyenneentrela proportioninitiale et la proportionestiméeestdemoinsde0.01).

Dansle casd'une proportiontrèsvariableà petiteéchelle(cas3 et 4, �g. 5.9 et 5.10respectivement)
la fourchettedesvaleursestplusrestreinte,entre0.005et 0.1, la différenceentrelesproportionsinitiale et
estiméeaugmentantrapidement.

Lesobjetsinterviennentaussidansla déterminationdela fourchettedesvaleursde
�

appropriées.Dans
le casd'objetsdepetitetaille (cas1 et 4), la différenceentrela proportioninitiale et la proportionestimée
augmentetrèsrapidementavec

�

: dansle cas1, cettedifférencepassede moinsde 0.008pour
�

	

�

à
0.055pour

�

	

���

; dansle cas4, la différencepassede0.02à 0.085pour la mêmefourchettedevaleurs
de

�

. Parcontre,lescasavecdesobjetsdegrandetaille (cas2 et3) semontrentplusstablesparrapportaux
changementsde

�

: si celui-ci varieentre1 et 10,parexemple,la différenceentrelesproportionsinitiale et
estiméeaugmentede0.004à moinsde0.02pour le cas2 et de0.043à 0.062pour le cas3. Danstousles
cas,si

�

prenddesvaleursinférieuresà1 cettedifférenceesttoujoursplusfaible.
Il faut signalerquele fait de considérerun objet commegrandou petit dépendde la proportionà la-

quelleil estassocié: si la taille del'objet estplusgrandequel'échelledevariabilitédela proportion,alors
il estconsidérécommegrandet inversements'il estpluspetit.Ainsi le segmentdelongueur� 


�

m estgrand
quandla proportionesttrèsvariable(cas3) etpetit quandla proportionesttrèslisse(cas2).

Lesgraphiquesde la �gure 5.11résumentles résultatsdecetest.Danslesquatrecasétudiés,le pour-
centagedesvaleursnégativestendà diminueravec

�

(�g. 5.11(a)).Cettediminutionestplusévidentepour
lescas3 et 4, correspondantà la proportiontrèsvariable.Pouruneproportiondonnée,à

�

�xé faible(
�

�

)
le pourcentagedevaleursnégativesestplusélevé si lesobjetssontgrands.Quand

�

estgrand(
�

	

���

), le
pourcentagedevaleursnégativesdanstouslescastendàsestabiliserautourde

� � ��� �

.
La valeurmoyennedesvaleursnégativesde l'intensité (�g. 5.11(b))serapprochede

�

quand
�

aug-
mente,c'est-à-direqueles valeursnégatives tendentnon seulementà diminueren nombremaisaussien
valeur. Cet effet estaussiplus visible pour les cas3 et 4 (proportiontrèsvariable).À

�

faible (
� �

), les
valeursnégativessonttrèsimportantesdanscesdeuxcas,avec unemoyennequi peutêtrepluspetiteque

� �




� �

, donctrèsimportanteparrapportà la valeurmoyenneglobaledel'intensitémathématique,qui estde
l'ordre de

���

)  . Danslescas1 et 2 (proportionpeuvariable),la moyennedesvaleursnégativesresteassez
stableettrèsprochede

�

. Quand
�

	

���

, la moyennedesvaleursnégativesestpratiquementnulle,montrant
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(a) Cas1 : Proportioninitiale et probabilité
associéeà l'objet
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FIG. 5.7– Cas1 : Intensit� math�matiqueetproportionsinitiales(enbleu)etestim�es(enpointill� vert).La propor-
tion initiale estpeuvariableet l'objet utilis� estdetaille verticaleconstante�gale � 2.5m.
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(a) Cas2 : Proportioninitiale et probabilité
associéeà l'objet
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FIG. 5.8– Cas2 : Intensit� math�matiqueetproportionsinitiales(enbleu)etestim�es(enpointill� vert).La propor-
tion initiale estpeuvariableet l'objet utilis� estdetaille verticaleconstante�gale � 5 m.
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(a) Cas3 : Proportioninitiale et probabilité
associéeà l'objet
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FIG. 5.9– Cas3 : Intensit� math�matiqueetproportionsinitiales(enbleu)etestim�es(enpointill� vert).La propor-
tion initiale esttr�s variableet l'objet utilis� estdetaille verticaleconstante�gale � 2.5m.
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(a) Cas4 : Proportioninitiale et probabilité
associéeà l'objet
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FIG. 5.10 – Cas 4 : Intensit� math�matiqueet proportionsinitiales (en bleu) et estim�es(en pointill� vert). La
proportioninitiale esttr�s variableet l'objet utilis� estdetaille verticaleconstante�gale � 1.5m.
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FIG. 5.11– R�sum� desstatistiquesenfonctionde � .
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quelesvaleursnégativessontàpeinereprésentatives.

La moyennede l'intensité mathématique(�g. 5.11(c))obtenuediminueaufur et à mesureque
�

aug-
mente,avecunetendanceà serapprocherdanstouslescaspour

�

trèsgrand.Celamontrela perted'infor-
mationremarquéeauparavant : enaugmentant

�

, on supposequelesproportionsinitialessontaffectéspar
un bruit de plus en plus importantet qui va être�ltré lors du processusde déconvolution. Celasere�ète
aussidansle graphique5.11(d)puisquela différenceentrela proportioninitiale et la proportionestimée
avecl'intensitéestdeplusenplusgrandequand

�

augmente.

Le fait d'augmenter
�

fait diminuerennombreet envaleurlespointsnégatifsdel'intensité mathéma-
tiqueet,enmêmetemps,perdredel'information contenuedansla proportioninitiale. Si cetteinformation,
etdoncle bruit, esteffectivementrelativeàl'erreurdesproportions,alorsnoussommescapablesdela �ltrer
et denepasla reproduiredansle modèle.Le problèmeestquenousnesommespascapablesdequanti�er
le bruit et il est�xé arbitrairementà travers

�

. Ainsi, nousavonschoisidele considérercommetrèsfaible
defaçonà récupérerlesproportionsinitialesdefaçonsatisfaisante.

5.1.3.4 Conclusions

Lestroisparamètresqui interviennentdansle processusdedéconvolution sontla proportioninitiale, les
caractéristiquesde l'objet et le paramètre

�

, i.e., le rapportbruit sur signal.Ceparamètre
�

représentela
quantitédebruit contenudanslesproportionsinitiales.Lorsdestestsdesensibilitédela méthodeàcestrois
paramètresnousavonspumettreenévidencelesconclusionssuivantes:

– Pourtout coupleproportioninitiale - objetet pourdesvaleursfaiblesde
�

, il estpossibled'obtenir
par le processusde déconvolution uneintensitémathématiquequi respectepresqueexactementles
proportionsinitiales.

– Le nombredepointsàvaleurnégativedansl'intensitémathématiqueaugmenteavecla taille dugrain,
pour uneproportioninitiale donnée.Cesvaleursdeviennenten mêmetempsde plus en plus fortes.
Ceteffet estplus importantquandlesobjetssontdetaille constante.Cettefamille est,danscesens,
pluscontraignantequecellequi autorisedestaillesdifférentes.En général,pluslesobjetssontpetits
etmoinsil y adevaleursnégativesdansl'intensitémathématique.

– À objetet
�

�xés, il y amoinsdevaleursnégativesd'intensitépourdesproportionspeuvariablesque
pourdesproportionstrèsvariablesà petiteéchelle.

– Danstous les cas,desvaleursfortesde
�

induisentune intensitétrès lisse avec moinsde valeurs
négativesetàplusfaiblevaleurabsolue,maisnegarantissentpasla nonexistencedecesvaleurs.

– Uneaugmentationde
�

implique,parhypothèse,quela proportioninitiale contientde plus en plus
de bruit. Ce bruit est �ltré dansle processusde déconvolution. Le problèmeestque,en l'absence
d'autresinformations,noussommescontraintsde choisir ce bruit arbitrairement.De ce fait, nous
avonssupposé,dansun premiertemps,quelesdonnéesdisponiblessontsanserreuret la valeurde

�

utilisée,bienquearbitrairementchoisie,doit êtretrèsfaiblepourrecupérerla proportioninitiale.

Les valeursnégativesde l'intensité mathématique,parfois trèsforteset en grandnombre,ne peuvent
pasêtre interprétéesen termed'intensitéde Poisson,qui estpar dé�nition strictementpositive ou nulle.
Cesvaleursapparaissentprincipalementquandlesobjetssonttrop grandspourreproduirela variabilitéde
la proportion.Il estdoncnécessairede corriger le résultatde la déconvolution. Dansla sectionsuivante,
dédiéeaux aspectspratiquesde la miseen œuvrede la méthodede déconvolution proposée,ce problème
seraétudié.
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5.2 Aspectspratiques

Cettesectionestconsacréeauxaspectspratiquesconcernantla miseenœuvredela méthoded'inférence
proposée.Plusieurspointsvont êtreanalysés: la dé�nition du domainedecalcul,la correctiondesvaleurs
négativesdel'intensitémathématiqueetla déterminationdunombred'objetsàintroduiredansla simulation.
Unedescriptionrapidedu logiciel mettantenœuvrecetteméthodeestprésentéedansl'annexe E.

5.2.1 Traitement desvaleursnégativesde l'intensité

La méthodeproposéepour inférer l'intensité de Poissonestbaséesur un processuspurementmathé-
matique.Ce processus,tel qu'il a étédéveloppéici, ne tient pascomptedu fait quel'intensité (le nombre
moyendepointsdePoissonàsimulerparunitédevolume)prenddesvaleursstrictementpositivesounulles.
De ce fait, il estcourantd'obtenir desintensitésà valeursnégativesqui peuvent êtreassezimportanteset
qui ne peuvent pasêtreinterprétéescommeuneintensitéde Poisson.Cesvaleursnégativesdoivent donc
êtrecorrigées.Pluslesvaleursnégativessontimportanteset plus la correctionà faireseragrande,avec,en
conséquence,uneperted'information et de �abilité dansles résultats.Cette�abilité seramesuréepar la
similitudeentrela proportioninitiale et la proportion«estimée»aprèscorrection(proportioncorrigée).

Mais, tout d'abord,quesigni�e la présencede valeursnégatives d'intensité? Si les proportionspré-
sententdesvariationsà petiteéchelle,l'implantation d'objets qui recouvrentunerégionplus grandeque
cetteéchelledevariationnepermettrapasderespectercetteproportion.Le «lissage»del'intensitéparl'ob-
jet lors dela convolution esttrop fort pourrestituerla variabilitédesproportions.Pourcompenserceteffet
il faut,mathématiquement,enlever desobjetsdansle voisinage.Cecisetraduitpar la présencedevaleurs
négativesdansle résultatdedéconvolutionqui doiventêtreéliminéespourpouvoir interprétercetteintensité
«mathématique»commeuneintensitédePoisson.

Dansla sectionprécédenteil a étémontréqu'uneaugmentationde la valeurdu paramètre
�

implique
uneréductionsigni�cativedesvaleursnégatives.Il aétédoncenvisagéd'utiliser ceparamètrepouréliminer
cesvaleurs.Cependant,l'augmentationde ce paramètreentraîneuneréductionde l'information despro-
portionsqui serarestituée.L'intensitémathématiqueselissedoncsigni�cativementenréduisantlesvaleurs
négativesmaisenéloignant,enmêmetemps,la proportionestiméedesdonnéesinitiales.Deplus,pourune
valeurdonnéede

�

, il n'y apasdegarantiedela complètedisparitiondecesvaleursnégatives.La dif�culté
àcontrôlercesvaleursparceparamètrerésidedansle fait quele bruit estdif�cile àinterpréteretàmodéliser
en termesd'erreurd'estimationde la proportionou d'erreurdemesure,puisquenousnedisposonspasde
cetteinformation.Le but decetravail étantalorsd'obteniruneintensitéqui puissereproduirelesproportions
initialesle plus�dèlementpossible,nousnepouvonspasaugmentersavaleurarbitrairementsansrisquede
perdred'informationsigni�cative.Le paramètre

�

estdonc�xé àunevaleurarbitrairetrèsfaible.

Outrelesconsidérationssur
�

, plusieursoptionsontététestéespouréliminercesvaleursnégatives.Nous
avonsvu précédemmentquele résultatobtenupar déconvolution estmathématiquementcorrectpuisqu'il
nousrendpresqueexactementla proportioninitiale. Ainsi, pour évaluerles différentesoptionsproposées
nouscomparonsla proportionestimée,renduepar l'intensité mathématique,avec la proportion corrigée,
renduepar l'intensité corrigéeparchaqueméthode.De plus,nousallonsaussicomparerla valeurde l'in-
tégralede chacunedesintensitéssur tout le volume(tableau5.1).Cettevaleurest liée au nombremoyen
d'objetsqu'il faudraintroduiredansla simulation.Parla suitenousappeleronscettevaleurintensitéglobale.

Les exemplesutiliséspour illustrer les différentesapprochesde correctionsontconstruitsà 1D avec
unemêmecourbede proportionset unefamille d'objetsde longueurconstanteégaleà 4 m, assezgrands
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parrapportaudomaine( � �

�

m). Nous�xons
�

	

�




�����

dansle processusdedéconvolution. L'intensité
mathématiqueobtenueestdonc identiquedanstous les caset l'intensité corrigéevarie selonl'approche
utilisée.Les �gures 5.12(a)à 5.12(d)montrentdesexemplesgraphiquesde chacunede cescorrections.
La notationemployéeestla suivante: � l'intensité mathématique,�

� l'intensité aprèscorrection(intensité
corrigée),� la proportioninitiale (lesdonnées),� � la proportionestiméeavecl'intensitémathématiqueet �2�

�

la proportionestiméeavecl'intensitécorrigée(proportioncorrigée).

Option 1 : Ramenerlesvaleurs n�gati vesà z�r o C'est la premièreapprocheutiliséeet la plus simpleà
mettreen oeuvre.Les résultatssontacceptablessi le nombrede valeursnégativesestpetit et si ces
valeursnesontpastropimportantesenvaleurabsolue.Sinonla correctionesttropgrossièreet l'erreur
introduiteestgrande.De façongénérale,la transformationdesvaleursnégativesenvaleursnullesfait
augmenterarti�ciellement, d'une part les valeursdesproportionscorrigéespar rapportaux valeurs
initiales(�g. 5.12(a)),etd'autrepartlavaleurdel'intensitéglobale,donclenombred'objetsàsimuler.

Option 2 : Translation versdesvaleurs positives Lacourbed'intensitéestdéplacéeversl'axepositif d'une
distanceégaleà la valeurminimale.La valeurnégative la plusforteprendainsiunevaleurnulle et le
restedela courbeestdéplacéenconséquence.Lesvaleursdeproportionobtenuesaveccetteintensité
corrigéesontaussiplusfortesquecellededépart(�g. 5.12(b))puisquele nombred'objetsà simuler
estplusgrand: la valeurglobaled'intensitéaaugmenté.Il fautcorrigercettevaleurendéduisantl'aire
sousla courbed'intensitécorrespondantàla translation.Cettecorrectionferadiminuerlesvaleursdes
proportions: la courbecorrigéeserapprocherade la courbede proportioninitiale maisla tendance
généraleneserapasrespectée.

Option 3 : Distribuer lesvaleurs n�gati vesentre lespoints voisins Danscetteapprochenouspartonsde
l'idée quelesvaleursnégativesapparaissentpourcompenserl'introduction detrop d'objetsou d'ob-
jets excessivementgrandsen certainspoints.Pouréliminer unevaleurnégative en un point donné,
nousréduisonsles valeurspositivesd'un certainpourcentageaux pointsdu voisinagedont la taille
est liée à celle du grain primaire.Ainsi, l'élimination desvaleursnégativesestcompenséepar une
diminutiondesvaleurspositivesautourdecelles-ci.Cependant,ceprocédénegarantitpasle fait que
certainspointsà faiblevaleurd'intensitépositive nedeviendrontpasnégatifsaprèscorrection.Cette
approchedetraitementlocal s'estavéréedonnerd'assezbonsrésultatspourdesintensitésmathéma-
tiquesavec peude valeursnégatives,en conservant la valeurde l'intégrale de l'intensité sur tout le
volumeet enrespectantla proportioninitiale. Par contre,si l'intensité présentebeaucoupdevaleurs
négatives,lesrésultatssontloin d'être acceptables(�g. 5.12(c)).Ceciseraencoreplusmarquéà 2D
et3D.

Option 4 : Lissagepar moyennesur un voisinageglissant L'idée est, dansle fond, la mêmeque dans
l'approcheprécédente: éliminer les valeursnégatives par compensationavec une diminution des
valeursfortementpositives. Nous réalisonsune moyennede l'intensité sur un voisinagede taille
égaleà la régiond'in�uence de l'objet. Cettemoyennepeutêtreéventuellementpondérée,avecdes
pointsdepondérationqui dépendentdela probabilitéassociéeà l'objet, �

� . Decettefaçonlesvaleurs
d'intensitéexcessivementforteset excessivementfaiblesdisparaissent,en lissantconsidérablement
maistoutenrespectantla proportioninitiale et la valeurglobaledel'intensité(�g. 5.12(d)).C'estune
approchesimpleàmettreenœuvreetqui donnedesrésultatsassezsatisfaisants.Le fait deréaliserune
moyenneglissanterevientàcalculeruneconvolution entrel'intensitémathématiqueetun noyauégal
à �

�
maisnormalisé.Commedansl'option 3, nousne pouvonspasgarantirla complètedisparition

desvaleursnégatives,maiscelles-ci,si ellesexistent,sontrareset à trèsfaible valeur. Dansce cas
nouspouvonstout simplementlestronqueràzérosansintroduiretropdemodi�cations.
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(a)Option1
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(b) Option2
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(c) Option3
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(d) Option4

FIG. 5.12– Comparaisongraphiquedesquatreapprochestest�espour la correctiondel'intensit� math�matique.
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Lesapproches1 et 3 sontlocales,c'est-à-dire,qu'ellesnecorrigentl'intensitémathématiquequ'à cer-
tainsendroitsprécis.Ceci implique unemodi�cation dansle comportementglobal de l'intensité, et donc
dansla distribution desobjets,qui peutêtretrèssigni�cative, commele montrentcesexemples.

Il existeun effet dedécalageverslesniveauxinférieursdescourbesdeproportioncorrigéesobtenues
avec lesméthodes1 et 2 par rapportà la courbedeproportioninitiale. Danscesdeuxapproches,la signi-
�cation physiquedesvaleursnégatives n'a pasétépriseen compte.L'élimination d'une valeurnégative
n'est pascompenséeparuneréductiondu nombred'objetsgénérésdanssonvoisinage.Touteslesvaleurs
sontdoncdécalées,danscecas,verslesniveauxinférieurspuisquele point d'implantationcorrespondau
point supérieurdu segment.L'approche3, bienquetenantcomptedela signi�cation desvaleursnégatives,
n'arrive pasà touteslescompenser, etun décalageestaussiprésentdansla courbedeproportioncorrigée.

L'approche4, qui estuneapprocheglobaledansle sensquela correctionpar lissageest réaliséesur
toute la courbedesproportions,donneles meilleursrésultatset serautilisée dansla suite de ce travail.
Ici, l'élimination desvaleursnégativesestcompenséeparuneréductiondu nombred'objetsà introduireà
d'autresniveaux,et lesproportionsinitiale etcorrigéesontenphase.

Le tableau5.1 compareles valeursglobalesde l'intensité mathématiqueet cellesobtenuesaprèscor-
rection.Les approches3 et 4 respectentassezbien cetteintensitéglobale,commecelaa été imposépar
construction,tandisquelesapproches1 et 2 sontnettementpluséloignées.Celasetraduiraparuneimpor-
tantedifférencedansle nombred'objetsàsimulerdansle volumetotal.

Intégralesurle domaine Comparaisondesproportions
Correction � �

�
� �

�

�
�

�

�

Option1 2.30 2.90 0.088
Option2 2.30 2.98	

�

� 0.281
Option3 2.30 2.49 0.080
Option4 2.30 2.40 0.032

TAB. 5.1 – Comparaisondesvaleurs globalesde l'intensit� math�matiqueet de l'intensit� apr�s correctionpour
chaqueapprochepropos�e. Le terme«global»fait ref�rence� l'int�gr alesur tout le domainedecalcul del'intensit�.
Cetableaumontreaussila comparaison,entermesdediff�r enceabsolue, entre la proportioninitiale et la proportion
estim�e avecl'intensit� corrig�e. (*) La valeur de l'option 2 estobtenueapr�s la correction due � la translation
r�alis�e .

Dansla sectionprécédenteil a étémontréquesi le choix de la loi desobjetsestappropriépar rapport
à la proportioninitiale, la courbed'intensiténedevrait pasprésenterdevaleursnégativestrop importantes
et donc les correctionsn'entraîneraientpasde fortes modi�cations dansles valeursde l'intensité. Nous
pouvonsutiliser cecritèrecommeuneindicationdela qualitédesrésultats.Avec lesparamètresintroduits
lorsdu testdesensibilité,notammentle pourcentagedevaleursnégatives,la valeurmoyennedecesvaleurs
négatives,et la moyenneen valeurabsolueentrela proportioninitiale et la proportionestimée,il estpos-
sibled'avoir uneidée,bienquequalitative, de l'erreur commiseaucoursdu processus.Danscetexemple
le pourcentagedevaleursnégativesdansl'intensitémathématiqueestde �

���

, avecunevaleurmoyennede
� �


��

�

� parrapportà unevaleurmoyenned'intensitésurtout le volumede
�




�����

. La courbedeproportion
corrigéefournit uneindicationdu meilleur résultatquel'on peutattendreavec cetteintensitécorrigéepar
rapportauxproportionsinitales: elleconstituela proportion du modèle.
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Proportions à forte variabilit� et à valeurs nulles Nous allons maintenantregarderce qui se passe
quandla courbede proportionsprésentedesvariationstrèsbrusqueset atteintdesvaleursnulles.Ce sont
deuxcaractéristiquestypiquesqu'il faut respecterdansle modèle.Les paramètresdu processussont les
mêmesqu'auparavant. La �gure 5.13montrele résultatobtenu.La courbede proportionestrespectéede
façonglobalemais les sautsd'une valeurà l'autre sont très lissés.Ceci estuneconséquencedirectedu
lissageeffectuédansla courbed'intensité,puisqu'il estréalisésurunsupportégalà la taille dugrainqui est
trèsgrandpar rapportau volumetotal. Lesvaleursnullesde proportionssontrestituéessaufdansla zone
d'impactdu lissage.
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FIG. 5.13 – R�sultats obtenusavecl'approche 4 dansun cas où la courbede proportionspr�sente de brusques
changementset atteintdesvaleursnulles.

Cesdeuxaspects(variationsbrusqueset valeursstrictementnulles)sontdélicatsà analyser. D'une part
nouspouvonsnousinterrogersur la représentativité de cescaractéristiques: les proportionsne sontque
desestimationsdela présencedesfacièssurun certainsupportet sont,pardé�nition, lissées.D'autrepart,
s'il y a desinformationssupplémentairesassurantceschangementsbrusques(la présenced'une faille, par
exemple),on introduit uneinformationdéterministeet le problèmedevrait alorsêtreabordéautrement.La
présencede valeursstrictementnulles en est un exempletypique.Parfois on sait que dansune certaine
région,le facièsétudién'est pasprésentet nousnevoulonsdoncpasintroduired'objetsdanscetterégion
lorsdessimulations.

Malheureusement,l'imposition devaleursdéterministesdansle résultatdedéconvolution n'est pasun
problèmemineur. Il pourraitêtreenvisageabled'introduireunecontraintedansle processusdedéconvolu-
tion à traverslesmultiplicateursdeLagrange,parexemple,commec'est le caspourcertainsproblèmesen
analysed'image(GonzálezetWoods,1992,p.268-269).L'idéeseraitd'imposerquele résultatdela décon-
volutionsoit positif etqu'il soit tel qu'encertainspointsil nouspermettederestituerlessautsbrusquesdes
proportionsinitiales.Le problèmerésidedansla dif�culté àtrouver unmoyenpourimposercescontraintes,
étantdonnéquel'on neconnaîtpasapriori lespointsdel'intensitéàvaleursnégatives,ni lesvaleursqu'elle
doit prendrepourrespecterlessautsdesproportions.

En raisondecesdif�cultés il faudraitpeut-êtretraiter lesproportionsavant la déconvolution. En effet,
puisquel'on connaîtl'impact du lissagesur l'intensité, lié à l'objet, et sur la proportiondu modèle,on
pourraitpenserà modi�er lesvaleursdeproportiondansla régiond'in�uence du lissageet garantirainsila
présencedevaleursnulleset desautsdansla proportiondu modèle(proportioncorrigée).
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5.2.2 Calcul du nombre d'objets à simuler

Une fois quel'intensité obtenuepar déconvolution a étécorrigéedesvaleursnégatives,elle peutêtre
utiliséecommeuneintensitédePoissonqui déterminela distribution desobjetsdansle volumedesimula-
tion. Mais il fautaussicalculerle nombred'objetsà introduirepourrestituerla proportiondansle volume.
Dansun modèlebooléen,le nombred'objets 	

�

�

�

à implanterdansun volume � suit uneloi dePoisson
demoyenne:

	 	

� �

	

�

�

�

!

	 	

�

�

�

�

� �

�

où �

�

�

�

représentel'intensitédePoissonaupoint � duvolumeet � estle volumedesimulationélargi pour
tenir comptede la taille desobjetset du processusde déconvolution (la dé�nition de ce domaine � est
détailléedansla sectionsuivante).Alors, si on connaîtl'intensité danstout le volumed'étude,le nombre
moyend'objetsqu'il fautintroduiredansla simulations'endéduitdirectement.Poursimpli�er lesnotations,

� feraparla suiteréférenceà l'intensitécorrigée.

Inf�r ence1D, 2D à 3D Supposonsquepourreprésenterun certainfacièsnousnedisposonsquedel'in-
formationdesproportionssurun planà 2D, parexemplele long d'un af�eurement,et quecephénomène
estconsidérécommestationnaireselonla directionperpendiculaire.Danscecasle processusdedéconvo-
lution peutseréalisersur le plan2D. L'intensitéà 2D ( �

 
� ) obtenuedonnealorsla distribution desobjets

selonceplanet seraidentiquesurtouslesplansparallèlesle long dela directionperpendiculaireà ceplan.
Cependant,puisquela simulationdoit seréalisersurunvolume,il fautconnaîtrele nombremoyend'objets
à simulersur tout le volume.DansLantuéjoulet Simaku(1994),il estmontrécommentinférercenombre
àpartir d'uneinformation2D. À partir desformulesstéréologiqueset despropriétésdestabilitédu modèle
booléenselonlesquellesl'intersectiond'un modèlebooléenavecun plan(où unedroite)estaussiun mo-
dèlebooléen,il estpossibled'inférer le modèle3D à partir du modèle2D. Le rapportentre �

 
� et � peut

s'exprimerpar:
�
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�

�

�

�
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�


 �

�

où �
� estunpointduplan2D detravail, � � parexemple,� estunpointduvolumedesimulationet

�

�


 �

�

est
la traverséemoyennedesobjetsselonla directionperpendiculaireà ceplan, � , directiondestationnarité.
Alors, le nombremoyendepointsàsimulerdansle volumeest:
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� �
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�

où
�

�

�

estla longueurmoyennedu champselonla direction � . Le nombremoyend'objetspeutdoncêtre
obtenuàpartirdel'intensité2D etentenantcomptedela taille desobjetsselonla troisièmedirection.L'in-
térêtde cesinférencesestparexempledepermettrederéduirele problèmededéconvolution de 3D à 2D
(si l'hypothèsedestationnaritéselonla directionperpendiculaireestvalable)lorsquele processusesttrop
lourdentempsdecalcul.Le raisonnementestanaloguepourl'inférencedumodèleà2D ou3D àpartird'un
modèle1D (voir LantuéjouletSimaku,1994).

Objets r�alistes Dansla section4.2.1 nousavons détaillé le calcul de �
�

pour deux familles d'objets
trèsélémentaires.Nousavons vu que,mêmequandles objetssontgéométriquementsimpleset peuvent
êtredécritsselondesexpressionsparamétriques(casdesdemi - ellipsoïdes),l'expressionde �

�
n'est pas

nécessairementélémentaire.Danscertainscasil n'estpaspossibledecalculeruneexpressionanalytique.
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Pour résoudrece problème,nousessayonsd'approcherles objetspar desformesgéométriquesplus
simples,desparallélépipèdesparexemple,defaçonàpouvoir utiliseruneexpressionrelativementsimplede

� �
. Le nombred'objetsàsimulerdoit êtredonccorrigéparle rapportdesvolumesentrel'objet àsimuleret

sonapproximation.Il estévidentquel'intensitéobtenueaveccetteapproximationnecorrespondpasexac-
tementà cellequenousaurionsobtenuavec l'objet réel,maisnouspouvonsespérerquel'erreur commise
estacceptable.

Nous pouvons examinerun exempleà 1D pour étudiercetteapproximation.Nous disposonsd'une
courbedeproportionà1D montrantunenonstationnaritéselonla directionverticale.La proportionprésente
un comportementstationnaireselonle planhorizontal.Puisquele facièsestmodélisépardesobjets3D, il
fautfairel'inférencedumodèleà1D encalculantle � � correspondant.Lesobjets1Dsontdonclestraversées
moyennesdesobjets3D selonla directionverticale.Si le facièsestmodélisépardeparallélépipèdes� de
taille constante,desectioncarréeetdeprofondeur

�

, leurstraverséesmoyennessontdessegmentsverticaux,
� �

, tousidentiquesetdelongueurégaleà
�

. Leurprobabilitéassociée� � esttrèssimple: � �

� � � �

	

�

, pour
� �

�

�

�

�

�

! etzéroailleurs.
Si cemêmefacièsestmodélisépardesdemi-ellipsoïdes� detaille constanteet desectionhorizontale

circulaire, les traverséesmoyennesne sontplus constanteset leur probabilitéassociéeest,dansce cas:
�

�

�
�

� �

	

� �

���

� si
�

�

�

�

�

�

�

! et zéroailleurs.La �gure 5.14montrela différenceentrelesdeuxfamilles
d'objets.

FIG. 5.14– Intersectionsdesobjetsparall�l�pip�de (� gauche)et demi-ellipsoïde(� droite) avecdesdroitesverti-
cales.Le calcul deleur �

� correspondant� 1D d�penddecestravers�es.La travers�e verticalemaximaleest�gale �
�

. Lestravers�esduparall�l�pip�de sonttoutesindentiques: �
���

�

; dansle casd'un demi-ellipsoïdecestravers�es
sontvariables.

Supposonsmaintenantquele facièsestmodélisépar lesdemi-ellipsoïdesmaisenutilisantuneproba-
bilité �

� correspondantauxpluspetitsparallélépipèdesqui contiennentcesdemi-ellipsoïdes.La �gure 5.15
montregraphiquementl'erreur commiseensubstituantun objetparun autredansle calculdel'intensitéde
Poisson.Lesintensitésobtenuesavecl'objet demi-ellipsoïdeet avecl'objet parallélépipèdesontnotées�

�

et �

� respectivement.Cesontdesintensitéscorrigées.Lescourbesd'intensitésontnaturellementdifférentes
puisquelesobjetssontde formedifférente.La courbe�

� a desvaleursplus fortesque �

� : le volumedu
parallélépipèdeétantsupérieurauvolumedu demi-ellipsoïde,le nombred'objetsnécessairespourrestituer
les proportionsinitiales estmoindre.Cependant,les deuxcourbesprésententle mêmecomportement; la
distribution desobjetsestsimilairedanslesdeuxcas.Cecisere�ète danslescourbesdeproportionsesti-
mées�

� et �

� qui sonttrèssemblablesetprochesdela courbedeproportioninitiale.

Il estalorsacceptabled'approcherlesobjetsréalistesqui vont modéliserle facièspardesobjetsrela-
tivementsimplesdansle calcul de l'intensité, à conditionquecetteapproximationsoit raisonnable: par
exemple,approximerlesdemi-ellipsoïdespardetrèspetitsparallélépipèdesconduiraità desrésultatsaber-
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FIG. 5.15– Intensit�s corrig�es (� gauche)obtenuesavecdesparall�l�pip�des ( � ) et desdemi-ellipsoïdes( � ). À
droite unecomparaisonentre les proportionsestim�esavecchacunede cesintensit�s et la proportion initiale. Les
parall�l�pip�des sontlespluspetitsqui contiennentlesdemi-ellipsoïdes.

Pourdéterminerle rapportentre le nombre d'objetsà simulerassociéà deuxfamillesdifférentes,nous
nousplaçonsdansuncasgénéral.Soitunfacièsdeproportion� qui vaêtremodéliséparunefamilled'objets

� . Nousallonsremplacerchaqueobjet � parunobjet � . Si lesobjets� sontdetaille variable,lesobjets�

le serontaussiselonla mêmeloi. Selonnotremodèle,la proportions'exprimeenfonctiondel'intensitéde
Poissonet dela capacitédeChoquetassociéeà l'objet :
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sontrespectivementl'intensitédePoissonet la capacitédeChoquetassociéesà l'objet � . Dans
notreapproche,noussubstituonsl'objet � parl'objet � enimposantque /
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Cecisevéri�e si, pourtoutpoint � , lestermesà l'intérieur del'intégralesontidentiques.Danscecas:
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avec �
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le volumemoyendel'objet � implantéen � et �

�

�

le volumedel'objet � implantéen � . Puisque
cequi nousintéresseestdedéterminerle nombremoyend'objets � àsimulerdansle volumedesimulation

� , nousavons:
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Par hypothèse,les lois desobjetsne dépendentpasde leur point d'implantation,doncnouspouvons
exprimer le nombremoyen d'objets � à simuleren fonction du nombremoyen d'objets � et du rapport
entreleursvolumes:
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�

	 	

�

�

�

�

�

(5.9)

Cerapportestvalablepourdeuxfamillesquelconque,mais,enpratique,pourquel'approximationdans
le calculdel'intensitésoit acceptable,il estnécessairequel'approximationdel'objet réelsoit raisonnable.

5.2.3 Dé®nition du domainedecalcul

Un autreaspectconcernantla miseen œuvrede ce processusde déconvolution concernela dé�nition
correctedu domainedecalculet dessupportsdesdifférentesvariables.Il faut,d'unepart,tenir comptedes
effetsdebordet d'autrepart,assurerla cohérenceentrelesdifférentssupports.Cesdeuxpointsnécessitent
un traitementdesvariablesavantle processusdedéconvolution. Ils sontdétaillésparla suite.

Discr�tisation Lesvariablesqui interviennentdansle problème(proportions,objetset intensité)sontdes
variablescontinuesmaisqui sontdiscrétiséesdansla pratique.Cesvaleurssetrouventdoncsurunegrille.
La discrétisationdela probabilitéassociéeàl'objet, �

� , est�xée lorsducalculdecettefonction(voir section
4.2.1,�g. 4.13)et déterminela précisiondansla descriptionde l'objet. La discrétisationde la proportion,

� , dépenddu domained'étudeet correspondà la matricede proportionsqui estsouvent calculéepour de
grandsblocs.

A�n de pouvoir réaliserle processusde déconvolution décrit précédemment,les grilles de � � et de �

doiventavoir la mêmemaille dediscrétisation.Pouravoir unebonnedé�nition desobjets,il estnécessaire
detravailler surunegrille �ne etil fautdoncdiscrétiserplus�nement la grille deproportions.L'interpolation
desvaleursdesproportionsestréaliséeenconsidérantla proportioncommeconstanteàl'intérieur dechaque
bloc, maisil esttout à fait envisageablede réaliserun processusd'interpolationplus �n, par krigeageou
autre.L'intensitéseraalorsobtenuesurcettegrille �ne.

La �gure 5.16 illustre à 2D ce processusde discrétisation�ne. Il estcomplètementanaloguepour le
casà 1D ou 3D. Le plussouventcettediscrétisationn'estnécessairequesurle planhorizontal,puisqueles
proportionssontdéjàinitialementtrès�nement calculéesà la verticale.

FIG. 5.16 – Discr�tisation ®ne de la grille de proportion.La maille de proportion est initialement � ����� � . La
discr�tisation estdoncr�duite � � ������� � , avec� ���

�

�

�

	

pourunevaleurde 
 qui permetunepr�cision suf®sante
dansle calculde �

� .

Effets de bord Sousle nomd'effets debord,nousanalysonsdeuxcontributionsdifférentes.L'une tient
comptedela signi�cation physiquedesproportionset l'autre deseffetsmathématiquesliésauprocessusde
déconvolution.
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La premièrede cescontributionsconcernele fait queles proportionscalculéessur un certainvolume
tiennentcomptenon seulementdesobjetscontenusdansce volumemaisaussidesobjetsqui germenten
dehorsdela régiondé�nie parla grille desproportionsetqui l'intersectent.Il estdoncnécessairedesimuler
surun volumeplusgrandquecelui dela grille deproportionspourprendreencompteceteffet. A�n d'ob-
tenir l'intensitédanscetterégionétendue,lesproportionsontétéextrapoléesparunevaleurconstanteégale
à la valeurdesproportionsauxlimites dela zoned'intérêt(�gure 5.17).La dé�nition dela zoned'extrapo-
lation dépenddela taille du grainet desonorigine,i.e.,dela localisationdu germeà l'intérieur del'objet.
Dansl'exempledela �gure, seulslesobjetsqui germentàunedistancemaximale

�

� dubordsupérieurede
la régionetàunedistance

�

 � � desbordslatérauxpeuventcontribuerà la proportion.

FIG. 5.17– Extrapolationdueauxobjetsqui germentendehorsdela r�gion d'�tude. Danscetexemple� 2D,
�

� et
�

�

sontlesdimensionsmaximalesdel'objet. La r�gion d'�tude initiale est � ��� et la r�gion �tendue� causedecet
effetest ��� � ���

���

�

	 � �	� �

�

��	 .

Le secondeffet de bord à prendreen compteestdû au fait que,dansle processusde déconvolution,
il y a unediminution de la taille de la matriced'intensitépar rapportà la matricedesproportions(�gure
5.18).Supposonsquela proportionestsurunegrille 2D de � � � �  mailles,la grille de �

� estde taille
�

���

�

 et celledel'intensitéestdetaille 	

���

	

 . Puisquela proportionestexpriméecommele résultat
d'un processusde convolution entrel'intensité et � � , le rapportqui existeentrelesdimensionsdesgrilles
est:

� .
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Lesdimensionsde la grille d'intensitésontdoncpluspetitesquecellesde la grille deproportion.Comme
nousavonsbesoindesvaleursd'intensitésur la grille dilatéeprécédente,il faut de nouveauextrapolerla
grille desproportionsdanschaquebord d'une distancede

�

4

)+�

 

. Dansun casplus général,cettedistance
n'est pasforcémentla mêmepour chaquebord puisquel'objet n'est pasnécessairementsymétriquepar
rapportàsonorigine.

5.3 Conclusions.Avantageset limitations de la méthode.

Le rapportentreles proportionset les paramètresdu modèlebooléenpeuts'exprimer, souscertaines
conditions,commeuneconvolution. Nouspouvonsdoncobtenir l'intensité de Poissondu modèlepar un
processusdedéconvolution.

Nousavonschoisi,pour résoudrece processus,de travailler dansle domainede Fourier. L'utilisation
destransforméesde Fourier permetde traiter ce problèmerapidementet ef�cacement.Ainsi, nousavons
étéamenésà intégrerdesoutils du domainede la théoriedu signal, le �ltr e de Wiener, pour obtenir le
résultatde déconvolution. Dansce contexte, nousavons supposéque les proportionssontaffectéesd'un
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FIG. 5.18– Extrapolationdue� l'effet de la d�convolution.À gauche la diminutiondu supportde l'intensit� par
rapport � la proportion,due� la d�convolution.À droite l'extrapolationintroduitedansla proportion pour obtenir
l'intensit� dansle supportqui nousint�r esse, celuidela proportion.

certainbruit qui peutêtreinterprétédedeuxfaçons: soit il estlié à l'erreur d'estimationetderégularisation
desproportions,soit il estconsidérécommeun artefactstabilisateurdansla déconvolution.

Si on considèrequele bruit estassociéà l'erreur desproportionscetteméthodepermettrade le �ltrer
lors dela constructiondu modèle.Mais il fautencorepouvoir quanti�er et modéliserle bruit. En l'absence
d'informationsautresquelesproportions,l'estimationdu bruit est impossibleet il faut le �x er arbitraire-
ment.Danscecontexte nousavonspréféréle considérercommeunélément�ctif stabilisateurduprocessus
de déconvolution et, en tant quetel, nousl'avons�xé le plus petit possiblede façonà perturberle moins
possiblel'information contenuedanslesproportions.

Danscettehypothèse,noussommescapables,pourtouteproportionetàobjet�xé, d'obtenirun résultat
de déconvolution (intensit� math�matique) qui nouspermettrade restituerles proportionsinitiales. Ce-
pendant,il paraîtnaturelde penserquetout objet n'est pasen adéquationavec les caractéristiquesde la
proportion.Ainsi, desobjetstrèsgrandsne serontpasutilisablespour reproduireunevariabilité à petite
échellede la proportion.La proportionobtenueparcettenouvelle intensité(proportion«corrigée»dansle
texte) seralégèrementpluslissequela proportioninitiale etconstituerala proportion du modèlebool�en.

Il auraitétéenvisageabledetraiterle problèmededéconvolution enimposantla contraintedepositivité
del'intensité,via le krigeagedéconvolutif, parexemple(Daly, 1991; Jeulinet Renard,1992).Desrésultats
satisfaisantsontétéobtenusdansle domainedel'analysed'imagesmicroscopiques.Mais la principaledif-
�culté de cetteméthoderésidedansle fait qu'elle requiertla modélisationdu variogrammede la variable
recherchéesous-jacente,à travers les variogrammesde la variableexpérimentale(Seguret,1988).Dans
notrecascelaveutdire qu'il fautpouvoir modéliserle variogrammedel'intensitéà traversle variogramme
expérimentaldesproportions.Nousverronsdansle chapitresuivantquela modélisationdesvariogrammes
(desproportionsou desindicatricesauxpuits)posed'importantesdif�cultés d'autantplusqu'il existeune
nonstationnaritéetquelesdonnéessontpeunombreuses.Parailleurs,undesenjeuxdecettethèseétantune
miseenœuvrerobustede la méthode,nousavonsconsidéréqu'il étaitpréferabledechoisiruneapproche
opérationnelle.

Le niveauderessemblancequel'on doit exiger entrela proportiondu modèleet la proportioninitiale
ouvrele débatsur le d�gr� de repr�sentativit� à accorderà cettedernière.Lesproportionsdesfacièssont
obtenuesparestimation(krigeage,parexemple)àpartirdesdonnéeslithologiquesauxpuits.Bienquecette
estimationsoit réaliséeà l'aide d'autressourcesd'information(la géologie,la sismique,lesessaisdepuits),
elle nereprésentequele comportementmoyendu facièsdansle volume.Est-il alorsraisonnabled'essayer
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dela recupérerexactementdansnotreprocessus? On peutsedemandersi la présenced'unevariabilitétrès
forteàpetiteéchelleoudecertainesvaleursnullesdansla proportion,parexemple,sonttrèsreprésentatives
dela réalité.Il estclair quenousvoulonsrespecterl'information quelesproportionsapportent,maisl'uti-
lisateurdoit déciderde la représentativité de sesproportionset de la qualitédu modèlepar rapportà ces
données.

Pour �nir , nousavons introduit l'idée d'utiliser desobjets diff�r ents lors de la déconvolution et lors
de la simulation.En effet, le facièsgéologiqueà modéliserpeutcorrespondreà desformesgéométriques
complexes.Ceci ne posepasde problèmethéoriquedansl'application du modèlebooléen,en dehorsdes
problèmesde conditionnement.Mais, dansnotreapproched'inférence,il faut décrirecesobjetsà travers
leur probabilitéassociée�	� , ce qui n'est pasforcémentun calcul élémentaire.Ainsi, pour simpli�er le
processus,nousavonsproposéd'utiliser desobjetsrelativementsimpleslors du calculde � � bien queles
objetsàsimulersoientplusréalistes.

Pourquecetteapproximationsoit acceptable,il fautquelesintensitéscorrespondantà chaqueobjetne
soientpastrop différenteset pourcelalesobjetsdoiventêtreraisonnablementchoisis.Ainsi parexemple,
l'utilisation d'objetstrèspetitscommeapproximationpourdesobjetstrèsgrandspeutaboutiràdesrésultats
nonsatisfaisants.De mêmeil estimportantquele point d'implantationdanslesdeuxfamillesd'objetssoit
similaire,puisquel'intensitérésultantedépenddecepoint.

Cetteapprochesembledonnerdesrésultatsassezsatisfaisantspourdesobjetsélémentaires(unexemple
seraprésentédansle chapitresuivant)et, si l'approximationestconvenable,desobjetsplusréalistespour-
raientainsiêtreapproximés.

La méthodeproposéesembledonnerdesbonsrésultats,commenousallonsle véri�er par la suitesur
deuxcas.Elle présentecommeprincipalavantagele fait d'être simpleà implémenteret rapideà calculer.
Ceciestimportantpuisqueceprocessusd'inférenceaétéconçucommeuneétapepréalableauprocessusde
simulationqu'il nedoit pasalourdir.

Du pointdevuepratique, lesapproximationsintroduitesdansle calculde�
� et la correctiondesvaleurs

négativesconstituentlessourcesd'erreur lesplus importantes,maisnousallonsvoir danslescasd'étude
suivantsqu'ellessonttoutà fait acceptables.

Du point de vue th�orique , la principalelimitation est le fait d'utiliser uniquementdesprobabilités
ponctuelles,ce qui introduit uneincertitudedansla dé�nition du modèlebooléen.Mais cetteincertitude
peutaussiêtreconsidéréecommeun avantagedansle sensoù elle permetunecertaine�e xibilité dansle
choixdesobjets: il estpossiblederestituerlesmêmesproportionsavecdifférentscouplesintensité- objet.

Il seraitenvisageabled'étudierdesstatistiquesmultipointsou surdesupportspluscomplexespourdé-
�nir plus précisementle modèle.Le chapitresuivant estconsacréà l'étude desvariogrammes,doncà un
supportbiponctuel.D'autresméthodesbaséessurdesaspectsmorphologiques(la méthodedeSteiner(Serra,
1982),deWeil (Weil, 1988),deSchmitt(Schmitt,1991))ont étéproposéespourestimerl'intensitépoisso-
nienne.Le support(l'élémentstructurant� ) utilisédansl'étudedela capacitédeChoquetn'estpasponctuel
maisdotéd'un certainvolume.Cesméthodessonttrèsappropriéesen analysed'images,où la réalitéest
considéréecommel'image,dansunefenêtre,d'uneréalisationdumodèle.L'information disponibleesttrès
abondante,ce qui permetde calculerles capacitésde Choquetpour desélémentsstructurantscomplexes.
Uneapplicationàunréservoir pétrolier(l'af �eurementdeMesaVerde)aétéaussiréalisée(SchmittetBeu-
cher, 1997)avecdebonsrésultatsmaistoujoursavec la contraintededisposerd'une imagereprésentative
(interprétation«complète»d'un af�eurementanalogue,parexemple),cequi n'estpasle casdansla plupart
dessituations.



Chapitr e 6

Inf ormation sur lesobjets

Cechapitreestconsacréà l'analysedel'information quelesdonnéesexpérimentalespeuventapporter
surla dé�nition desobjets.Le variogrammeestutilisépourquanti�er l'information contenuedanslespuits
et lesproportions.

Nousallonsdistinguerle casstationnaireducasnonstationnaire.Leshypothèsesdetravail danschaque
casnesontpaslesmêmes,cequi va induiredesdémarchesdifférentes.

6.1 Casstationnaire

Dansle casstationnairela proportiondu facièsestconstantesur tout le volumeet de valeurconnue.
Danscecas,le variogrammedel'indicatrice du modèleestaccessibleanalytiquement,à partir dela valeur
de la proportionet pourun coupleintensité- objetdonné.Le variogrammede la proportion,celle-ciétant
unevaleurconstante,n'apporteaucuneinformation.

La démarchesuivie pour cetteétudeestla suivante: le variogrammedu modèleestcalculépour dif-
férentscouplesintensité- objet.De cettefaçonon peutmettreenévidencel'impact desdeuxparamètres.
Puisonseplacedansunesituationexpérimentaleet,àpartird'uneréalisationd'un modèledonné,plusieurs
puitssontextraits.Le but estd'étudierlesvariogrammesexpérimentauxmoyensde l'indicatrice du faciès
auxpuitset derechercherl'information relative aumodèlequi peutêtreobtenue.En d'autrestermes,nous
aimerionspouvoir modéliserlesvariogrammesexpérimentauxparle variogrammedumodèle.

Le casétudiéest trèsélémentairepar soucide simpli�cation : un milieu stationnaireoù le facièsest
modélisépar desparallélépipèdesde taille constante.Seulela directionverticaleseraconsidérée,l'étude
desautresdirectionsétantsimilaire.

Toutd'abord,rappelons(section3.2.2.2)quele variogrammedu modèlebooléen� (et desoncomplé-
mentaire�

� ) peuts'exprimer, dansle casstationnaire,par:
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avec � la porositéet �
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le covariogrammegéométriquedel'objet � . Cetterelationpermetdedéterminer
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Puisque�
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et, donc �
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�

(variancedesindicatrices).Le
variogrammedu modèlebooléennepeutdoncpasdépasserla variance.L'expression(6.2)nouspermettra
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d'obtenirde l'information sur le covariogrammegéométriquedesobjetsdoncà partir du variogramme.Si
on observe unedirection,le covariogrammegéométriquecorrespondaux traverséesmoyennesdesobjets
seloncettedirection.

6.1.1 Étude desvariogrammesverticaux du modèle

Le but de cetteétudeest la descriptiondu variogrammevertical moyen d'un schémabooléenet la
déterminationdel'in�uence del'objet surle variogrammedu modèle.Il serapossibledecomparerle com-
portementdesvariogrammespourdifférentsmodèlesparrapportà unmodèlederéférence.

Le modèlede référencecorrespondà un volumede �

� � �

� �

� � �

� �

���

� . L'objet de référenceest
un parallélépipède,dont lesaxessontparallèlesauxaxesdescoordonnées,de taille �

���

� �

���

��� 


���

� .
Notonsquel'objet est relativementgrandpar rapportau domaine.Dansce cas,la traverséemoyennede
l'objet estégaleàsataille verticale.La probabilitéassociéeaumodèle,etdoncla proportiondufacièssurle
volume,est�xée à �

���

; l'intensitécorrespondanteestde � 


���




���

)�� . Le variogrammedumodèleestdonc
parfaitementdéterminé: onconnaîtla porosité,� , l'intensité � et l'objet. Danscecassimple,nouspouvons
calculerla covariancegéométriquedesobjets �

� � �

. Celle-ci indiquele volumedel'intersectiondesobjets
translatésd'unedistance

�

selonla directionverticale:
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�
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�

où � estla taille verticaledel'objet, � estsasurfacehorizontaleet
�

la distanceverticale.Dansla situation
deréférence,le covariogrammegéométriquede l'objet et le variogrammedu modèlesontreprésentésà la
�gure 6.1.La portéedu variogrammedonnedirectementla taille verticaledel'objet.

a=2.5 m

 0.  2.  4.  6.  8.  10.  12.  14.  16.  18.  20. 

Distance (m)

 0. 

 1. 

 2. 

g(
h)

/S

(a) Covariogrammegéométriquederéférence

a=2.5 m

 0.  2.  4.  6.  8.  10.  12.  14.  16.  18.  20. 

Distance (m)

 0.00 

 0.05 

 0.10 

 0.15 

V
ar

io
gr

am
m

e 
ve

rt
ic

al
 (

m
od

èl
e 

ré
fé

re
nc

e)

(b) Variogrammedumodèlederéférence

FIG. 6.1– Covariogrammeg�om�trique del'objet der�f�r enceetvariogrammedumod�le der�f�r ence.

A�n d'étudierl'in�uence dela taille del'objet surle variogrammeverticaldumodèle,nouscomparons
plusieursmodèlescréésavecdifférentscouplesintensité- objet.Pourtesterla sensibilitédu variogramme
dumodèleauxdeuxparamètres,deuxsituationsdifférentesserontconsidérées:

1. Pourunemêmevaleurdela proportion(proportionderéférence)etdesobjetsdetaillesdifférents.
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2. Pourunemêmevaleurdel'intensité(intensitéderéférence)etdesobjetsdetaillesdifférentes.

6.1.1.1 Cas1 : Mêmeproportion du modèleet diff�r entscouplesintensit� - objet

Dansce cas,la proportionest la mêmepour tous les modèleset égaleà la proportionde référence
(25%).On fait varier la taille verticaledel'objet, puisqueseulementla directionverticaleestétudiée.Une
fois l'objet déterminé,l'intensitécorrespondanteestcalculée.Le tableau6.1présentelesinformationspour
lesdifférentsmodèles.Il estévidentque,si la proportiondufacièsestla mêmepourtouslesmodèles,quand
la taille del'objet augmente,moinsd'objetsdoiventêtreintroduitsdansle modèle,cequi setraduitparune
valeurplusfaibledel'intensité.

Mod�le Taille verticale � (m) Intensité
Modèle1.5 1.5

�




���




���

)��

Modèle2 2 � 
��

�




���

)��

Référence2.5 2.5 � 


���




���

)��

Modèle3.5 3.5 � 


�
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���

)��

Modèle5 5
�




� �




���

)��

Modèle6.5 6.5
�




���




���

)��

Modèle8 8
�




���




���

)��

TAB. 6.1– Param�tresdesmod�lesavecla mêmeproportionder�f�r ence.

La �gure 6.2montrelescovariogrammesgéométriquescorrespondantàcesdifférentsobjets(�g. 6.2(a))
et lesvariogrammesverticauxdesmodèles(�g. 6.2(b)).Ils ont étéobtenusenappliquantdirectementl'ex-
pression6.1. Le changementdansla taille verticaledesobjetsse traduit dansles variogrammespar une
augmentationdansla portéeet doncunediminutionde la penteà l'origine, puisquele palierestle même
danstouslescas.

Chaquecoupleintensité- objetaun variogrammeassociébiendifférencié,mêmesi lesproportionsdes
modèlessontidentiques.Le palierdu variogrammeindiquela proportionmoyennedu modèleet la portée
indiquela tailledel'objet selonla directionverticale.Enpratique,si onse�x ela proportiondansle domaine
étudié,la penteà l'origine duvariogrammedonneuneindicationdela taille desobjets.Nouspouvonsdonc
obteniraussil'intensité.

6.1.1.2 Cas2 : Même intensit� et objetsde tailles diff�r entes

Dansce casl'intensité resteidentiquepour touslesmodèleset égaleà l'intensité de référence( � 


���




���

)�� ). Nous faisonsvarier les tailles verticalesdesobjets,et les modèlesrésultantsont desproportions
associéesdifférentes(tab. 6.2).Quandla valeurdel'intensitéresteconstante(cequi setraduitparunnombre
moyend'objetsà simuleridentiquedanstouslescas),plus lesobjetssontgrandset plus la proportiondu
modèleestimportante.

Lesvariogrammesverticauxdesmodèlessontcalculés(�g. 6.3).Commedansle casprécédent,il y a
uneaugmentationde la portéedu variogrammeet unediminution de la penteà l'origine quandles objets
augmentententaille.Maintenantlespalierssontdifférentspourchaquemodèle,cequi traduitlesdifférentes
proportions.À partir despaliersdesvariogrammes,il estpossibledecalculerla proportioncorrespondantà
chaquemodèle,étantdonnéquela variancedel'indicatrice du modèlebooléendansle casstationnaireest
égaleà �

�

� �

�

�

. Notonsque,mêmesi lesproportionsaugmentent(modèle8, �

	

�

m), le paliernedépasse
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(b) Variogrammesverticauxdesmodèles

FIG. 6.2 – Covariogrammesg�om�triques desdiff�r entsobjetset variogrammesverticauxdesmod�lescorrespon-
dants.La proportionresteconstantepour touslesmod�les,doncle palier est�gal � ��� � ��� 	 .

Mod�le Taille verticale � (m) Proportionmod�le
Modèle1.5 1.5 16%
Modèle2 2 21%

Référence2.5 2.5 25%
Modèle3.5 3.5 33%
Modèle5 5 44%

Modèle6.5 6.5 53%
Modèle8 8 60%

TAB. 6.2 – Param�tresdesmod�lesavecla mêmevaleurd'intensit�. Lesobjetsnevarientquesuivantla direction
verticale.
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pasleseuilde
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, valeurmaximalede �
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, la limite supérieurepourlesvariogrammesdesindicatrices.
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FIG. 6.3– Variogrammesverticauxdesmod�lescorrespondant� unemêmeintensit� et � diff�r entestailles d'objets.
La proportionvariepourchaquemod�le.

Dansle casstationnaireil devrait doncêtrepossible,à partir desvariogrammesexpérimentaux,d'esti-
merlesparamètresdumodèle: la taille desobjetset l'intensité.C'est l'objet dela prochainesection.

Dansun casréel nousne disposonsen généralquedesindicatrices,en quelquespuits, desfacièsdu
dépôtsédimentaire.Nousavonschoisi de modéliserce dépôtpar un modèlepour lequelon cherchedes
paramêtresplausibles.Danscecas,l'idéal seraitdepouvoir modéliserlesvariogrammesexpérimentauxpar
le variogrammed'un modèlebooléen.Il seraitainsi possibled'avoir uneinformationsupplémentairesur
lesparamètresdu modèle.Pouranalyserceci,nousallonsnousplacerdansunesituation«pseudo-réelle»,
et extrairequelquespuitsd'une réalisationdechacundesmodèlesprésentésci dessus.Lesvariogrammes
expérimentauxdesindicatricesauxpuitsetaussidesindicatricesdanstoutela réalisationserontétudiés.

On parle de situation«pseudo-réelle»puisqu'onest sûr que les donnéesrésultentd'un seul schéma
booléen.Onseplacealorsdansuncasfavorableparrapportà la réalitépuisquecelle-cipeutêtremodélisée
pardifférentsschémas.Cetteincertitudeliéeà la déterminationdesparamètresn'existepasdansnotrecas.

6.1.2 Étude des variogrammes verticaux expérimentaux : indicatrices des simulations et
indicatrices aux puits

6.1.2.1 Cas1 : Mêmeproportion et diff�r entscouplesintensit� - objet

Pourcetteanalyse,il estnécessairederéaliserdessimulationsdechaquemodèleet de lesdiscrétiser.
La maille desimulationchoisieestde

� �

�

� �

�

�




���

� . Le tableau6.3 montreles résultatsobtenus.On
remarqueunediminution de la proportionmoyenneet de la variancecalculéesdansles réalisationsdes
modèlesquandla taille desobjetsaugmente.L'in�uence d'un seulgrain,quandil estgrandparrapportau
volumetotal, esttrèsimportantesuruneréalisation,et on estdoncdansla limite de l'hypothèsed'ergodi-
cité : plus les objetssontgrands,plus leur in�uence sur la proportionglobalemoyenneestimportanteet
pluslesréalisationss'éloignentdela situationstationnaire.
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Dansla pratiquenousnedisposonspasd'uneréalisationdumodèle,maisdesindicatricesauxpuits.Dix
puitsont étéextraitsd'une réalisationdechaquemodèle.Ils sontdistribuésdefaçonnonrégulièredansle
volume.L'information correspondanteauxpuitsextraitsdesréalisationsestdansle tableau6.4.La propor-
tion moyenneet la variancesontencoreplusvariablespuisquel'information aétéconsidérablementréduite.

Réalisation Proportionréalisation Variance
Modèle1.5 24% 0.18
Modèle2 24% 0.18

Référence2.5 23% 0.18
Modèle3.5 22% 0.17
Modèle5 22% 0.17

Modèle6.5 21% 0.17
Modèle8 18% 0.15

TAB. 6.3 – Informationobtenuedansuner�alisation de chaquemod�le, la proportion th�orique initiale �tant la
même( ����� ).

Réalisation Proportionpuits Variance
Modèle1.5 28% 0.20
Modèle2 25% 0.19

Référence2.5 25% 0.21
Modèle3.5 22% 0.17
Modèle5 23% 0.18

Modèle6.5 25% 0.19
Modèle8 23% 0.17

TAB. 6.4– Informationobtenuesur lesdix puitsextraitsd'uner�alisation dechaquemod�le, la proportionth�orique
initiale �tant la même( � ��� ).

Lesvariogrammesdessimulations(�gure 6.4(a))atteignentplusou moinsle mêmepalier (exceptéle
casdu modèle8), puisqu'il leur correspondla mêmevaleurdeproportionthéorique.Lesportéesindiquent
les tailles desdifférentsobjetsutilisés.Les variogrammesexpérimentauxdesindicatricesdesréalisations
peuventalorsêtremodélisésassezbienpar lesvariogrammesdu modèlecorrespondant.Cependant,quand
lesobjetssontrelativementgrands(modèle8), uneseuleréalisationpeutêtreassezdifférentedu modèleet
doncle variogrammeexpérimentalserapluséloignédeceluidu modèle.

Les variogrammesexpérimentauxdespuits (�gure 6.4(b)) sont très �uctuants et les paramètressont
dif�ciles àdéterminer. Cependant,leurpenteà l'origine pourraitdonneruneidéedela taille desobjetsselon
la directionverticale: la pentediminueavec la taille de l'objet. La premièrerupturebrusquepeutservir
d'indication de la taille de l'objet selonla directionverticale.Cetteruptureindiquela distancemaximale
d'in�uence dugrain.Quandlesobjetssontgrands(modèles6.5et8), la rupturedepenteetbeaucoupmoins
marquéeeet lesvariogrammesnesestabilisentpasautourdela variance.Celas'expliquepar le fait que,à
proportionconstante,le nombred'objetsdegrandtaille estfaibleetcertainspuitsnerencontrentpasd'objet
(�gure 6.5).
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(a) Indicatricesdessimulations
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FIG. 6.4– Variogrammesverticauxexp�rimentauxdesindicatricesdanslessimulationsetauxpuitspourlesdiff�r ents
mod�les.La proportionmoyenneth�orique desmod�lesestla mêmepour touslescas.

FIG. 6.5– Effetdunombred'objets.
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6.1.2.2 Cas2 : Même intensit� et diff�r entsobjets

Lestableaux6.5et6.6montrentl'information obtenuesurlesréalisationset lespuitspourcecas.

Réalisation Proportionréalisation Variance
Modèle1.5 16% 0.14
Modèle2 20% 0.16

Référence2.5 23% 0.18
Modèle3.5 28% 0.20
Modèle5 37% 0.23

Modèle6.5 45% 0.25
Modèle8 47% 0.25

TAB. 6.5 – Informationobtenuepour uner�alisation de chaquemod�le. L'intensit� th�orique desmod�les est la
même( ��� ��� ��������� ).

Réalisation Proportionpuits Variance
Modèle1.5 15% 0.12
Modèle2 24% 0.18

Référence2.5 25% 0.21
Modèle3.5 23% 0.18
Modèle5 41% 0.24

Modèle6.5 31% 0.22
Modèle8 42% 0.24

TAB. 6.6 – Informationobtenuesur lesdix puitsextraits d'une r�alisation dechaquemod�le. L'intensit� th�orique
desmod�lesestla même( � � ��� ��� ����� ).

Les variogrammescalculésà partir dessimulations(�gure 6.6(a))montrentdesdifférencesde palier
duesauxvariationsdeproportions.Le changementdeportéecorrespondauxvariationsdela taille verticale
desobjets.

Lesvariogrammesdesindicatricesauxpuits(�gure 6.6(b)),parcontre,nemontrentpassi clairementces
différencesdepalier. Lesportéessontplusdif�ciles àdéterminer, spécialementquandlesobjetssontgrands.
Par contreon retrouve lespremièresrupturesde penteauxdistancescorrespondantaux tailles desobjets.
On observe aussiunediminutiondespentesà l'origine quandla taille verticaledesobjetsaugmente.Pour
desobjetsdegrandetaille (modèles6.5,8), lesvariogrammesnesestabilisentpasautourdela variance,et
montrentun certaincomportementnon stationnaire.Pluslesobjetssontgrandset plus leur recouvrement
est important,puisquel'intensité est la mêmedanstousles cas(�gure 6.7). Les traverséesdesobjetsont
plus de chancesde correspondreà la superpositiond'objets,ce qui fait quela premièrerupturede pente,
correspondantà la régiond'in�uence dugrain,estmoinsmarquée.

6.1.3 Conclusions

Lessituationsanalyséesici seplacentdansuncadrefavorable: unesituationstationnaire(proportionset
intensitésconstantes)où lesobjetssontdesparallélépipèdesdetaille constantedanschaquecas.Lesvario-
grammesdesmodèles,accessiblesanalytiquement,re�ètent lesdeuxparamètres: si la proportionmoyenne
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FIG. 6.6– Variogrammesverticauxexp�rimentauxdesindicatricesdanslessimulationsetauxpuitspourlesdiff�r ents
mod�les.L'intensit� desmod�lesestla mêmepour touslescas.

FIG. 6.7– Illustration del'effetdu recouvrementdesobjets.
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dumodèleestconnue,le palieret la portéenouspermettentdecalculerl'intensitédePoissonet la taille des
objetsrespectivement.

Lesvariogrammesdesr�alisations reproduisentlescaractéristiquesdesmodèlesutilisésdanschaque
cas: la portéeest liée à la dimensionverticaledesobjetset le palier à la proportiondu faciès.Il estpos-
sible alors de déduireles paramètresdu modèleà partir d'une réalisation.Mais dansce cason dispose
d'unegrandequantitéd'information.Cen'estpasle casdansunesituationréelleoù on nedisposequedes
informationsen quelquespuits.Dansce cas,l'échantillonnagen'est pasassezdensepour obtenirdesva-
riogrammesexp�rimentaux despuits assezstableset ils peuventparfoisprésenterun comportementnon
stationnaire.Lespalierset lesportéesdesvariogrammesexpérimentauxnesontpasfacilementidenti�ables.
Cependant,danstouslescasnousavonsnotéla diminutiondespentesavec l'augmentationdela taille des
objets,cequi étaitaussiprésentdanslesvariogrammesdesmodèles.Cecipermetdedistinguerdeuxmo-
dèlesavec desobjetsdifférents.La premièrerupturede pentesembleaussiindiquerla régiond'in�uence
verticaled'un objet,c'estàdire la traverséeverticalemoyennedel'objet.

À partir desdonnéesdespuits, surtoutquandils sontpeunombreux,il est trèsdif�cile de remonter
jusqu'auxparamètresdu modèle,mêmedansun casfavorableoù cesparamètressontconnusa priori et il
existeunestationnarité.L' analysedesvariogrammesatteintdoncseslimites,d'autantplusqu'ils sonttrès
sensiblesà la taille desobjets: à proportion�xée, quandils sontgrandsparrapportauvolumetotal, il sont
peunombreuxet il sepeutquequelquespuitsnelesrencontrentpas,donnantainsiunefausseimpressionde
nonstationnarité.Deplus,l'utilisation d'objetsgrands,bienquecourantdansla modélisationdesstructures
géologiques,està la limite de l'hypothèsed'ergodicitédu modèle,puisquedeuxréalisationsd'un même
modèlepeuventêtretrèsdifférentesentreelles,maisaussitrèsdifférentesdu modèle,du fait quele volume
étudiéest�ni.

6.2 Casnon stationnaire

À la différencedu casstationnaire,il n'estpluspossibleici d'obteniruneexpressionanalytiquesimple
duvariogrammedumodèlebooléenàpartirdela proportiondumodèle,del'intensitéetducovariogramme
géométriquede l'objet. Dansle casnon stationnaire,la proportionvarie dansle volume,doncl'intensité
dePoissonestrégionalisée.Le variogrammeestmaintenantdépendantnonseulementde la distanceentre
deuxpointsmaisaussidela valeurdela proportionassociéeaumodèleenchaquepoint.La covariancenon
centrées'exprimecomme:
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Il fautdoncprocéderd'une façonexpérimentale.L'information disponiblemaintenantest,enplusdes
indicatricesauxpuits,unegrille oumatricedeproportionqui n'estplusunevaleurconstante.Nouspouvons
donccalculerlesvariogrammessurcettematricedeproportionet voir l'information surle modèlequi peut
enêtreobtenue.

Il estclair que,à intensitésidentiques,la cartographiedesproportionsd'un modèleconstruitavecdes
objetstrèsgrandsserapluslissequecelledesproportionsd'un modèleconstruitavecdesobjetspluspetits.
Dansle premiercas,la régiond'in�uence de l'objet seraplus importantequedansle deuxième,avec un
effet derecouvrementégalementplus fort. Lesproportionsdevraientdoncapporteruneinformationsur la
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taille desobjets.Cependant,il faudratenircomptedufait quelesproportionssontaffectéesd'un autre«effet
de support»: leur supportde calcul.Cesdeuxcontributionsne sontpasfacilementdissociables.Plusces
deuxeffets sontgrandset plus la proportionseralissée,ainsi quesonvariogramme.Il estaussipossible
qu'un effet masquel'autre : si le supportdecalculdela proportionesttrèsgrand,il peutcacherl'in�uence
del'objet, parexemple,et masquerl'existenced'unenonstationnarité.

La démarchesuivie danscetteétudeestla suivante: calculerlesvariogrammesexpérimentauxdediffé-
rentsmodèles,avecplusieurscouplesintensité- objet,et seplacerensuitedansuncas«réel»où,enplusde
la matricedeproportions,quelquespuitssontdisponibles.Commedansle casprécédent,seulela direction
verticaleestétudiée.La matricede proportionestconsidéréecommeun vecteurvertical et les objetsne
varientqueseloncettedirection.Lesparamètresdesobjetset dela simulationsontlesmêmesquedansle
casstationnaire.Les mêmessituationssontanalysées: pour unecourbede proportions�xée et pour une
courbed'intensité�xée.

6.2.1 Étude desvariogrammesverticaux expérimentauxdesproportions

6.2.1.1 Cas1 : Mêmeproportion et diff�r entsobjets

L'étudedesvariogrammesestréaliséà 1D, commedansle casstationnaire.Lesproportionssontdonc
sur unecourbeverticale.À partir d'une courbeinitiale et pour différentsobjets(tab. 6.7), on calculeles
intensitéspar déconvolution. L'intensité estobtenueaprèsun lissagecorrecteur, et la proportionestimée
correspondanteàchaqueintensitéseraalorsdifférentedela proportioninitiale, et correspondraà la propor-
tion du modèle.

Mod�le Taille verticale � (m)
Modèle1.5 1.5
Modèle2 2

Référence2.5 2.5
Modèle3.5 3.5
Modèle5 5

Modèle6.5 6.5
Modèle8 8

TAB. 6.7 – Tailles desobjetspour lesdiff�r entsmod�les.La courbedeproportionassoci�eestidentiquedanstous
lescas,et �gale � celleder�f�r ence.

La �gure 6.8(a)montreles courbesde proportionsà partir desintensitésobtenuesavec chaquetype
d'objet.Nousavonsdoncdifférentsmodèles,selonle choixdel'objet, construitsàpartirdela mêmecourbe
de proportioninitiale. A priori cesproportionsestiméesdevraient être prochesde la proportioninitiale
( �

	

� 


�

m), mais les effets de lissageet de l'in�uence de l'objet écartentles proportionsdesdifférents
modèlesdela proportionderéférence.

Les proportionscorrespondantaux modèlesconstruitsavec desobjetsde taille allant jusqu'à �

	

�

m sont trèssimilaires; au-delàde cettetaille, les modèlesrésultantssont loin de la proportioninitiale de
référence.Il estalorspossibledetrouver unefonctiond'intensitéqui respectela proportionderéférenceà
uneerreurprès,pourtouteunegammed'objets.

L'étudedesvariogrammesde chacunedesproportions(�g. 6.8(b))montreleur dépendancevis à vis
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FIG. 6.8– Courbesetvariogrammesdesproportionsobtenuesavecdiff�r entscouplesintensit� - objet.La proportion
initiale der�f�r encecorrespond� 


�
� � � m.

desparamètresdesmodèlesrespectifs.Il y a trois élémentsqui interviennentdansles variogrammesdes
proportions: le volume sur lequel les proportionssont calculées(volume de régularisation),la taille de
l'objet et le lissageintroduit par la méthodede déconvolution. Ce dernierfait que les variogrammesdes
proportionscorrespondantaux intensitéscalculéessontsystématiquementplus lissesquele variogramme
deréférence.

Au fur et à mesureque la taille de l'objet augmente,les variogrammesdesproportionsdesmodèles
s'éloignent,dansleur forme, du variogrammede la proportioninitiale ( �

	

� 


�

m Mod.), notammentà
partirde �

	

�

m : il deviennentpluslisses,cequi impliquequelesobjetssonttropgrandspourêtreadaptés
àla variabilitédela courbedeproportions.C'estjustementàpartirde �

	

�

m quelescourbesdeproportion
desmodèlesressemblentmoinsà la courbeinitiale.

Si l'on considèrequele premierchangementdepentedansle variogrammedonneuneindicationdela
zoned'in�uence moyennedel'objet dansle comportementdela proportion,onpourraitplacercetterupture
dansle variogrammedela proportionderéférenceautourde

� � �




�

m, cequi nousdonneraituneindica-
tion de la taille maximalede l'objet qui seraitencoreutilisableavec cettecourbede proportions.Ceciest
cohérentaveclesrésultatsmontrésdansla �gure 6.8(a)etavecle fait derespecterla formeduvariogramme
de la proportioninitiale. Plus les objetssontpetitset plus ils peuvent restituerunecourbede proportion
quelconque.Plus les objetssontgrands,au-dessusd'une taille limite indiquéepar le variogrammede la
proportioninitiale, etmoinsils peuventrestituerla courbedeproportionpuisqu'ilsentraîneraientun lissage
plus grandquecelui qu'on observe dansla courbede proportion.Le problèmeprincipal consisteà �x er
cettetaille limite à partir desvariogrammesdesproportions.Lesnotionsdeportéeet depalierdansun cas
nonstationnairen'étantpasadéquates,�x ercettedistancedechangementdepentedevienttrèsapproximatif.
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6.2.1.2 Cas2 : Même intensit� et diff�r entsobjetsprimair es

Nousallonscomparermaintenantdifférentsmodèlesobtenusavecunemêmeintensitéet desobjetsde
différentestailles.Puis,nouscalculonslesvariogrammesexpérimentauxdesproportionscorrespondantes.
Lesproportionsdechaquemodèle(�g. 6.9(a))re�ètent la différencepourchaqueobjetutilisé.Pluscelui-ci
estgrandet plus la proportionprenddesvaleursfortes.La formede la courbedeproportiondevient aussi
pluslisse.

Les variogrammesassociés(�g. 6.9(b)) montrentaussicet effet de lissage.La distanceà laquellele
changementdepenteseproduitestplusimportantepourlesobjetsdegrandetaille. Cecivoudraitdire que,
dansle casoù la courbede proportionsprésenteunevariabilité moinsmarquéeou à plus grandeéchelle,
la taille de l'objet maximal«compatible»avec la proportionestplusgrande: unefourchetteplus large de
taillesestautorisée.Pourlescasprésentésdansla �gure 6.9(b)on pourraitplacercesdistancesà plus ou
moins
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m. Cesdistancessonttrèsapproximativeset peuvent êtrein�uencéespar l'échelle de
la réprésentationet par l'observateur. D'un autrecôté,il faut tenir comptedu volumederégularisationdes
proportions,qui interviendrafortementdansle lissagede la courbede proportions: si ce volumeesttrès
grandalorsil serare�été dansle variogrammeentolérantdesobjetsplusgrands.

0

 5

10

15

20

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0..7 0.8 0.9

N
iv

ea
u 

Z
 (

m
) 

Proportion

 a=8  m

 a=6.5 m  a=5 m 
 a=3.5 m  a=2.5 m 

 a=2 m 

 a=1.5 m 

(a)Courbesdeproportion

a=1.5m 

a=2m 

a=2.5m 

a=3.5m 

a=5m

a=6.5m 

a=8 m

 0.  1.  2.  3.  4.  5.  6.  7.  8.  9.  10. 

Distance (m)

 0.000 

 0.005 

 0.010 

 0.015 

 0.020 

 0.025 

 0.030 

 0.035 

V
ar

io
gr

am
m

e 
pr

op
or

tio
ns

(b) Variogrammesdescourbesdeproportion

FIG. 6.9– Courbesdeproportionetvariogrammesverticauxcorrespondantauxproportionsobtenuesavecunemême
intensit� et diff�r entsobjets.

6.2.2 Étude desvariogrammesverticaux desindicatrices aux puits

Commedansle casstationnaire,si ondisposedesindicatricesdefacièsauxpuitsil estpossibled'étudier
lesvariogrammesverticauxexpérimentauxdecesindicatrices.Dansnotreétudeparticulière,nouscalculons
pourchaquemodèleuneréalisationsurlaquellequelquespuitssontextraits.Lesvariogrammesexpérimen-
taux pour toutela réalisationet pour les puits sontdoncdisponibles.Les deuxcasdécritsprécédemment
(mêmeproportionetmêmeintensité)sontconsidérés.Le volumeet la grille desimulationrestentinchangés.
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6.2.2.1 Cas1 : Mêmeproportion et diff�r entscouplesintensit� - objet

Pourchaquecoupleintensité- objetnousavonsuneréalisationetunjeudepuits.Puisquelesréalisations
doiventtoutesrespecterla mêmeproportioninitiale, le nombred'objetsà simulerdiminuequandleur taille
augmente.Les variogrammesverticauxexpérimentauxdesréalisationssont dansla �gure 6.10(a).Il est
dif�cile d'identi�er clairementdanscesvariogrammesle comportementnonstationnairedesmodèles,puis-
qu'ils semblentsestabiliserautourdeleursvariancesrespectives.Commedansle casstationnaire,la taille
desobjetssere�ète danslesportéesdesvariogrammes,et doncdansla diminutionde la penteà l'origine
avecl'augmentationdela taille.
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(a) Indicatricesdanstoutela simulation
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(b) Indicatricesauxpuits

FIG. 6.10– Variogrammesverticauxdesindicatricesdanstoutela r�alisation etauxpuitspourlesdiff�r entsmod�les.
La proportionmoyenneth�orique danstouslesmod�lesestla même.

Lesvariogrammesdesindicatricesauxpuits(�g. 6.10(b))sontbeaucoupplus�uctuants.Ils présentent
tous de comportementstrès divers.Déterminerl'existenceou non d'une non stationnaritéest dif�cile à
partir de cesvariogrammes,d'autantplus quedansun casstationnaireles variogrammesdesindicatrices
auxpuits(�g. 6.4(b))peuventêtrefaussementassociésàunenonstationnarité.Toutdemême,il estpossible
d'identi�er la taille verticalede l'objet avec la premièrerupturebrusquedepentedanschaquecas.L'effet
dela diminutiondela penteà l'origine avecla taille del'objet est,ici, beaucoupmoinsévident.

6.2.2.2 Cas2 : Même intensit� et diff�r entsobjets

La courbed'itensitérestantmaintenantidentique,le nombred'objetsà simuleret leur répartitionsont
lesmêmespourtouteslesréalisations.La proportionatteindradesvaleursplusimportantesaveclesobjets
plusgrands.Lesvariogrammesdesindicatricesdesréalisations(�g. 6.11(a))donnentdesrésultatssimilaires
à ceuxdu casstationnaire: uneaugmentationdes«paliers»pourlesproportionsglobalesplusforteset une
diminutiondela pentepourlesobjetsplusgrands.

Lesvariogrammesdesindicatricesauxpuits(�g. 6.11(b))présententunerupturedepenteàunedistance
plusou moinségaleà la taille de l'objet correspondant.La différenceentrelesdifférentesproportionsest
ici beacoupmoinsmarquée.
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(a) Indicatricesdanstoutela simulation
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(b) Indicatricesauxpuits

FIG. 6.11– Variogrammesverticauxdesindicatricesdanstoutela r�alisation etauxpuitspourlesdiff�r entsmod�les.
L'intensit� danstouslesmod�lesestla même.

6.2.3 Conclusions

Dansun casnon stationnaire,nousne disposonspasd'une expressionanalytiquesimple du modèle
devariogrammemaisil estpossibledecalculerexpérimentalementle variogramme de la proportion du
modèle. Cesvariogrammessonttrèssensiblesà la taille del'objet et à l'in�uence du volumesurlequelles
proportionssontcalculées.Plusceseffetssontimportantset plusle variogramme,ainsiquelesproportions
(lissesparconstruction),sontlisses.Souvent, le volumede régularisationn'est pasconnuet soneffet sur
le variogrammenepeutpasêtredistinguédecelui lié à l'objet. Il n'estdoncpaspossiblededéterminerla
taille del'objet correspondantaumodèleà partir du variogramme.Cependantil estpossiblededonnerune
taille maximaleapproximative à partir delaquellel'objet nenouspermettraplusderetrouver uneintensité
correspondantà la courbedeproportionsdonnée.En d'autrestermes,touteproportionpeutêtrereproduite
avec desobjetspetits,à la limite despoints,qui permettrontde reproduirela variabilité à petiteéchelle
de la proportion.Pluslesobjetssontgrandset moinsils sontutilisablespour restituerdesproportionstrès
variables.Il estdoncintéressantdepouvoir donnerunelimite à la taille desobjetsà partir desproportions,
cequi constitueuneinformationsupplémentaireà celledonton disposepard'autresmoyens.Toutefois,il
fauttenir comptedu fait que,si le supportderégularisationdesproportionsesttrèsimportant,commec'est
le cassouventdansle planhorizontal,soneffet cacheral'in�uence desobjetsetdonneradesproportionset
desvariogrammestrèslisses: si le supportderégularisationesttrèsgrandparrapportà la taille desobjets,
alorsla nonstationnaritépeutêtremasquéeendonnantunefausseimpressiondestationnarité.

D'autrepartnousdisposonsparfoisdequelquespuitsdontlesvariogrammesdesindicatrices pourront
servirdeguidepourla déterminationdela taille desobjets.Nousavonsvu quetantdansle casstationnaire
quedansle non stationnaire,la distanced'in�uence de l'objet, et doncsatraverséemoyenne(sahauteur
dansnosexemples),estmarquéedanslesvariogrammesparunebrusquerupturedepente.Ici, ons'estplacé
dansun casoù seulementla directionverticaleestétudiée.Lesdonnéesseloncettedirectionsontsouvent
asseznombreusesetpermettentdecalculerlesvariogrammesàpetitesdistances.Dansle planhorizontal,ce
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n'estpasle cas.Lesdonnéessontparfoisrareset souventdistantesentreelleset nenouspermettentpasde
déduirebeaucoupd'informationsurla taille desobjets,d'autantmoinsquandil existeunenonstationnarité
horizontale.

L'utilisation desvariogrammes pour l'estimation desparamètresdu modèlebooléenest trèslimi-
tée,enparticulierquandlesdonnéessontpeuabondantescequi est,malheureusement,la situationla plus
courantedansla modélisationdestructuressédimentaires.Lesvariogrammesdesindicatricesauxpuitssont
dif�cilement modélisables,mêmedansun casstationnaireoù le modèleestconnu.La présenced'une non
stationnaritécompliqueencorele problème.Cependant,nouspouvonsutiliser lesvariogrammes(auxpuits
dansle casstationnaire,desproportionsdansle casnonstationnaire)commeuntestqualitatifetpréliminaire
surlesobjetsàutiliserdansle modèle.

Bienquel'analyseait étéréaliséeexpérimentalementsurquelquesmodèlesetsoit loin d'êtreexhaustive,
nouspouvonsg�n�raliser lesr�sultats dansle sensque,danstouslescas,leschangementsbrusquesdansla
pentedesvariogrammes(desproportionset auxpuits)correspondentà deforts changementsdela variable
étudiée.Ainsi, nouspouvonsextraireaumoinsuneinformationsur la zoned'in�uence desobjetsdansle
volumeet doncavoir uneidéea priori de la taille maximalequ'il serapossibled'utiliser. Si les traversées
desobjetsselonunecertainedirectionsontvariables(desdemi-ellipsoïdes,desobjetsde taille variable),
nousauronsuneinformationsurleursdimensionsmoyennes.
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Chapitr e 7

Application � un cas®ctif 3D

Le premiercasexpérimentalpour testerla méthodeproposéeest la simulationd'hétérogénéitéspos-
sédantunedistribution nonstationnaireà 3D. Ceshétérogénéitéspeuvent correspondreparexempleà des
crevassesà l'intérieur d'un réservoir, à deshétérogénéitésà l'intérieur d'un chenal,etc.Les �gures 7.1 et
7.2montrentdeuxexemples,àdifférenteséchelles,du typed'imagesquel'on essaiedereproduire.

FIG. 7.1– Fragmentsderochesd�pos�s, formantun«mosaïque»,pendantl'�coulementd'un torrentd'eau(D'apr�s
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Dansnotrecasparticuliernousallonssupposerqueleshétérogénéitésmodéliséespar l'ensembleboo-
léen sont desformationssableusesà l'intérieur d'une matriceargileuse,mais le cascontraireest aussi
parfaitementenvisageable: deslentillesargileusesà l'intérieur d'un facièsréservoir. Aveccetexemplenous
voulons,d'un côté,testerla méthodeproposéepourréaliserdessimulationsd'un modèlebooléendansun
cadrenonstationnaire,et de l'autre côté,illustrer l'importancede la priseencomptedela distribution des
objetsdanslessimulations.

113



114 CHAPITRE7. APPLICATION À UN CAS FICTIF 3D

FIG. 7.2 – D�pôts de sable et des graviers constituantdes s�dimentsnon consolid�s en forme de lentilles de
diff�r enteperm�abilit� par rapport � la matrice qui les contient.(R. L. Whitehead,U.S. Geological Survey, dans
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7.1 Description desdonnées

Les donnéesdont on disposesont une grille de proportionsà 3D indiquantla distribution du faciès
sableuxet desoncomplémentaire,la matriceargileuse.Nous�xons a priori lescaractéristiquesdesobjets
pour simulerce facièsréservoir. Dansce cas�ctif nousne disposonspasde puits, les simulationsseront
doncnonconditionnelles.

7.1.1 Proportions

Lesparamètresdela grille deproportionsont:
– Maille : � �
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m, � �
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m, � 	
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m;
– Nombredemailles: 	
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.
À chacundesnœudsde cettegrille correspondunevaleurde proportionqui donnele pourcentagedu

volumeoccupépar le facièsétudiésur chaquemaille de volume
�

�

�

�

�




���

m � . Le volumetotal de la
régionétudiéeestde

�

� �

� �

�

�

m� .

La �gure 7.3(a)montrelesdonnéesdeproportionssurun bloc 3D. Pourmieuxidenti�er la distribution
du faciès,nousadoptonsla représentationsuivante: chaquecolonnedu bloc deproportion(enrougedans
la �gure 7.3(a))donnela distribution verticalede la proportiondu facièset peutêtredé�nie commeune
courbede proportionverticale(7.3(b)).Cettecourbe(en jaune)représentela proportiondu facièsprésent
danschaqueniveausur unesurfacehorizontaleégaleà la maille de la grille de proportion.La proportion
estdonnéeenpourcentage(

� � � ����� �

) ou commeunevariablecompriseentre
� ���

. En mêmetemps,
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la proportiondu facièscomplémentaire(en vert) estaussivisible. Ainsi, il estpossiblede construireune
«matrice»de courbesde proportions(7.3(c)) où chaquecarréest informé par une courbede proportion
verticale.Danscetteimagenouspouvons identi�er les différentscomportementsaussibien dansle plan
horizontal� � queverticalement.Dansla moitiéSudduchampd'étude,la proportiondufacièssableuxest
plusélevéedanslesniveauxprofondsquedanslesniveauxsuper�ciels.La proportiontendà augmenterde
l'Ouestversl'Est, avecl'apparitionprogressivedecefacièsdanslesniveauxsupérieursdela régioncentrale,
puisunediminutiondela proportionversl'Est qui �nit pardisparaîtredanscesniveauxsuper�ciels.Dans
la moitié Nord du champla proportiondu facièsestglobalementinférieureà celle de la moitié Sud.De
plus, la proportionde ce facièsest pratiquementconcentréedansune zonecentraleet dansles niveaux
supérieurs,avecunediminutiondesproportionsversl'Est. Au Nord Ouestil y a unerégiondanslaquelle
aucuneprésencedefacièsréservoir n'a étédétectée.

Pour illustrer un peu plus en détail la distribution de la proportiondu facièsétudié,nousréalisons
dessectionssurlesquellesnousregardonsla distribution dela proportionmoyenneverticale(�g. 7.4à7.6).
Celle-ciaugmentedel'Ouest(axenégatifde � ) versleszonescentrales,puisdiminueversl'Est (axepositif
de � ) (�g. 7.4).CetteévolutionestplusaccentuéeauNordduchamp(�g. 7.4(c)).LessectionsNord - Sud,
à �

	

�

�

� , (�g. 7.5)montrentunediminutionassezrégulièredesproportionsmoyennesduSud(axenégatif
de � ) versle Nord du champ(axe positif de � ), jusqu'àpratiquementdisparaîtredanslesextrêmesEstet
Ouestdu champ(�g. 7.5(c)et 7.5(a)respectivement).Dansla régioncentrale,les proportionsmoyennes
sestabilisentauNordautourd'unevaleurpresqueconstante.Quantauxsectionsdiagonales(�g. 7.6),elles
montrentunediminutiongénéraleduSudversle Nord (duSOversle NE etdu SEversle NO).
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FIG. 7.3– Descriptiondela proportioninitiale en3D (®gure7.3(a)).Chaquecolonnedubloc,commecelled�tach�e
en rouge, peutêtre repr�sent�e commeunecourbede proportion verticale(7.3(b)).Cette®gure montre, niveaupar
niveau,la distribution de la proportion,en pourcentage, du faci�s �tudi� (en jaune)et du compl�mentaire (envert).
Nouspouvonsdonc repr�senter le bloc 3D de proportion commeune matrice de courbesde proportion verticale
(7.3(c)).
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FIG. 7.4 – Moyennesverticalesde la proportion le long de diff�r entessectionsEst - Ouest( %
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� � � ) dansle plan
horizontal.
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FIG. 7.5 – Moyennesverticalesde la proportion le long dediff�r entessectionsNord - Sud( �
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horizontal.
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FIG. 7.6– Moyennesverticalesdela proportionle longdedeuxsectionsdiagonalesdansle planhorizontal.
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7.1.2 Description desobjets

Dansun casréel, l'information sur lesobjetsqui modélisentle facièsestobtenueà partir despuitset
éventuellementd'af�eurementsanalogues,et/oud'imagessismiques.Dansnotreapprochenousavonsfait
l'hypothèsequelescaractéristiquesdesobjetssont�xées àpriori. Nousavonsvu dansle chapitre6 qu'il est
possibledevéri�er si le choixdela taille desobjetsestcompatibleaveclesproportions.

Dansnotreexemple,le facièsétudiéestmodélisépardesdemi-ellipsoïdesdont lesdemi-axessontde
taille variableselondeslois uniformeset indépendantes:

�

� � �

� ���

�

 ���

���

� �

� ���

�

�

���

� �

� �

� � �  ��

�

� � � ���

Cesdimensions,bien querelativementimportantespar rapportau volumetotal du champ,sontcom-
patiblesavec les variogrammesexpérimentauxde la grille de proportion(�g. 7.7). Ceux-ciprésententun
comportementnon stationnaire,notammentselonles directions � et � , où la différenceentreles valeurs
desproportionsaugmenteassezrapidementavec la distance.Selonla direction � , cetteaugmentationest
pluslente.Lespremièresrupturesdepentedesvariogrammesseproduisentautourde

�

m dansla direction
verticale; selonla direction � , elle sesitueplusou moinsà

�

� m et selon � , elle sesitueversla moitié du
champ.Nouspouvonsainsiavoir uneidéedela régionmaximaled'in�uence quepeutavoir un objetpour
restituerla variabilité indiquéepar lesproportions.En effet, leschangementsbrusquesdansla distribution
dela proportionprésentéedanslesdifférentescoupeshorizontales(

��� � � �

m selon� (�g. 7.4),jusqu'à
� �

m selon� (�g. 7.5))nepourrontpasêtrereproduitsavecdesobjetsplusgrands.

Nousavonsvu dansle chapitre5 que l'expressionanalytiquede �
� peutêtre trèscompliquée,voire

inexistante,mêmepourdesobjetsrelativementsimples,commec'est le casdanscetexemple.Nousavons
simpli�é ce problèmeen calculantla probabilité�

� correspondantauxparallélépipèdeslesplus petitsqui
contiennentles demi-ellipsoïdeset en corrigeantle nombremoyen d'objetsà simulerpar le rapportentre
lesvolumesrespectifs.Lesdimensionsdesdemi-côtésdesparallélépipèdessuivent lesmêmeslois queles
demi-axesdesdemi-ellipsoïdes.L'expressionde �

� aétédéjàcalculéedansla section4.2.1.
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FIG. 7.7– Variogrammesexp�rimentauxdela proportioninitiale selonlestrois axesprincipauxdela grille.
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7.2 Obtention de l'intensité. Simulations

Commeil a étéexpliqué dansle chapitre5, lors du processusde déconvolution permettantd'obtenir
l'intensitédePoisson,il fautmodi�er la grille deproportioninitiale par interpolationet extrapolationsuc-
cessives.La grille danslaquellel'intensitéestobtenueest:

– Maille : � �

	

�




���

m, � �

	

�




���

m, � 	

	

�




���

m;
– Nombredemailles: 	

�

	

� �

, 	

�

	

���

, 	

�

	

� �

et le volumeréeldesimulationestde
� �

�

���

�

�




�

m � .
L'intensitéobtenueavec le processusdedéconvolution décritet aprèscorrectionestreprésentée�gure

7.8.Ce«cube»d'intensitéserautilisé dansle processusdesimulationcommel'intensitédePoisson,et dé-
terminerala distribution desobjetsdansle volume.Le nombremoyend'objetsparallélépipèdesà introduire
dansla simulationestde832.Unefois cettevaleurcorrigée,le nombremoyend'objetsdemi-ellipsoïdesà
simulerestde1589.
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FIG. 7.8– Bloc3D del'intensit� obtenuepar d�convolutionetapr�s correction.La fonction�
� utilis�e correspond�

desparall�l�pip�des.

L'intensitéutiliséeestaffectéeprincipalementde deuxapproximationspar rapportà l'intensité théo-
rique:

– uneffet dû aulissagepourla correctiondesvaleursnégativeset
– uneapproximationdueaufait quela déconvolutionet lessimulationsontétéréaliséesavecdesobjets

différents.
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Le pourcentagedesvaleursnégativesqui ont étécorrigéesestde
� ���

, cequi estassezimportant.Ces
nombreusesvaleursnégatives sont induitespar l'importante présencedansles donnéesde proportionde
valeursstrictementnulles( �

� �

desvaleurs)ou trèsfaibles(
� � �

desvaleursdeproportionsontinférieures
à

� �

).
La proportioneffective qui correspondà cetteintensitécorrigéeet qui constituela proportiondenotre

modèleesttrèsprochedela proportioninitiale calculéesurlesdonnées(�gure 7.9).La différencemoyenne
ponctuelle,en valeurabsolue,entreles deuxestde

���

. Commeespéré,la proportiondu modèleest lé-
gèrementplus lissequela proportioninitiale, avec unetendanceà surestimerles valeurstrèsfaibleset à
sous-estimerlesvaleurstrèsfortes.Cerésultatestaussire�été dansleshistogrammesdesproportions(�g.
7.10)etdansle nuagedecorrélation(�g. 7.11)entrelesdeuxvariables.Cederniertendàsesitueraudessus
de la premièrebissectricepour lesvaleursde la proportioninitiale prochesde

� �

(le modèledonneentre
� �

et
� � �

) et endessouspourlesvaleursprochesde
����� �

(entre
�����

et �

���

dansle modèle).
Il fautsoulignerquelesvaleursnullesdeproportiondansla régionNordOuestnesontpascomplètement

récupéréesdansle modèle.L'existencedevaleursdeproportionstrictementnullesrejoint le problèmedela
représentativité desproportionsévoquédansle chapitre5 etseratraitéultérieurement.

Les caractéristiquesprincipalesde la proportioninitiale décritesprécédemmentseretrouvent dansla
proportiondumodèle,etnouspouvonsdoncconsidérerquelesapproximationsréaliséessontacceptables.
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FIG. 7.9– Grilles deproportioncorrespondantauxdonn�eset � la proportionr�sultant desparam�tresdu mod�le
(intensit� «corrig�e» et objetparall�l�pip�de).
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FIG. 7.10– Histogrammesdesvaleursdela proportioninitiale (a.) et dela proportiondumod�le (b.).
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FIG. 7.11– Nuagedecorr�lation entre la proportioninitiale et la proportiondumod�le.
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Simulations.Objets demi-ellipsoïdes

Maintenanttouslesparamètresnécessairespourréaliserlessimulationssontconnus: lescaractéristiques
desobjetsqui modélisentle faciès,l'intensité de Poissonqui déterminela façondont lesobjetsvont être
distribués,et le nombremoyen d'objets à introduire dansla simulation.Les paramètresde la grille de
simulationsont:

– Maille : � �

	

�




� �

m, � �

	

�




� �

m, � 	

	

�




���

m;
– Nombredemailles: 	

�

	

�����

, 	

�

	

� �

, 	

�

	

� �

.
La �gure 7.12montreun exempledesimulationobtenue.

FIG. 7.12– Exempledesimulationobtenueavecl'intensit� calcul�e par d�convolution.

Pourdéterminerla qualitédessimulations,nousallonscomparerlesproportionsinitiales(lesdonnées)
auxproportionscalculéessurlessimulations.Cettecomparaisonestfaited'unepartsurla ressemblancegra-
phiqueetd'autrepartsurlesvaleursdesproportions«globales».Onappelleproportion«globale»la fraction
totaleduvolumeoccupéeparle facièsconsidéré.Cettevaleurdéterminela quantitéglobale,enpourcentage,
defacièsquel'on s'attendà trouver dansla régionet constitueparfoisunecontrainteimportantequ'il faut
reproduiredanslessimulations.

Les matricesde proportioncorrespondantà un exemplede simulationet à la proportioninitiale sont
présentéesà la �gure 7.13.

Commeon s'y attendait,les proportionsde la simulationsontassezprochesdesproportionsdu mo-
dèle(�g. 7.9(b))maislesproportionsinitialessontaussiassezbien respectées,en dehorsde la variabilité
intrinsèqueassociéeaux simulations.Les mêmescaractéristiquesgénérales,hormis les valeursnullesde
proportiondansla régionNO, seretrouventdansla simulation.

La valeurglobaledela proportionestrelativementbienretrouvée:
� �




� �

dansla simulationpour
� �


��

�

desdonnéeset
� �




� �

dela proportiondumodèle.L'histogrammedela proportioncalculéesurla simulation
(�g. 7.14)récupèreassezbienl'histogrammedela proportioninitiale, saufpourdeuxaspects: lesvaleurs
trèsfaiblesettrèsfortessontplusabondantesdansla proportiondela simulation.Lesvaleursintermédiaires,
notammententre

�

et �

���

sontmoinsprésentesdansla simulation.Celas'expliqueparle fait quelesobjets
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FIG. 7.13– Matricesde proportioncorrespondantauxdonn�es(a.) et � la proportioncalcul�e sur unesimulation
(b.).
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simuléssontde taille comparableà la maille desproportions.La présenceou l'absenced'un objet a une
grandein�uence surla proportioncalculéesurunemaille.
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FIG. 7.14– Histogrammesdesvaleursdela proportioninitiale et dela proportioncalcul�e sur la simulation.

Sur un échantillonde �

�

simulations,nousavons pu mettreen évidenceles mêmescomportements.
Les�gures 7.15à 7.17montrentlesproportionsmoyennesverticalespourdifférentessectionshorizontales
pour quelquessimulations.Nousavons ainsi véri�é le lissageintroduit par la correctionde l'intensité :
les changementsbrusquesde la proportioninitiale (en noir dansles images)sontmoinsabruptsdansles
simulationset les valeursmaximaleset minimalessont lissées.Naturellement,les courbescorrespondant
auxsimulationssesituentautourdescourbesassociéesàla proportiondumodèle(enrougedanslesimages)
qui lesagénérées,malgrél'approximationintroduitedansle calculde �

�
.

Lesproportionsglobalesobtenuessurcessimulationssontassezprochesde la proportionglobaleini-
tiale, variantentre

� � �

et
� ���

pour uneproportionglobaleinitiale de
� �


��

�

. La �gure 7.18 montrela
distribution desvaleursglobalesdesproportionscalculéessurlessimulations.Ellessesituentpratiquement
entrelesvaleursglobalesde la proportioninitiale et de la proportiondu modèle,avecunetendanceà sur-
estimerlégèrementla proportionglobaleinitiale, àcausedesvaleursnullesdela proportioninitalequi sont
devenuespositivesdansle modèleet lessimulations.
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FIG. 7.15– Moyennesverticalesde la proportionle long dediff�r entessectionsEst- Ouest( %
�

� � � ) dansle plan
horizontal.Ennoir la proportioninitiale ; enrouge la proportiondumod�le.
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FIG. 7.16– Moyennesverticalesde la proportion le long dediff�r entessectionsNord - Sud( �
�

��� � ) dansle plan
horizontal.Ennoir la proportioninitiale ; enrouge la proportiondumod�le.
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FIG. 7.17– Moyennesverticalesdela proportionle long dediff�r entessectionsdiagonalesdansle plan horizontal.
Ennoir la proportioninitiale ; enrouge la proportiondumod�le.
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FIG. 7.18– Histogrammedela distribution desvaleurs deproportionglobaleobtenues� partir de ��� simulations.
Ennoir la proportionglobaleinitiale et enrouge la proportionglobaledumod�le (objetdemi-ellipsoïde).
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Simulations.Objets parallélépipèdes

Dansla sectionprécédente,lesobjetschoisispourmodéliserle facièsétudiésontdesdemi-ellipsoïdes.
Cependant,parsoucidesimpli�cation, nousavonscalculél'intensitédePoissonavecdesobjetsdeloi plus
simple,desparallélépipèdes.Sur les résultatsobtenus,cetteapproximationpeut être considéréecomme
acceptable.

Nousallonsétudierici brièvementles résultatsobtenuslorsquelessimulationssontréaliséesavec les
objetseffectivementutilisésdansle calculdel'intensité,lesparallélépipèdes.Commeprécédemment,cette
étudeestbaséesurla comparationdesproportionsinitiale, du modèleet dessimulations.Naturellement,la
proportioninitiale et la proportiondumodèlerestentlesmêmes.

Lesproportionsglobalescalculéessurtrentesimulationsvariententre
� � �

et �

� �

, commedansle cas
précedent,et se placentaussientreles valeursglobalesde la proportioninitiale et du modèle,

� �


��

�

et
� �




� �

respectivement(�g. 7.19).Lesvaleursglobalescorrespondantauxsimulationsavec lesparallélépi-
pèdesvarientdansunefourchettelégèrementpluslargequedansle casdesdemi-ellipsoïdes(lesobjetssont
plus grands)et tendentà serapprocherdavantagede la valeurdu modèle,commeespéré.Le fait queles
proportionsglobalessoient,engénéral,plusfaiblesquecelledu modèleestdû augrandnombredevaleurs
deproportiontrèsfaiblesounullesqui sontsur-représentéesdanslessimulations.Tandisquele modèletend
à lisserlesproportionsinitiales,lessimulationsaccentuentla présencedesvaleursextrêmes.
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FIG. 7.19– Histogrammedela distribution desvaleurs deproportionglobaleobtenues� partir de � � simulations.
Ennoir la proportionglobaleinitiale et enrouge la proportionglobaledumod�le (objetparall�l�pip�de).

Sur les simulationson retrouve les mêmescaractéristiquesque pour les simulationsavec les demi-
ellipsoïdes: une forte présencedesvaleursfaibleset fortes dansles simulations,tandisque les valeurs
intermédiairessontmoinsbienrécupérées.Surlescourbesdesvaleursverticalesmoyennesdesproportions,
nousavonsaussiobservéplus de ressemblanceentreles proportionsdessimulationset la proportiondu
modèlequ'avecla proportioninitiale,notammentpourlesvaleursmaximalesetminimalesetdanslesvaria-
tionsbrusques.Cependant,nouspouvonsconclureque,danssescaractéristiquesgénérales,lesproportions
initialessontassezbienretrouvées.

Si on comparelescourbesmoyennesverticales(�g. 7.20à 7.22)dela proportioninitiale (ennoir dans
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les�gures), dela proportiondumodèle(enrouge),dela proportionmoyennesurles30simulationsréalisées
avec l'objet demi-ellipsoïde(enbleu)et avec l'objet paraléllépipède(en vert), on observe quelessimula-
tionsaveclesdeuxfamillesd'objetssont,enmoyenne,trèssimilaireset respectentla proportiondumodèle.
La proportioninitiale estaussibienrécupéréesaufdansleschangementstrèsbrusquesoù le modèleet les
simulationsontun comportementplusgraduel,commeon s'y attendait.

Ce petit testa mis en évidencele fait quenousne pouvonspasdistinguerl'ef fet de l'approximation
faite lors du calcul de l'intensité, en utilisant desobjetsplus simplesque dansla simulation,de l'ef fet
du lissageaprèsdéconvolution et de la variabilité intrinsèquedu processusde simulation.Naturellement,
il estnécessairequecetteapproximationpar desobjetssimplessoit acceptable: les objetsutilisésdans
la déconvolution et dansles simulationdoivent être choisisde façoncohérente,la proportioninitiale et
la proportiondu modèledoivent êtresemblableset les valeursde la proportionglobaledoivent êtreaussi
similaires.Danscecas,parexemple,la différencemoyenneentrelesdeuxestseulementde

� �

.
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(b) y = 18 m (Centre)
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(c) y = 36m (Nord)

FIG. 7.20– Moyennesverticalesde la proportion le long dediff�r entessectionsEst- Ouest( %
�

� � � ) dansle plan
horizontal.Ennoir la proportioninitiale, enrouge la proportiondumod�le, enbleula proportionmoyennesur30si-
mulationsavecl'objet demi-ellipsoïde, envert la proportionmoyennesur30simulationsavecl'objet paral�ll�pip�de .
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(a) x = 0 m (Ouest)
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(b) x = 24m (Centre)

 0.  10.  20.  30. 
Y (m) [x = 48 m] 

 0.0 
 0.1 
 0.2 
 0.3 
 0.4 
 0.5 

M
oy

en
ne

 v
er

tic
al

e

(c) x = 48m (Est)

FIG. 7.21– Moyennesverticalesde la proportion le long dediff�r entessectionsNord - Sud( �
�

� � � ) dansle plan
horizontal.Ennoir la proportioninitiale, enrouge la proportiondumod�le, enbleula proportionmoyennesur30si-
mulationsavecl'objet demi-ellipsoïde, envert la proportionmoyennesur30simulationsavecl'objet paral�ll�pip�de .
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(a) SectiondiagonaleSO- NE
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(b) SectiondiagonaleSE- NO

FIG. 7.22– Moyennesverticalesde la proportion le long de deuxsectionsdiagonalesdansle plan horizontal.En
noir la proportioninitiale, enrouge la proportiondu mod�le, enbleula proportionmoyennesur 30 simulationsavec
l'objet demi-ellipsoïde, envert la proportionmoyennesur30simulationsavecl'objet paral�ll�pip�de .
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7.3 Analysedescomposantesconnexes

L'importancede la distribution d'un facièsdansun volume est mise en évidencelors de l'étude de
l'écoulementd'un �uide à l'intérieur d'un facièsporeux,par exemple.Si ce facièsporeuxest modélisé
par un ensemblebooléen,les propriétésde l'écoulementserontdépendantesde la façondont les objets
sontdistribuésdansle volumedesimulation.Pourillustrer l'importancedela distribution desobjets,nous
étudionslescomposantesconnexesdansuncassimple.

Unecomposanteconnexeestl'union detouslespixelsdansla simulationqui appartiennentàl'ensemble
booléenetqui sontconnectésàtraversunelignecomplètementcontenuedansl'ensemble(�g. 7.23)etdonc
dansle facièsmodélisé.Chaquecomposanteconnexe estensuitenumérotéeparordrecroissant,de la plus
grandeà la pluspetite.

Non connectés

Connectés

Comp. 1

FIG. 7.23– Composantesconnexes: seulslespixelsconnect�s� traversunchemincontenudansl'ensemblebool�en
appartiennent� la mêmecomposanteconnexe.

Prenonscommeexempleunesimulationdontla distribution du facièsestnonstationnaire(casprésenté
précedemment)etunesimulationdontla distributiondufacièseststationnairemaisavecla mêmeproportion
globale(

� �


��

�

), ou la mêmeporositédansle casd'un facièsporeux.Nousanalysonsles cinq premières
composantesconnexespourchaquesimulation(�g. 7.24),considéréescommelesplusreprésentatives.

Dans le casnon stationnaire(�g. 7.24(a)),nousavons pu identi�er
��� �

composantesconnexes. La
premièrecomposante(enrouge)représenteles

� ���

duvolumetotaloccupéparle faciès.Lescinqpremières
composantesconsituentdéjà

� ���

du volumedu faciès.Par contre,dansle casstationnaire(�g. 7.24(b)),
nousavonsidenti�é ���

�

composantesdifférentes,lapremièrecomposanten'étantque
� �

duvolumetotaldu
faciès.Danscecas,lescomposantesdiminuententaille trèslentement,ainsilescinqpremièrescomposantes
n'occupentque

�

�

�

du volumedu faciès.
Cetexempleillustreclairementl'importancedela connaissancedela distribution du faciès,etdoncdes

objetsdansles simulations,pour reproduirele comportementdes�uides dansle milieu. Dansl'exemple
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(a) Casnonstationnaire (b) Casstationnaire

FIG. 7.24– Composantesconnexesd'unesimulationnonstationnaireetd'unesimulationstationnaireavecla même
proportionglobaledu faci�s simul� ( � ��� ). Seuleslescinqpremi�rescomposantessontrepr�sent�es,enrouge la plus
grande.

stationnaire,ce �uide seracon�né à l'intérieur deslentilles non connectéesles unesaux autresalorsque
dansl'exemplenonstationnaire,il pourratraversertoutel'unité.

7.4 Résultatset conclusions

L'exempleprésentédanscechapitrenousa servid'unepartà testerla méthodeet déterminerla qualité
desrésultatset d'autrepartà mettreenévidencel'importancede la priseencomptede la distribution des
objetsdansla simulationlorsdel'interprétationdesrésultatsentermesdeporosité,parexemple.

Globalementon peutconclureque la méthodeproposéedonned'assezbonsrésultatsselonles deux
critèresquenousnoussommes�xés : la ressemblanceentreles données,i.e. la proportioninitiale, et la
proportioncalculéesur lessimulations,et la ressemblanceentrelesproportionsglobalesinitiale et dessi-
mulations.

Pourvaliderle processusdedéconvolution, trois étapessontnécessaires:

1. La validationdumodèle.

2. La validationdessimulationsparrapportaumodèle.

3. La validationdessimulationsparrapportauxdonnéesinitiales.

La validation du modèleestréaliséeencomparantlesproportionsinitialesauxproportionsassociéesà
l'intensitécalculéeetà l'objet choisi.Lesapproximationsréaliséeslorsducalculdel'intensitéintroduisent
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unedifférenceentrelesdonnéesinitialeset le modèleobtenu.Ainsi, nousexigeonsquenotremodèlepré-
sentele mêmecomportementquela proportioninitiale (danscetexemple,la différenceponctuellemoyenne
envaleurabsolueestde

���

) et quelesvaleursglobalessoientproches,danscecasla différenceentreles
proportionsglobalesmoyennesdu modèleet desdonnéesestde

� �

. Nousavonsconsidéréquelespropor-
tionssontmodéliséesdefaçonsatisfaisanteparle modèleobtenu,maisc'està l'utilisateur dedéterminersi
le modèleestacceptableou non.

Il existenéanmoinsdeuxdifférencesinévitablesetsigni�cativesentrela proportioninitialeetle modèle:
– Les maximaet les minima ainsi que les variationsbrusquesdansles proportionsinitiales sont lis-

sésdansle modèle.Le lissageréalisépour corriger l'intensité mathématiqueimposecet effet par
construction.Ainsi, nousnepourronspasmodéliserexactementunsautbrusquedanslesproportions
initiales, mais il seramodélisépar unevariationgraduelledansla proportionsur unedistancequi
est liée à la taille de l'objet. Celasembleassezréalistepar rapportà la nature,saufen présencede
structurestellesquedesfaillesqui peuventmarquerceschangementsbrusques.Un traitementséparé
desdifférenteszonespeutalorss'imposer.

– Lesvaleursdeproportionstrictementnullessontseulementrécupéréesenpartiedansle modèle.Cet
effet estlié directementaupoint précédent: l'ef fet de bordassociéà l'objet nenouspermetpasde
retrouver les proportionsnullesstrictementdansla régionoù ellesont étéidenti�ées. Il faut ici se
poserdenouveaula questionsurla représentativité desproportions.Celles-ciétantunevaleurd'esti-
mationsurunsupportrelativementgrand,ellesnereprésententqu'unetendancedansla présencedes
faciès.Unevaleurnulledeproportionpeutindiquerquela présencedu facièsesttrèsfaible,maispas
forcémentinexistante.Néanmoins,si les valeursnullessontstrictementvraies,c'est-à-diresi elles
sontdéterminéeset con�rméespard'autressources,alorsellesdeviennentdesvaleursdéterministes,
et leur traitementdoit seréaliserautrement.Onpourrait,parexemple,traitercetterégionséparément,
ouseservirdel'ef fet deborddûà l'objet pourmodi�er lesproportionsinitialesavantle processusde
déconvolution encréantunerégionautourdesvaleursstrictementnulles.De cettefaçon,on pourrait
forcerle modèleàdiminuersesproportionsprogressivementjusqu'àatteindrelesvaleursnullesdans
la zonevoulue.Il faut tout de mêmesignalerquece problèmesesitueà la limite d'applicationde
cetteapprocheprobabiliste.

La comparaisondesproportionscalculéessur lessimulationsobtenuesnousont permisdevalider les
simulations par rapport au modèle, notammentpar rapportà l'approximationintroduiteenutilisantdes
objetsplussimplesdansle modèlequedanslessimulations.Si le choixdesobjetsestfait defaçoncohérente,
c'est-à-diresi lesdeuxfamillesd'objetsnesontpastrop différentes,il n'estpaspossiblededifférenciercet
effet desautresapproximationsintroduitesdansle processus.Ainsi, l'approximationréaliséeestacceptable
et lessimulationsobtenuessontcohérentesavecle modèleutilisé.Cerésultatestintéressantpour l'utilisa-
tion d'objetsplusréalistes,dontl'expressiongéométriquen'estpasélémentaire.

Finalement,la comparaisonentrelesproportionscalculéessurlessimulationset lesproportionsinitiales
ont servià valider lessimulations par rapport aux donn�es de proportion, cequi estensommele but
du processus.Ainsi, nousavonsobservéquelessimulations,individuellement,reproduisentle comporte-
mentindiquéparlesproportionsinitiales.Lesvaleursextrêmesdeproportionsontsur-représentéesdansles
simulationspar rapportà la proportioninitiale, tandisqu'il y a uneunefréquenceplus faible desvaleurs
intermédiaires.Cecis'expliqueparle fait que,dansl'exemplemontré,un objeta unetaille comparableà la
maille desproportions,cequi fait quela proportionrésultantesoit trèssensibleà la présenceou l'absence
d'un objet.Sur le nombredesimulationsréaliséeson observe que,enmoyenne,ellesrespectentla propor-
tion initiale dansla mêmemesurequele modèle.La proportionglobaleestaussirespectéedanstoutesles
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simulationsàunedifférenced'environ
� �

.

Cetteméthodepeutêtreappliquéepar exempleà la simulationde crevassesdansun réservoir, ou, à
uneéchelledifférente,de lentillesargileusesà l'intérieur d'un facièsporeux.En général,il estpossiblede
reproduirela distribution non stationnaired'un facièsqui peutêtremodélisépar desobjetsrelativement
petitsparrapportà la taille duchampdetravail, etceciàdifférenteséchellesdetravail. Mais,quesepasse-t-
il quandlesobjetssont«in�nis» parrapportà la taille duchamp?C' estle casdela simulationdeschenaux
à l'intérieur d'un réservoir où lesobjetssontin�nis selonunedirection,la directiond'écoulement,dansle
champdetravail. Danscecas,commentdé�nir la probabilitéassociéeauxobjets?etcommentlessimuler?
De plus, un mêmeobjet contribue à la proportiondansdeux maillesde la grille qui peuvent se trouver
très loin l'une de l'autre, alorscommenttenir comptede cettecorrélationdansle calcul de l'intensité?
Le chapitresuivantessaiederépondreà cesquestionsdansun casd'étudeparticulieroù leschenauxsont
sub-parallèleset traversenttout le champdetravail.



Chapitr e 8

Application � un casr�el : Permien de
l'Utah

Dansce secondexemple,la simulationd'objets concerneles dépôts�uviatiles. La géométriede ces
dépôtsestbien identi�able. En effet ceux-cisontprincipalementcomposésde chenaux,dont la �gure 8.1
montredesexemples.

FIG. 8.1– Quelquesimagesdechenaux.Imageextraite de: ����� �������
� � � �

�

�

��&� � � ��� � �
����� 
 �&�
��� ���

Il s'agit d'un casréeldemodélisationgéostatistiqued'un réservoir potentiel.Cetravail suit lestravaux
réalisésau coursdu stage«Modélisationgéostatistiquede la sériecontinentaledu Permiend'Utah» (Clé-
ment,1999),qui s'estdérouléà l'IFP (décembre1998- février 1999)sousla responsabilitédeO. Leratet
B. Doligez.L'objectif decestravauxétaitdemodéliser, selondesapprochesgéostatistiques,la distribution
deshétérogénéitésdansdesréservoirs potentielséoliens-�uviatilesà partir dedonnéesd'af�eurement.Les
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unitésconsidéréessontlessériescontinentalespermiennesdu bassindu Paradox(Utah).
Danscesétudes,lessimulationsgéostatistiquesréaliséesétaientbaséessurdeuxméthodesdifférentes

selonlephénomènegéologiqueàmettreenévidence: laméthodedesgaussiennesseuilléesetlemodèleboo-
léen.Cedernieravait étéutilisépourmodéliserle lithofacièsdesdépôts�uviatiles présentantunegéométrie
dechenal.Cependant,lesoutilsdisponibleslorsdel'étudenepermettaientpasdesimulerla distributiondes
chenauxparzones.Il avait étépossibledereproduireunenonstationnaritédansla distribution verticaledes
objets,maisnonunevariationlatérale.La solutionproposéeavait consistéàdiviserl'unité ensous-unitéset
à lestraiterséparément.Le nombred'objetsà simuleradû êtreadaptéà la suitedetestssuccessifs.

Dansce travail nousallonsrépondreà ce problème.La méthodeproposéepour estimerl'intensité de
Poissonpermetdereproduiredanslessimulationsunenonstationnaritédanstoutedirectionsignaléeparla
proportiondu faciès.Le nombremoyend'objetsà simulerestdonnédirectementà partir decetteintensité
et il estcohérentaveclescaractéristiquesgéométriquesdesobjetset leur distribution.

8.1 Cadredu travail

La descriptionpaléogéographiquedessériescontinentalesdu Permiendel'Utah présentéeici (sections
8.1.1et 8.1.2)a étéextraitedeEschardet al. (1999)et Leratet al. (1999).Cesétudesavaientpourobjec-
tifs la caractérisationdesfacièssédimentairesen environnementséolienset �uviatiles et la détermination
d'une séquencetype qui puisseservir de guideà descorrélationsen subsurfacedansdesenvironnements
comparables.Le premierde cestravaux visait en outreà identi�er les facteursclimatiqueset tectoniques
qui contrôlentla conservationdessédimentséolienset �uviatiles pourmieuxprédirela localisationdesré-
servoirs potentiels.Il a étéainsiproposéun modèlestratigraphiquedehaute-résolutionqui estadoptédans
notreétude.Le seconddecestravauxadonnéunepropositiondemodèlegéostatistiqueduréservoir.

8.1.1 Contextegéologique

LessériescontinentalesduPermiendel'Utah sesontdéposéesdanslebassinintracratoniqueduParadox
sousunetectoniqueen extensionpeuactive. La sédimentationestà dominancecontinentale,�uviatile et
éolienne,avecnéanmoinsdesdépôtscarbonatésà la basedusà desépisodestransgressifspendantlesquels
la merinondaitla région.

Les�gures 8.2et8.3montrentrespectivementla cartedel'emplacementetleschémapaléogéographique
dela régionétudiée.Lescaractéristiquesgénéralessontlessuivantes:

– Au Nord Estdu bassin,l'érosion du horstde l'Uncompaghrea mis enplacedegrandssystèmesde
cônesalluviauxqui alimententdessystèmes�uviatiles richesen sables.Les directionsde transport
dominantessontversl'Ouestet le NordOuest.

– Au Sudun granderg éolien(Formationde CedarMesa)s'étendet passelatéralementversle Nord
auxsériesmixtesdedépôts�uviatiles etéoliens(FormationdeCutler).Lesventsdominantsdanscet
erg souf�aient du Nordversle Sud.

– Au SudOuest(enArizonaet NouveauMexique)unemerpeuprofondea induit desépisodestrans-
gressifsqui ontdéposédesdépôtsmarinscarbonatés,richesenfaunemarine.

– Enmêmetempsquela sédimentation,un �uage dessériessalifèresplusprofondesduPennsylvanien
a induit la formationdelargesanticlinaux.

– La basede la sériePermiennemontreunetransitionavec lessériessous-jacentesdu Pennsylvanien,
où lesin�uencesmarinessontmieuxenregistrées.

– Le sommetdela sérieestmarquéeparunegrandediscordancerégionaletriasique,dueprobablement
au�uage du selPennsylvanien.
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FIG. 8.2 – D�®nition de la r�gion �tudi�e , localisation desprincipalescoupeset du transectr�gional (d'apr�s
Eschard et al. (1999)).
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FIG. 8.3– Sch�ma pal�og�ographiquedela r�gion �tudi�e (extrait deEschard et al. (1999)).

8.1.2 Transectrégional

L'étudedeterraina étéeffectuéesur le �anc Estdu canyon du Colorado.Un transectrégionalNE-SO
de50 km delong environ a étéétabliàpartir de15 coupessédimentologiqueset dephotos-composées(�g.
8.4)1. Environ 280m desédimentspermienssontreprésentésà partir d'un horizonrepèremarinà la base
jusqu'àla discordanceTriasiqueausommet,qui a étéutiliséecommemarqueurpourl'horizontalisationde
la section.Cessériessontcomposéesessentiellementdedépôtséoliensalternantavecdesséries�uviatiles
et lacustres.Lescaractéristiquesprincipalesdecessériessont:

– Unedouzainedecycleséoliens-�uviatilesd'environ 20à40md'épaisseurontétéidenti�és etcorrélés
à l'échellerégionale.Un cyclecompletestcomposédesphasessuivantes:

1. Accumulationdematérieléolien,sousformedegrandsergsavecdesdunesbiendéveloppées,
enpériodesècheet basniveaudesnappesphréatiques.

2. Préservationpartielledesduneséoliennesenpériodehumidelorsd'unemontéedesnappes.

3. Réactivationd'un système�uviatile enpériodehumideetmontéedesnappes.

4. Incisiondesdunespardeschenaux�uviatiles remplisdematérielgrossier.

5. Aggradationdessystèmesalluviauxavecle développementdesfacièsargileuxdeplained'inon-
dationetdepetitschenauxméandriformes.

6. Phasede pédogenèse,dansun climat seclessystèmes�uviatiles deviennentinactifsen raison
del'assèchementdesrivières.Fin ducycle.

1Danscetteétudel'axe positif des ) a étépris du NE versle SO.Les représentationsgraphiquesdes�gures 8.4 et 8.5 sont
inverséesparrapportà cecritère.
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– À l'intérieur desséquencesil existeun passagelatéraldefacièsNord - Sud: lesdépôtsà dominance
�uviatile passentvers le Sudà desdépôtslacustreset à l'extrêmeSudà de dépôtsprincipalement
éoliens.

– On noteaussila présencedegrandsanticlinauxsalifèrescontemporainsdela sédimentationsdu Per-
mien,induitsparle �uage duselPennsylvaniensous-jacent.Cesanticlinauxcausentdeschangements
d'épaisseurtrèsmarquésà l'intérieur d'unemêmeunitégénétique.

8.1.3 Description desdonnées

Les informationsdont on disposepour la modélisationgéostatistiquesontcellesdécritespar Clément
(1999)et Leratet al. (1999):

Unit�s Lasérietotaleaétédiviséeen9 litho-unitésde20à50md'épaisseur(�g. 8.5; voir note1).Chacune
d'entreellescorrespondenpartieauxdifférentscyclesgénétiques,de façonà obtenirun modèle�n
dela distribution deshétérogénéités.

Marqueurs Lesmarqueursindiquentunniveauderéférencedansunpro�l géologique.Danstoutela série,
19 marqueursont étéidenti�és et numérotésenordredécroissantde la baseversla surface.Seuls9
de cesmarqueurscorrespondentaux surfacesdeslimites d'unités.Dansnotreétude,nousne nous
intéressonsqu'à l'unité limitée par les surfaces10 et 11 détachéeen bleu dansla �gure (�g. 8.5).
Cetteunitécorrespondà l'union desunités4 et5.

Lithofaciès et lithotypes Neuflithofacièscorrespondantàdesassociationsdefacièsontétédistingués.Les
lithotypessontdé�nis pardesassociationsdelithofacièsqui possèdentunesigni�cation sédimentaire
et pétrophysique.Nousnenoussommesintéressésqu'au faciès«chenal»,modélisépar lesobjetsdu
modèlebooléen,lesautresfacièsétantregroupésdansun seullithotypecomplémentaire.
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FIG. 8.4– Transectr�gionale dela zone(extrait deLerat etal. (1999))
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FIG. 8.5– D�coupagedela s�rie en9 unit�s lithostratigraphiques.En bleul'unit� �tudi�e , r�union desunit�s 4 et 5
(extrait deEschard etal. (1999)).
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8.1.4 Dé®nition de l'unité de travail

L'unité choisiepour appliquernotreméthoded'inférenceestdonccelle qui est limitée au toit par la
surface11 et à la basepar la surface10. Elle constitueun exempletrèsnet du type de non stationnarité
quenousvoulonsreproduiredansles simulations.La non stationnaritélatéraledu facièschenalest très
marquée: trèsabondantdansle NE, il diminueprogressivementversle SOjusqu'àpratiquementdisparaître.
Cecis'expliqueparle contextepaléogéographiquedécritprécédemment: l'érosionduhorstauNE agénéré
dessystèmes�uviatiles trèsrichesensables; auSO,parcontre,l'erg éoliendela formationdeCedarMesa
a favoriséla présencedesdépôtséoliens.

La paléogéographieet la dimensionde la régionétudiéenouspermettentde faire unehypothèseim-
portantesur l'architecturede l'unité. Cettezones'étendsur unedizainede kilomètresselonla direction
estiméed'écoulementdeschenaux(N-NO). On peutsupposerqueles chenauxrestentsub-parallèlessur
cettedistanceet qu'ils traversentpratiquementtoutela régiond'étude.De plus, toutesles coupesqui ont
servi à construirele transectrégionalse trouvent, à l'échelle régionale,sur un mêmeplan vertical (sauf
la coupe«IndianCreek»)de directionNE-SOà peuprèsperpendiculaireà la directiond'écoulementdes
chenaux.Ainsi, nouspouvonsconsidérerquetoutel'information apportéepar les différentescoupessont
représentativesd'unemêmesectionverticaledansla régiond'étude.

On peut donc faire l'hypothèsede non stationnaritédansla distribution desfacièsselonla direction
d'écoulement(direction � dansla �gure 8.5).Cettehypothèsenouspermetderamenerle calculdela pro-
portiondu facièschenalà un planvertical.Danscecontexte,on admetquelesproportionscalculéessurun
planvertical � � quelconque,perpendiculaireà la directiond'écoulement,sontreprésentativesdetoutela
région,i.e.,quelesproportionscalculéessurcesdifférentsplanssontstatistiquementsimilaires.

Jusqu'àprésent,notrehypothèsedetravail aétéd'admettrequelesdonnéesdisponiblessontla propor-
tion dufacièsàmodéliseret lescaractéristiquesdesobjetsqui vont le simuler. C'estla démarchesuivie dans
le casd'étudedu chapitreprécédent.Ici, nousnedisposonsquedesinformationslithologiquesdescoupes
et il nousfautcalculerla proportioncorrespondante,guidésparlestravauxpréalableset l'information géo-
logique.Nousavonsainsi l'opportunitéd'étudierl'in�uence du processusd'estimationdesproportionssur
notreméthodedecalculdel'intensitédePoissonpuissurlessimulations.

La premièreétapedela simulationd'uneunitélithostratigraphique consisteà dé�nir lessurfacesqui la
délimitentet à choisirun repèredetravail tel quelesstatistiqueseffectuéesdanscerepèresoientreprésen-
tativesdessédimentslorsdu dépôt.

8.1.4.1 Calcul dessurfaces

À partirdesmarqueursidenti�és danslescoupessédimentologiquesil estpossibled'estimerlessurfaces
10 et 11 qui déterminentrespectivementla baseet le toit de l'unité. Le nombretrèslimité d'informations
disponibleshorizontalement(15),qui sontdeplusapproximativementalignées,nepermetpasuneestima-
tion trèsrigoureused'un modèledevariogramme.Nousavonsdoncchoisideréaliseruneinterpolationavec
un modèlelinéaire(�g. 8.6).Lesparamètresdela grille decalculsetrouventautableau8.1.Unereprésen-
tation3D està la �gure 8.7.Cetteestimationmetbienenévidencela grandevariabilitédesdonnées: par
exemple,le marqueurcorrespondantà la surface10 danslescoupesBasinet Potash,éloignéesde �

� ���

m
selonl'axe � , estlocalisésurchacuned'ellesavecunedifférencedeprofondeurde ��� m.

Selonles estimations,l'épaisseurde l'unité, de
���




� �

m en moyenne,varie fortemententre � 


�

� m et
�

�




� �

m. Les valeurscalculéesà partir descoupessontsimilaires: unevaleurmoyennede
���




�

� m, les
épaisseursmaximumet minimum étantrespectivementde

� �




� �

m et � 


� �

m. Il faut remarquerun amin-
cissementimportantauNE, régiondeconcentrationdu lithotypechenal,puisun épaississementprogressif
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versleszonesdedépôtséoliens(SO).

X Y
Origine 1000m 0 m
Maille 50 m 50 m

Nombredemailles 950 260

TAB. 8.1– Grille dessurfaces10et 11.

Basin
Colorado

Deadho
Eleph

Explos ICNO1

Indcre

Lockhart
Potash

Pyram
Rough

Rustler Salt

White
 10000.  20000.  30000.  40000. 

X (m) [NE - SO]

 0. 

 5000. 

 10000. 

Y
 (

m
)

>=211
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160
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121
<108

(a) Surface10 : basedel'unité

Basin
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Deadho Eleph

Explos ICNO1ICNO2
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Rustler Salt
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ExplosExplos

 10000.  20000.  30000.  40000. 

X (m) [NE - SO]
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 5000. 

 10000. 

Y
 (

m
)

>=224
212
200
188
176
164
152
130
<128

(b) Surface11 : toit del'unité

FIG. 8.6– Projectionhorizontaledessurfacesdela baseet du toit del'unit�. En noir lesemplacementsdescoupes
s�dimentologiques.La coupenomm�eICNO2n'intersectepasla surface10.
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FIG. 8.7– Repr�sentation,dansle rep�restructural, dessurfaceslimitant l'unit�.

8.1.4.2 Discr�tisation descoupess�dimentologiques

Unefois lessurfacesdé�nies, il estnécessairedediscrétiserlescoupesenlithofacièsdansle repèrede
travail. Danscerepèreil fautgénérerunegrille 3D complète,c'est-à-direquechacunedesesmaillesdoit
êtreinforméeparunevaleurdeproportion.

En général,les puits, ou en l'occurrenceles coupessédimentologiques,sont discrétisésavec un pas
régulierchoisienfonctiondela variabilitélithologiqueetdela résolutiondela diagraphie.Danscetteétude
le pasdediscrétisationaété�xé à

�




�

m,cequi correspondàl'épaisseurdesmaillesdesgrillesdesimulation
etdeproportion.

Lesrepèresdetravail sontactuellementdedeuxtypes(�g 8.8):
– maillage parallèle, où toutesles couchesde la grille sont de mêmeépaisseuret parallèlesà une

surfacededépôtderéférence; l'unité ainsidiscrétiséeestle plussouventincomplètedansla grille de
travail puisquela taille verticaledela grille correspondàl'épaisseurmaximaledel'unité estimée(�g.
8.8(b));

– maillageproportionnel, oùl'unité estdiviséeenunnombreconstantdecouchesentrele toit etlabase
de l'unité, ce nombreétantchoisi de façonà avoir unediscrétisationreprésentative de la variabilité
(�g. 8.8(c)); le volumedesmaillesdela grille estvariable.

Le repèredetravail estchoisiselondesconsidérationsgéologiques: un effet d'érosionpeutêtremieux
reproduitparun maillageparallèlesuivi d'une érosion,parexemple.Pourreprésenteruneunitédéformée
pardesprocessusdecompaction,le maillageproportionnelpeutêtreplusapproprié.

Pour l'unité étudiée,nousavons utilisé un maillageparallèleà la surface11, le toit de l'unité. Les
couchesdela grille desimulationsontdoncparallèleset ont

�




�

m d'épaisseur. Cechoix a étéguidépar le
rapportIFP initial (Clément,1999)danslequelle maillagepour l'unité limitée par lessurfaces101-11(au
NE, où leschenauxsontprésents)estparallèleausommet.

Dansce repèrede travail, la grille a uneépaisseurd'une vingtainede mètres.Les coupesdiscrétisées
n'arriventpastoutesà la basede l'unité et n'apportentdoncpasd'informationsurtoutela grille detravail
(�g. 8.9).Notonsdeuxcomportementstrèsmarqués:

– au Nord Est : uneprésenceimportantedu lithotype chenal(en rouge)associéeà descoupesplus
courtesduesà la faibleépaisseurdel'unité danscetterégion;

– auSudOuest: uneprédominancedu lithotypecomplémentaire(envert) associéeà descoupesplus
longues,à l'exceptiondescoupesIndcre,ICN1 qui sontpluscourtesenraisond'un nouveaurétrécis-
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TOIT

BASE

(a) Unitédanssonrepèrestructural

TOIT

BASE

(b) Maillageparallèleautoit del'unité

TOIT

BASE

(c) Maillageproportionneldel'unité

FIG. 8.8– Comparaisondesdeuxtypesdemaillagespossiblespour la discr�tisation d'uneunit�.
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sementdel'unité, et dela coupeICN2 qui n'arrive pasà la basedel'unité sédimentaire.
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FIG. 8.9– Discr�tisation despuitsavecl'identi®cation du faci�s chenal(enrouge)et soncompl�mentaire.

8.1.5 Calcul de la grille de proportion

Nousavonsposécommehypothèsequela répartitiondufacièschenaldansl'unité eststationnaireselon
l'axe � , la directiond'écoulementdeschenaux.Le planperpendiculaireàcettedirection,� � , estappeléici
le plandenonstationnarité,puisquec'estsurceplanquel'éventuellenonstationnaritédansla distribution
dufacièsestmiseenévidence.Il estdoncpossiblederestreindrele calculdela proportionàunplanlocalisé
aumilieu del'unité etqu'on estimereprésentatifdetoutel'unité.

Puisquedansle processusd'inférencedel'intensitédePoissonproposé,la proportiondufacièsdoit être
calculéesur unegrille relativement�ne, dansun premiertempsl'estimation desproportionsserafaite à
partirdesCPVavecun voisinagedecalcultrès�n en � et recouvranttoutela régionen � . Lesparamètres
decettegrille deproportionsontdansle tableau8.2.

Proportions
X Y Z (profondeur)

Origine 1225m 6475m -20.75m
Maille 500m 13000m 0.5m

Nombredemailles 95 1 42

TAB. 8.2– Grille desproportions2D

À partirdes15coupessédimentologiquesetdela grille deproportiondé�nie, 14courbesdeproportion
verticaleont étéobtenues(�g. 8.10).Il y a euun seulregroupementdecoupes(DeadHorseet White Rim)
pourconstruireuneCPV(CPV4), lesCPVrestantesontétécalculéesàpartird'uneseulecoupe.Cecirejoint
le problèmedereprésentativité évoquéplushaut: chaqueCPV symboliseun comportementtrèslocal sur
un petit domaine; il estpossiblede trouver un groupede CPV proches(e.g. CPV 4, 5 et 6) présentant
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descomportementsdifférents.Cecipeutinduiredesdiscontinuitésdansl'estimationde la proportiond'un
faciès.

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14

 0.  10000.  20000.  30000.  40000.  50000. 

X (m) [NE - SO]

 0. 

 10000. 

 20000. 

Y
 (

m
)

FIG. 8.10– Courbesde proportionverticales(CPV) du faci�s chenal(en rouge) et du faci�s compl�mentaire. Ces
courbessontincompl�tes� causedela diff�r enced'�paisseur � l'int�rieur del'unit� et du typedemaillagechoisi.

Lescourbesdeproportionobtenuesnesontpascomplètessur toutel'unité puisquelescoupesdiscré-
tiséesn'arrivent pasà la basede l'unité dansle repèrede travail. Pourpouvoir estimerla proportionsur
toute la région, il a éténécesssairede complétercescourbes.Cela implique d'introduire une hypothèse
sur la présencedesfacièsdanslesniveauxinférieursde l'unité. Le processusderemplissageréaliséestle
suivant : aprèsun lissagesimplesurquatrepoints,parsoucidecontinuité,lesniveauxinférieursdechaque
CPV ont étécomplétésavec le lithotype du dernierniveauconnu(�g. 8.11).Ainsi, les CPV de la moitié
SO du champont étécomplétéesavec le lithotype vert (non chenal)et les CPV de la moitié NE avec le
lithotypechenal.Le problèmedecontinuitéévoquéplushautestici misenévidencelorsdu remplissagede
la CPV4. BienquetrèsprochedesCPV5 et6, soncomportementdanslesderniersniveauxestdifférentde
celles-ci: lesCPV 5 et6 ontétérempliesavecle lithotypechenaltandisquela CPV 4 devrait l'être avecle
lithotypecomplémentaire.Nousavonschoisiderespecterle mêmecomportementà la baseet doncla CPV
4 a étécomplétéeavec le facièschenal.Nousavonsainsi introduit unelégèrediscontinuitéqui sere�ète
dansl'estimationdela cartedeproportion(�g. 8.12)autourde ���

���������

m.
Cetteestimationestnécessairevu qu'il n'existepasd'informationsurungrandnombredemaillesdela

grille deproportion.Puisquedansle planhorizontalles informationsdisponiblessontpeunombreuses,les
variogrammescorrespondantssonttrès�uctuantset nepermettentpasdedéterminerunestructurespatiale
claire.L'estimationseraréaliséetrèssimplementparkrigeageenimposantun modèledevariogrammeex-
ponentieldetrèslongueportéehorizontale(20km).

Le choix d'un maillageparallèlea conditionnéle calculdesproportionset a obligéà remplir lesCPV.
Une conséquencedirectedu choix de remplissagedesCPV estuneprésencearti�ciellement élevée,dans
l'estimationdela proportion,dulithotypechenaldanslesniveauxinférieuresdela régionNE.Ceciimplique
quele nombred'objetsàsimulerseratrèsimportantdufait quela simulationestréaliséesurtouteunerégion
«ajoutée»lors dela discrétisationet qui seraéliminéea posterioriquandla simulationseratransposéedans
le repèreréel.

L'utilisation d'un maillageproportionnelauraitlimité la simulationstrictementà la régiond'intérêtsans
introduiredeproblèmesliés auremplissagedel'unité incomplète.En échange,la dé�nition desobjetsdoit
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FIG. 8.11 – Courbesde proportion verticalescompl�t�es. Le groupeA a �t� compl�t� avecle faci�s chenalet le
groupeB avecle faci�s compl�mentaire.

tenircomptedela déformationqueceux-cisubissentdansle passagedurepèredetravail aurepèrestructural.
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FIG. 8.12– Cartedeproportioninitiale obtenuepar krigeage � partir desCPVcompl�t�es. Unediscontinuit� dans
l'estimation� ��� ��� ����� mestpr�sente.

8.1.6 Dé®nition desobjets

Le lithotypeétudiécorrespondà desdépôts�uviatiles possédantunegéométriedechenauxfaiblement
sinueuxqui traversentle champdetravail selonla direction � (NO). Ceschenauxsontassociésàdesdemi-
cylindresdegénératricesinusoïdaleet desectionverticalesemi-ellipsoïdaleévoluantseloncettedirection
perpendiculaireauplandenonstationnarité.Fauted'informationssupplémentaires,lesdimensionsdesob-
jetsdansle plandela nonstationnaritéontétéchoisiesensebasantsurle rapportIFPinitial (Clément,1999)
selonlequellescaractéristiquesdesobjetsontétédéduitesàpartir dela géologie.Nousavonsintroduitune
incertitudede � �

� �

danschacundesparamètres:
- orientation: perpendiculaireauplan � � , avecunetolerancede

� ���

�

;
- largeur(selon� ) :

� �����

�

� �

m;
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- longueur(selon�

�

: la profondeurdu champ,28000m;
- hauteur(selon � ) :

���

�

���

m;
- période: �

�������

�

� �

m;
- amplitude: �

��� �

�

� �

m.
Il faut traduirecescaractéristiquesentermesdeparamètresdu modèle,i.e. de � � . Puisquele processus

d'inférenceestréaliséà 2D, les objetssontdesdemi-ellipses.La probabilitéassociéea étécalculéedans
la section4.2.1.La maille dediscrétisationchoisie,dansle plandenonstationnaritéestde � �

	

�����

m,
� 	

	

�




�

m, assez�ne pourpouvoir décrirelesobjetsavecuneprécisionsuf�sante.

8.2 Calcul de l'intensité

Lesvariogrammesexpérimentauxdela proportiondansle plan � � (�g. 8.13)montrentquelesdimen-
sionsdesobjetss'adaptentà l'échelle de variabilité de la proportion.Les paramètresde krigeageutilisés
pour le calculde cettematricede proportion,notammentselonla direction � , ont donnécommerésultat
uneproportiontrèslissequi permetd'utiliser desobjetsd'assezgrandetaille.
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FIG. 8.13– Variogrammesexp�rimentauxdela proportioninitiale selonlesaxesprincipauxdela grille.

Unefois la proportiondu lithotypechenalet lesobjetsdé�nis, nouspouvonscalculerl'intensitépar le
processusdedéconvolution. Cettematricedonnela distribution desobjetsdansle volume.Nouscalculons
de mêmele nombremoyen d'objetsqu'il estnécessaired'introduire dansla simulation.Commeindiqué
dansla section5.2.3,l'intensitédoit tenir comptedesobjetsqui sontgénérésendehorsdela régionétudiée
maisqui l'intersectent.Il fautalorssimulersurunezoneplusgrandequi vadépendredela taille desobjets.
L'intensitédoit êtreconnuedanstoutecettezone.Pourcelanousavonsextrapoléla grille deproportion.

Uneinterpolationaaussieulieu pourégaliserlesmaillesdediscrétisationdela grille deproportionetde
la grille de �

� . Mêmesi la proportionadéjàétéestiméesurunegrille très�ne parrapportà la dimensiondu
volumedesimulation,elle n'estpasencoreassez�ne pourpermettrededécrirelesobjetsavecla précision
requise.Un af�nement de la grille deproportionpar interpolationestnécessaire: elle passede � �

	

� ���
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m à � � �

	

�����

m. Cetteétapeestinévitabledansun casréelpuisquele choix de la maille de la grille de
proportionn'esta priori déterminéquepardesraisonsgéologiqueset deprécisiondesdonnéeset nonpar
la dimensiondesobjetsdesimulation.La grille d'intensitéainsiobtenueestdé�nie dansle tableau8.3.

X (NE) Y Z (profondeur)
Origine 775m 6475m -21.75m
Maille 100m 13000m 0.5m

Nombredemailles 482 1 53

TAB. 8.3– Grille d'intensit�

L'intensitéobtenuepar déconvolution, aprèslissage,estprésentéeà la �gure 8.14.Le nombremoyen
d'objetsà introduiredansla simulationestde 	 	

�

����� objets,cenombreétantsupérieurà celui de
� � �

estimédansle travail deClément(1999).Il y a deuxraisonspourcela: nousavonsconsidérétoutel'unité,
aulieu dela moitié NE et,parailleurs,le maillagechoisiet la façondontlesCPVont étécomplétées(avec
le facièschenaldanslesniveauxprofonds)ont induit un volume�ctif desimulationet donc,un nombrede
chenauxsuper�us.Une fois quela simulationseradansle repèrestructural,ceschenauxsuper�usseront
éliminés.
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FIG. 8.14– Cartedel'intensit� obtenuepar d�convolutionet apr�s correction.

Laproportiondumodèlecorrespondantàcecoupleintensité- objet(�g. 8.15)présenteunecon�guration
pluslissequelaproportioninitiale,notammentavecunelégèrediminutiondesvaleursmaximales(�g. 8.16),
maistout enrespectantlescaractéristiquesgénéraleset la valeurmoyennesurtout le volume:

�

� 


� �

pour
la proportioninitiale et

�

� 


���

pourla proportiondumodèle.
La valeurmoyennedesvaleursabsoluesdesdifférencesentrelesdonnéesdeproportionet la proportion

du modèleestde �

�

. Lesécartslesplusimportantscorrespondentà la régiondediscontinuité( � �

���������

m) danslesdonnées,qui a étéconsidérablementlisséedansle modèle.Cettediscontinuitécorrrespondaux
cinq pointsisolésdansle nuagedecorrélationdela �gure 8.17,defaiblevaleurdansla proportioninitiale
(

� � � �

�

et de forte valeurdansle modèle( �

� � �

). Le nuagedecorrélationmontreaussiquele modèle
répondassezbienauxdonnées,lespointsqui s'enéloignentle pluscorrespondantàdesrégionsdetransition
(parexemplele passagedu rougeà l'orangedansla cartedesproportions).Cesrégionsde transitionsont
plusimportantesdansle modèlequedanslesdonnées.
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FIG. 8.15– Proportiondumod�le correspondant� l'intensit� dePoissoncalcul�e avecdesobjetsdemi-ellipsoïdes.
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(b) Proportiondumodèle

FIG. 8.16 – Histogrammesdesvaleurs de la proportion intiale (� gauche) et de la proportion correspondantau
mod�le.
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FIG. 8.17– Nuagedecorr�lation entre lesvaleursdela proportioninitiale et la proportiondumod�le.

8.3 Simulations

Lesétudespaléogéographiqueseffectuéessurla régionconsidéréeetlesdimensionsdecetterégionnous
ontpermisdefairedeuxhypothèsesfondamentalespourla réalisationdessimulations(voir section8.1.4):

– leschenauxsontsub-parallèlesle longdela directiond'écoulement(N-NO), perpendiculairementau
plandu transectrégional,

– tousleschenauxtraversent,enmoyenne,l'unité considérée.

Ceshypothèsesnousont permisde considérerune stationnaritéselonla directiond'écoulementdes
chenaux.Le processusquenousavonsenvisagé,dansce contexte, permetde restreindrele problèmeà la
simulationbooléenne2D. Il consisteàsimulerlesintersectionsdeschenauxavecunplanverticalperpendi-
culaireà leurdirectiond'écoulement.Ceplanestappeléle plandegerminationet correspondauplandela
proportionetdel'intensitédePoisson.Puis,leschenauxvontévolueràpartirdeceplandefaçonàtraverser
l'unité. La directiond'évolution (oud'écoulement)dechacundeschenauxesttiréealéatoirementselonune
loi uniformeayantpourmoyennela directionperpendiculaireauplandegerminationetavecunefaibletolé-
rance(

�

��� �

). Unetoléranceplusimportanterisqueraitdefairediverger leschenauxqui nerespecteraient
plusl'hypothèsedechenauxsub-parallèles.

Danscesconditions,on admetquel'intersectiond'un plan quelconque,parallèleau plande germina-
tion, avecuneréalisationdu modèleestaussiun modèlebooléenà 2D desmêmesparamètres.Le plande
germinationpeutalorsêtrelocaliséaléatoirementdansle volumedesimulation,puisqu'il estreprésentatif
detoutela simulation.

Dansun casplus généraloù les chenauxne sont passub-parallèlesentreeux (casd'un delta, par
exemple),l'hypothèsede stationnaritéselon la direction moyenned'écoulementn'est plus valable.Les
intersectionsdeschenauxavec différentsplansne correspondentpasau mêmemodèlebooléen.Un seul
plandegerminationn'estdoncpasreprésentatifdetoutela simulationetsonemplacementjouemaintenant
un rôle importantdansle processusdesimulation.La constructionmiseenœuvren'estpasapplicabledans
cecas.
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Résultats

Lesparamètresdela grille desimulationutiliséepourcetteunitésetrouventdansle tableau8.4.

Simulation
X Y Z (profondeur)

Origine 1000m 0 m -20.75m
Maille 50 m 50m 0.5m

Nombredemailles 950 260 42

TAB. 8.4– Grille desimulation

Un exempledesimulationobtenueaveccetteapprocheestprésenté�gures 8.18et 8.19correspondant
respectivementaurepèredetravail et aurepèrestructural.Lessimulationssontconditionnellesauxvaleurs
de l'indicatrice du facièschenaldanslescoupessédimentologiques.Notonsla forte présencedeschenaux
dansla régionNE et leurdiminutionprogressiveversle SO,commele montrela proportiondufacièschenal
(cf. �g. 8.12).

La validationdesrésultatsdesimulationestréaliséecommedansle cas3D : encomparantlescartesde
proportioncalculéessurlessimulationsavecla cartedeproportioninitiale, etencomparantlesproportions
globalesmoyennessur tout le volume de simulation.Ce sont les deux critèresque notre méthodedoit
véri�er. L'analyses'effectueà deuxéchelles: à l'échelled'uneseulesimulationet à l'échelledetoutesles
réalisationscalculées( � �

�

). Les caractéristiquesgénéralesremarquéessur la simulationprésentéesont
communesà touteslessimulations.

Pourcettesimulation,la cartede proportion(�g. 8.20) montrequela variabilité dansla présencedu
facièschenalestrespectée.Onretrouve lescaractéristiquesgénéralesdela cartedeproportioninitiale, bien
quela variabilitéà l'échelledela mailledesimulationsoit plusimportante.

Commedansle cas3D précédent,on remarqueune présenceplus importantedesvaleursextrêmes
(prochesde

� �

et de
����� �

) de la proportiondansla simulationpar rapportà la proportion initiale et
à la proportiondu modèle(voir leshistogrammesde la �gure 8.21).Par contre,lesvaleursintermédiaires
apparaissentavecdesfréquencesplusfaiblesdanslasimulation.Dansla cartedeproportiondelasimulation,
celasetraduitpardesvariationsbrusques: les fourchettesdevaleursentre

� � � � � � �

(couleursjauneet
orangedansla �gure 8.20)sontpeureprésentéespar rapportà la proportioninitiale. Ainsi, la proportion
globalede la simulationestplus forte quecellesdu modèleet desdonnées(

� �




� �

dansla simulationpar
rapportà

�

� 


���

dumodèleet
� �


��

�

dela proportioninitiale).
La raisonà celaestquela taille desobjets,notammentdansla direction � (

� ��� �

�

���

m), estcom-
parableà la maille de calculde la proportiondanscettedirection(

� ���

m). La présenceou l'absenced'un
objetdansla simulationpeutfairevarierde

����� �

à
� �

saproportiondansunemaille.De plus,la cartede
proportioninitiale montrequeles régionsde transitionentrelesvaleurstrèsforteset trèsfaiblessonttrès
étroitescequi,danslessimulations,setraduitpardesvariationsencoreplusbrusquesetunetendanceàaug-
menterla valeurde la proportionglobalepar rapportà celledu modèle.Pourlessimulationsréalisées,les
proportionsmoyennesglobalessurtout le volumesontcomprisesentre

�

�

�

et
��� �

(histogramme�g. 8.22).

La cartedeproportionmoyennecalculéesurtouteslessimulationsréalisées(�g 8.23(a))montrequ'on
retrouve bien le modèleet que,en moyenne,la méthodeproposéenouspermetde récupérerde façontrès
satisfaisantelesdonnéesinitiales.Lesvaleursdel'écart type(�g. 8.23(b))desproportionsdes�

�

simulations
par rapportà leur proportionmoyennesontcomprisesentre

�

et
�


�� � , lesécartsmaximauxcorrespondant
auxrégionsdesvaleursdeproportionintermédiaire.
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FIG. 8.18– Exempledesimulationdansle rep�redetravail.
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FIG. 8.19– Exempledesimulationdansle rep�restructural del'unit�.
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FIG. 8.20– Proportioncalcul�e surunexempledesimulation.
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FIG. 8.21 – Histogrammesdesvaleurs de la proportion initiale, du mod�le et de la proportion calcul�e sur la
simulationexemple.
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FIG. 8.22– Histogrammedesvaleursdesproportionsglobales(moyennessur tout le volumedesimulation)obtenues
danstoutesles simulationsr�alis�es. Le trait noir continurepr�sentela valeur globalede la grille initiale. Le trait
pointill� estla valeurglobalemoyennedela grille mod�le.

Le nuagedecorrélation(�g. 8.24)entrecettecartedeproportionmoyenneet la proportioninitiale re�ète
ce résultat: les valeursintermédiairesdesproportionsinitiales correspondent,dansles simulations,à des
valeurscomprisesdansunefourchettetrèslarge; parexemple,à unevaleurdeproportioninitiale de

� � �

,
peuventcorrespondredesvaleursentre�

� �

et
� � �

danslessimulations.Lescinqvaleursisoléesdu nuage
decorrélationcorrespondentauxpointsdediscontinuitédansl'estimationdela cartedeproportioninitiale.

Pourpouvoir comparerplusendétail lesproportionsinitialeset cellesdessimulations,nousreprésen-
tonsles proportionscumuléesverticalementet horizontalement(cf. �gures 8.25(a)et 8.25(b)).Toutesles
simulationsreproduisent,en moyenne,les comportementsde la proportiondu modèle(en rougedansles
�gures) etdela proportioninitiale (ennoir) avec,commeonl'a vu précédemment,unelégèresurestimation
dela proportioninitiale.
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FIG. 8.23– Cartesdela proportionmoyenneetdel'�cart typedetouteslessimulationscalcul�es.
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FIG. 8.24– Nuage decorr�lation entre lesvaleurs de la proportion initiale et la proportionmoyennede toutesles
simulations.

8.4 Discussionet conclusions

L'unité choisiedanscecasd'étudeprésenteuneévidentenonstationnaritéhorizontaleet verticaledans
la répartitiondufacièschenaletelleconstitueunexempletrèsreprésentatifdu typedenonstationnaritéque
nousvoulonsreproduiredanslessimulationsbooléennes.

L'analysedesrésultatsobtenusici montrelesmêmescaractéristiquesquedansle casprésentédansle
chapitreprécédent.Lesproportionsdu modèleobtenusontplus lissesquecellesdesdonnées,notamment
les maximaet minima locauxsontmoinsmarquésainsi queles passagesbrusquesentrevaleursforteset
valeursfaibles.

Danslesproportionscalculéessurlessimulations,parcontre,la présencedesvaleursextrêmesestplus
importanteaudétrimentdesvaleursintermédiaires.C'est un effet inhérentà l'application du modèleboo-
léenauproblèmegéologiqueoù lesobjetssontdetaille considérableparrapportà la mailledela grille des
proportions.Un seulobjetpeutalorsfairevarier la proportiondansunemaille de

� �

à
����� �

. Cependant,
aussibienlesproportionsdu modèlequecellesdessimulationsrestituent,defaçonglobale,lescaractéris-
tiquesgénéralesdesdonnéesdeproportion.

Il y adeuxpointsimportantsévoquéstoutaulongdecechapitresurlequelsil estimportantderevenir :
la dé�nition desobjetset le calcul desproportions.Bien qu'ils n'aient pasune in�uence directesur la
méthoded'estimationde l'intensité, ils jouent un rôle très importantdansle processusde simulationet
d'interprétationdesrésultats.

Nouscherchonsàsimulerdesobjets, leschenaux,qui traversenttout le volumedesimulation: ils sont
de taille in�nie. Ceci poseun doubleproblème: d'abord,commentdé�nir un objet in�ni sur unegrille
discrèteet �nie et ensuite,commentle décrireentermedela probabilitéassociée� � .

Danscecasparticuliernousavonschoisideposerunehypothèsedestationnarité(chenauxsub-parallèles
perpendiculairesauplande la falaise)pourcontournerceproblème.En effet, la propriétédu modèleboo-
léenselonlaquelleson intersectionavec un plan vertical estaussiun modèlebooléena étéexploitée ici
pour reduirele problème3D à un problème2D. Ainsi, le processusde Poissondesgermesdesobjetsest
réalisésurun plan2D et leschenauxprogressentdefaçonà traversertoutel'unité le long d'une direction
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FIG. 8.25– Courbesdeproportioncumul�esverticalement(a) et horizontalement(b). En noir la courbecorrespon-
dant� la proportioninitiale. Enrouge la courbecorrespondantaumod�le. L'axe desprofondeurs � dansla ®gure(b)
estdilat� pourmieuxobserverlescourbes.
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tiréealéatoirementselonuneloi uniformedontla moyennecorrespondà la directionestiméed'écoulement
etavecunefaibletolérance.Naturellementil s'agit d'unesolutionsingulièrepouruncasparticulier. L'étape
suivanteconsisteraitàproposeruneautredémarchepouruncasplusgénéraloù l'hypothèsedeparallélisme
deschenauxn'estplusapplicable.

Quantaucalcul desproportions, dansnotreprocessusdedéconvolution pourl'obtentiondel'intensité
dePoissonnousavonssupposéquela matrice(ougrille) deproportionestunedonnéededépart.Le support
decalculdesproportionsinitiales,bienquen'ayantpasunein�uence directesur le processusd'estimation
del'intensité,déterminel'échelledevariabilitéquenotremodèledevra reproduire.

Dansle casproposéici, lesproportionsverticalesont unereprésentativité à petiteéchelle.La matrice
deproportionaétéobtenueparestimationàpartirdesCPV, avecuneincertitudeassociée.Danscecasnous
exigeonsdenotremodèlequ'il reproduisececomportementtrèslocal,cequ'il arriveà faireavecuncertain
lissage.

On pourraits'interrogersurle résultatdel'estimationdela proportionsi unemaille pluslargeavait été
choisie.La �gure 8.26(a)montreunecartede proportioncalculéesurunemaille 20 fois plus large en � .
Danscecas,seulement

�

CPV ont étéobtenues,unepourchaquenœuddela grille deproportion.Celle-ci
estalorscomplètementinforméeet l'étaped'estimationn'estpasnécessaire.La proportionainsiobtenuene
présentepasdevariationsàpetiteéchelle: seuleslesgrandestendancessontmisesenévidence.Deplus,la
proportionmoyenneglobalea diminuéparrapportaucasétudiédanscechapitre: �

�




���

ici parrapportà
�

� 


� �

précédemment.La valeurdela proportionglobaleestdoncaussitrèsdépendantedel'estimationdes
proportions.

La proportiondu modèleobtenu(�g. 8.26(b))reproduittrèsbien cettevariabilité à grandeéchelleet
l'ef fet de lissageest moins évident.Si on observe la proportionsur une dessimulationsobtenues(�g.
8.26(c)),il apparaîtqu'elle estplus prochede la proportioninitiale quele casétudiédansce chapitre.Le
fait decalculerlesproportionssurun supportlargeinduit unedissolutiondesvariationsàpetiteéchelle.La
présenceou absenced'un objetestici moinscritiqueet decefait lesvaleursintermédiairesdeproportions,
déjàpeunombreusesdansla proportioninitiale, sontmieuxreproduites.

Cependant,le processusde déconvolution mis en œuvrerequiertune grille de proportionassez�ne
pour pouvoir décrirelesobjetsavec uneprécisionsuf�sante. Idéalementnousaimerionstravailler avec la
probabilitéponctuelled'appartenanceaux facièsen question.Les proportionssont,commeil a étédéjà
expliqué,lesmoyennesdecesprobabilitéssurun certainsupport.Onpourraitsedemanders'il estpossible
d'estimercesprobabilitésponctuellesàpartir desproportions.

Hu (2002)proposeuneméthodepourestimerlesproportionslithologiquessurunsupportquelconqueà
partir desdonnéesd'indicatricesauxpuitset desessaisdepuits.En particulier, quandcesupportestréduit
à un point, il s'agit desprobabilitésdiscrètesd'appartenanceà un certainfaciès.La méthodeestbaséesur
le krigeage itératif souscontrainted'aggrégationet requiertdesinformationssupplémentairesauxdonnées
depuits.Dansnotrecas,nousnoussommesintéressésauxprobabilitésponctuellesdiscrètesmaisavecun
pasdediscrétisationtrèspetit,cequi peutalourdirnotablementle systèmedekrigeageimpliqué.

Uneautreapprocheenvisageableseraitdesimulercesprobabilitésdefaçonà cequ'ellesrespectentles
proportionscommeunefonctionmoyennetoutenintroduisantunevariabilitéà l'intérieur dechaquemaille.

Mis àpartcesconsidérationsetpourconclure,la méthodeproposéedonnedebonsrésultatsparrapport
à l'objectif recherché.En effet, lessimulationsobtenuesrespectentlesproportionslatéralesetverticales,la
proportionglobaleet lesdonnéesauxpuits(il s'agit desimulationsconditionnelles).À partird'unematrice
de proportionet les caractéristiquesdesobjetsétant�xées a priori, noussommescapablesd'estimerune
matriced'intensitéqui déterminela répartitiondesobjetsdansle volumeet le nombremoyen d'objets à
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FIG. 8.26– Cartedeproportionobtenue� partir de5 courbesdeproportionverticale(a); proportioncorrespondant
aumod�le calcul� (b) et proportioncalcul�e surunexempledesimulationdecemod�le (c).
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simuler, qui sedéduitnaturellementdel'intensitédePoisson.Nousavonsainsireponduà la questionposée
au début de ce chapitre.Les principalesdif�cultés résidenten une estimationcorrectede la matricede
proportionetunedé�nition adéquatedesobjetsàsimuler.
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Chapitr e 9

Conclusionset perspectives

Cadre du projet

Le modèlebooléenprésenteunimportantproblèmedanssonapplicationàla modélisationdesréservoirs
pétroliers.Eneffet, la réalitéestsouventnonstationnaire,dansle sensoù lesstructuresà reproduiredansla
simulationsontrépartiesdefaçonnonhomogènedansle gisementetcetteinformationestdif�cile àintégrer
dansle modèlebooléen.

Lesproportionsdesfacièsqui constituentcesstructuresfournissentuneinformationsurleurdistribution
spatialeet constituentun outil trèsef�cace pour déterminerla présenced'une non stationnarité.Cet outil
permetde quanti�er l'information géologiquedesdépôtsreprésentantainsi une importantecontrainteà
respecterpourobtenirdessimulationsgéologiquementréalistes.Ainsi, lesproportionsontétéutiliséesavec
succèspourintégrercetteinformationdanslessimulationsgéostatistiquesdegaussiennesseuillées(Ravenne
et Beucher, 1988; Beucheret al., 1997; Doligezet al., 1999).Danscettedémarche,la questionqui sepose
defaçonnaturelleestdesavoir si cetoutil peutêtreaussiintroduit danslessimulationsdetypeobjetet en
particulierdansle modèlebooléen.

Différentesapprochesexistentdéjàpourcontraindrelessimulationsd'objetsavec lesdonnéesdepro-
portions.De façongénérale,ellesvisentà minimiserunefonctionobjectif relative à la différenceentreles
proportionscherchéeset lesproportionsdessimulations.Ainsi, desobjetssontincorporéssuccessivement
danslessimulationsjusqu'àcequela proportionglobalemoyennedu facièsdansle volume(«net-to-gross
ratio»)soit atteinte(ShmaryanandDeutsch,1999; Henriquezet al., 1990; Lanzariniet al, 1997; Tavares
et al., 2002).Danscertainesapproches,le respectdesdistributionslatéraleet verticaledesproportionsest
réaliséenadaptantl'intensitédePoissonauxproportionset,pardesprocessusd'essaiset erreurs,enajou-
tantou enenlevantdesobjets,enmodi�ant leur taille ou envariantleur position(Deutschet Wang,1996;
Journeletal., 1998; Deutschet Tran,2002).

Le problèmea été ici abordéautrement: on a essayéd'intégrer directementdansle modèlel'infor -
mationcontenuedansles proportions.Le problèmeabordéestdoncl' inférencede param�tresdu modèle
booléenentenantcomptedesproportions.Le problèmedel'inférencedansle modèlebooléena étélarge-
mentabordédansla littératureet différentesméthodesont étéproposées(Steiner(dansSerra,1982),Weil
(1988)ou Schmitt(1991),et Lantuéjoulet Schmitt(1991)pourunerévisiondestrois méthodes)maisles
premierstravaux sur l'inférenceappliquéeau casparticulierde la modélisationde lithofacièssontdusà
Schmittet Beucher(1997)et Schmitt(1997a).Cestravaux ayantaboutià desrésultatstrèsprometteursà
1D (verticalement),il aétédécidédelesprolongerparcetravail dethèse.

La contribution de cette thèseestcentréesur deuxaspectsprincipaux: d'une part, la dé�nition du
problèmed'inférenceà travers l'étude théoriquedu modèleet desrapportsexistantentresesparamètres
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et les informationsexpérimentaleset, d'autre part, le développementd'un outil informatiquepermettant
d'automatiserle passageentrelesdonnéesde proportionset lesparamètresdu modèledansun cadrenon
stationnaireet généraliséà 3D. Cedernieraspectnousa contraintà regarderle problèmedu point de vue
del'utilisateur et à le poserdansla perspective desamiseenpratique.Ainsi, nousavonsessayéderendre
le processusdirectementapplicableenproposantuneméthodesimpleet rapideà implémenteret qui puisse
être automatisée.L'application à deux casnousa permisde valider le processus,d'évaluer les résultats
obtenuset demettreenévidenceleslimitesdela méthode.

La résolutiondu problèmed'inférencea demandéla coordinationd'élémentsappartenantà différentes
disciplines: la géologiedesréservoirs pour interpréterles informationsdisponibleset valider lesrésultats,
la géostatistiquepourdécrirelesparamètresdu modèlebooléenen fonctiondesinformationset, dansune
certainemesure,l'analysedu signalpour résoudrele problèmelié à la déconvolution impliquéedansle
processusd'inférence.

Les résultats ...

Le résultatprincipaldece travail estl'estimationdesdeuxparamètresdu modèlebooléenà partir des
proportionsdu facièsmodélisé:

– L'intensitédePoissonaétéinféréeàpartirdecesproportionsen�xant lescaractéristiquesdesobjets.
La distributiondesobjetsdansle volumeestainsidéterminée,demêmequele nombremoyend'objets
àsimulerpourrespecterlesdonnéesdesproportions.

– Les variogrammesdesproportionsont fourni un test qualitatif sur l'adéquationdesobjetschoisis
parrapportà l'échelledevariabilitédesproportions; il estainsipossibledetester, avantle processus
d'inférence,si lesobjetssontappropriéspourreproduirelesproportionsdonnéesdanslessimulations.

Lesproportionsdu facièsanalysésontainsi restituéesdansle modèleet danslessimulationsdefaçon
naturellepour les deuxaspectsfondamentauxsuivants: leur distribution spatiale(verticaleet latérale)et
leurvaleurmoyenneglobalesurle volumed'étude.Le nombremoyend'objetsàsimulerestdéduitautoma-
tiquementdumodèleobtenu,et il n'estdoncpasnécessairedecomparerlesproportionssurlessimulations
et lesdonnéesàchaquenouvel objetajouté,celles-ciétantrespectéesparconstruction.

Dansle processusdedéconvolution proposé,nousavonsintroduitun bruit entantqu'élémentstabilisa-
teur. Dansle cadredecetravail nousavonsvu que,pourdesraisonspratiquesetparmanqued'information,
cebruit n'a étéconsidéréquecommeun artefactmathématique.Lesproportionsont alorsétéconsidérées
comme«exactes»et donccommeun paramètreimportantà restituer. Cependant,le bruit peutêtreassocié
à l'incertitude sur les proportionset, si celle-ci peutêtreestiméeet modélisée,elle peut,à l'aide de cette
méthode,êtreintégréeaucalculdesparamètresdu modèle.De ce fait lesproportionsobtenuesnecorres-
pondrontpasaux proportionsde départ,ce qui est logiquepuisqu'ellessontentachéesd'une incertitude.
Lesproportionsobtenuesserontd'autantplusdifférentesdesproportionsdedépartquel'incertitudesurces
dernièresestimportante.

La méthodeproposéeestfacilementet rapidementimplémentée.Le fait quele processusd'inférence
soit automatisédansune étapepréalableaux algorithmesde simulations(conditionnellesou non condi-
tionnelles)ne lesalourditpas,d'autantplusqu'aucunprocessusitératif n'est nécessaire.L'interventionde
l'utilisateur danscettephaseconsisteà introduirelesproportions,choisir lesobjetset,éventuellement,va-
lider le modèlepar rapportaux proportionsinitiales,sansavoir à spéci�er la présenceou non d'une non
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stationnaritépuisquele casstationnairecorrespondàuneproportionconstante.

Les objetsutilisésdansles exemplesprésentésici sontassezélémentaires,maisil est tout à fait pos-
sible,du point devuethéorique,d'utiliser desobjetsplusréalistes,doncpluscomplexes.Desexemplesde
paramétrisationdegéométriestypiquesdansla simulationderéservoirs pétroliers(deslobes,deschenaux,
desdunes,etc.)setrouventdansLanzarinietal. (1997)maisil fautencorepouvoir lesexprimerenfonction
deleur probabilitéassociée� �

. En pratique,l'expressiondecetteprobabilitépeutêtretrèscomplexe ou ne
pasexisteranalytiquement.Nousavonsproposéunesimpli�cation du problèmeenapproximantlesobjets
réalistespardesobjetsplussimplesdansle processusdedéconvolution (parexempleun lobepar le paral-
lélépipèdequi le contient).Le nombremoyend'objetsàsimulerestalorscalculéàpartir dunombremoyen
d'objetssimplescorrigéparle rapportentreleursvolumes.De cettefaçon,l'utilisation d'objetscomplexes
estfacilementenvisageabledu point devuepratique,notammentsi l'approximationd'une famille d'objets
paruneautreestraisonnable: l'approximationd'un ellipsoïdepardepetitscubes,parexemple,conduirait
àdesrésultatsabsurdes.

Enconclusion,la méthodeproposéedonnedebonsrésultatsdansla modélisationdestructures«�nies»,
c'est-à-direpluspetitesquelevolumedesimulation.Elle estapplicableàdifférenteséchelles: pourla modè-
lisationdescrevassesoudesbarresdeméandresà l'échelledugisement,pourmodéliserdeshétérogénéités
à l'intérieur d'un réservoir, à l'échellegranulométrique... L'importancedebienreproduirela distributionde
ceshétérogénéitésestmiseenévidencedansl'étude du comportementdes�uides, parexemple.Le mou-
vementdes�uides à l'intérieur d'un facièsporeuxest trèsdépendantde sadistribution, si bien queson
comportementseradifférentselonquele facièsformedesstructurespeuinterconnectéesou trèsintercon-
nectées.La connexité entrecesélémentsesttrèsimportantelors de l'étude d'emplacementdespuitspour
l'extractiondesréserves,parexemple.

Dansle casde la modélisationdeschenauxdansun réservoir pétrolier, l'application directede cette
approcheestréaliséedansle casoù les chenauxsontsub-parallèleset traversentl'unité d'étude.Dansce
cas,unesimpli�cation du problèmed'inférence3D à un problème2D estpossible.Lesrésultats,commeil
a étévu dansle chapitre8, sontaussitrèssatisfaisantsdansle sensoù la distribution dela proportionet sa
valeurglobalesontbienrestituées.

Nousavonsainsidonnéuneréponseà la questionposéeau début dece travail sur l'incorporationdes
proportionsdefacièsdansle modèlebooléen.Cependant,certainspointsdoiventêtreapprofondis,notam-
mentceuxqui concernentles limitationsthéoriqueset pratiquesdela méthodemisesenévidenceaucours
du projet.

... et leslimitations

Ainsi, lesprincipalesrestrictionsdenotreapprochedu point devueth�orique concernent,d'une part,
leshypothèsesutiliséeset,d'autrepart,la connaissancepartielledu modèle.

Lesdeuxprincipaleshypothèsesutiliséespourposerle problèmed'inférencesont:
– la présenced'une non stationnaritédansla distribution desfacièsestattribuéeà la distribution des

objetsdansl'espace,etnonà la variationdeleurscaractéristiques,et
– la loi desobjetsestindépendantedeleurpointd'implantation.

La distribution desproportionsdansle modèlebooléenestdueà l'ef fet conjointde la distribution des
objets, � , et de leurscaractéristiques(leur taille et leur forme), � � , qui peuvent aussiêtrevariablesdans
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l'espace.Pourdéterminerle modèleil est doncnécessaired'estimercesdeuxparamètresà partir d'une
informationunique,lesproportions,cequi constitueun problèmeindéterminé.Par ailleurs,cesdeuxpara-
mètressontliés,puisquelesobjetssontdistribuésdifféremmentselonleur taille et leur forme.Nousdevons
doncfaireunehypothèsesurundesdeuxparamètres,etnousavonschoisidele fairesurlesobjets,puisque
leurscaractéristiquespeuventêtreplusfacilementdéterminéesàpartirdesinformationsextérieuresauxpro-
portions,commecellesextraitesdela sismique,desaf�eurementsou deréservoirs analogues,parexemple.

L'hypothèsed'indépendancede la loi desobjetspar rapportà leur point d'implantationnousa per-
mis d'exprimer le problèmedel'inférencedel'intensité dePoissonentermed'une opérationrelativement
simplecommel'est la convolution.Évidemment,il esttout à fait réalistedesupposerquelesobjetssuivent
uneloi qui dépenddeleurpointd'implantation,parexemplequ'ils variententaille avecla profondeur. Dans
cecas,le lien entrelesproportionset lesparamètresdu modèlen'est plusunesimpledéconvolution, et le
problèmedel'inférencedevient beaucouppluscomplexe. Il faudraitici résoudreuneformedeconvolution
où le noyau(la probabilitéassociéeà l'objet) varieavecla position.

Une autrelimite d'ordre théoriqueconcernele degré de connaissancedu modèle.En effet, nousdé-
terminonsles paramètresdu modèleuniquementà partir desprobabilitésponctuelles,contenuesdansles
proportions,alorsquedenombreuxélémentsstructurantspluscomplexesquele pointsontnécessairespour
dé�nir complètementle modèle.Cettelimitation estprincipalementdueaunombrededonnéesdisponibles.
Si nousdisposonsde toute une imagedu réservoir, commeune imaged'entraînementpar exemple,ou
d'un af�eurementcomplet,il estpossibledecalculerlesprobabilitésassociéesaumodèlebooléenpourdes
élémentsstructurantscomplexes.Dansce cas,on peutobtenir l'intensité en utilisant desapprochesmor-
phologiquescommecellesdeSteiner(dansSerra,1982),Weil (1988)ou Schmitt(1991).Mais,dansnotre
application,noussommesle plussouventsoumisà la contrainted'avoir peudedonnées,cequi imposedéjà
unecertaineincertitudesurle modèleconstruit.

Du point devuepratique, la méthodeestlimitée précisémentpar la sourced'information utilisée,les
donnéesdeproportions.Eneffet, lesproportionsontétéintroduitesdansle modèlecommeétantlesrégulari-
séesdesprobabilitésponctuellesd'appartenanceaumodèlesuruncertainsupport,la mailledeproportions.
Expérimentalementnousdisposonsalorsd'une valeurconstantesur chaquemaille. Dansnotreapproche,
ceciimpliquequelesprobabilitésponctuellesàl'intérieur decesupportprennentaussiunevaleurconstante,
cequi estfaux.Uneaméliorationdansla méthodeconcernantceproblèmeconsisteraità simulerunecarte
ou un bloc de probabilitésquasi-ponctuelles(desgrilles à maillestrès �nes) qui respecteles proportions
commeleur valeurmoyenne.De cettefaçonil seraitpossibled'éviter lesdiscontinuitésentrelesvaleursde
proportiondedeuxmaillescontigües.

Cesdiscontinuitésentremaillesvoisinesconstituentunedeuxièmelimitationpratiquedenotreapproche.
Le modèleconstruitnepeutpasreproduiredeschangementstrèsbrusquesdanslesproportions,en forme
demarchesparexemple.Cespassagesd'une valeurtrèsforte à unetrèsfaiblesontplus lissesdansle mo-
dèlequenousproposons,cequi, parailleurs,semblecohérentavecla réalité.Cependant,il estpossiblede
trouver dansla réalitéceschangementsbrusquesdansla présenced'un faciès,parexempleà caused'une
faille. Notre modèlene pourrapasreproduireexactementcetterupture,maisdansce casil pourraitêtre
envisageabledetraiterlesdeuxzonesséparément.

Lesvaleursnullesdeproportionconstituentaussiun point importantdediscussionqui rejoint lesdeux
questionsprécédentes.Lesvaleursnullesmarquentsouvent les limites desséquencesou dessurfacespar-
ticulièreset pour cela il est importantde les retrouver dansles simulations.Commedansle casdesdis-
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continuitéstrèsmarquées,la présencedeproportionsstrictementnullesdansunerégionnepourrapasêtre
exactementreproduiteparnotremodèle,maisil apparaîtraunezone,déterminéeparla taille desobjets,des
valeursdeplusenplusfaiblesdeproportionjusqu'àatteindrelesvaleursnulles.Il existeaussiici uneffetde
bord. Si, toutefois,à causedecontraintesgéologiques,il fautabsolumentrespecterdansle modèlecesva-
leurs,le problèmedevientdéterministeet il doit êtreabordéautrement.Simulerlesprobabilitésponctuelles,
commeon l'a suggéréprécédemment,peutaiderà résoudreceproblème.On pourraitégalementtraiter les
proportionsavant le processusdedéconvolution defaçonà créerunerégiondegardeautourdecesvaleurs
nulles pour tenir comptede cet effet de bord, ou encore,imposerque l'intensité de Poissonprennedes
valeursstrictementnullesdanscetterégionà traverslesmultiplicateursdeLagrange.Danscederniercas,
le problèmede déconvolution est traité commeun problèmed'opérateurslinéairesdiscretset on pourrait
imposerquel'intensitéprennedesvaleursnullesencertainspointsà l'aide desmultiplicateursdeLagrange.
Il faut,toutefois,déterminerapriori cespoints.

Le statutparticulierattribué aux valeursde proportionnullespeutêtreparfaitementétenduaux autres
valeursdeproportion.Danscecasil nes'agit plusdevaleursmoyennes,maisdevaleurs�xées et détermi-
nisteset,danscesconditions,l'approcheprobabilisten'estplusappropriée.

Cesaspectsconcernantlesproportionsouvrentle débatsur leur représentativité et la signi�cation que
l'on donneaux proportions.Celles-cine sont,en dé�niti ve, quedesestimations,plus ou moinsprécises,
sur la présencedesfacièsdansunecertainerégion.Commecesestimationssontsouvent réaliséesà partir
d'un nombrelimité de données,quelleprécisiondevons-nousexiger de notremodèledansle respectdes
proportions?C'està l'utilisateur dedécider, guidéparsonexpérienceet lesinformationsdontil dispose.

La dernièrelimitation importanteconcernel'applicationdenotreméthodeà la simulationd'objetsin�-
nis, telsqueleschenauxdansun environnement�uviatile. Nousavonsvu qu'il estpossible,souscertaines
conditions(chenauxsub-parallèles,stationnaritéselonla directiond'écoulement),d'appliquerle processus
dedéconvolution enréduisantle problèmeà deuxdimensions.Mais,quesepasse-t-ilsi ceshypothèsesne
sontpasapplicables?Dansle casd'un delta,parexemple,il estclair quelesproportionscalculéessurdeux
sectionsverticalesnesontpasreprésentativesdu mêmecomportement.Il existeunenonstationnaritéselon
lestroisdirections.Le problèmeici estdedé�nir le pointd'implantationet la probabilitéassociésàunobjet
in�ni parrapportauvolumedesimulationet qui apporteunecontribution à la proportionendespointstrès
éloignésdela grille deproportion.Ceproblèmesesitueprobablementà la limite d'uneapprochepurement
booléenne.

Perspectives

Outrelesaméliorationsà introduiredansnotreméthodedéjàmentionnées(commela priseencompte
de l'incertitude dansles proportions,le traitementdesvaleursnulles, l'utilisation desprobabilitésponc-
tuelles...)lessuitesnaturellesdecetravail serontsonapplicationà la modélisationdeschenauxnonparal-
lèleset la simulationmultifaciès.

La méthodeproposéedanscetravail nesemblepastrèsappropriéepourinférerl'intensitécorrespondant
à la simulationde structures in�nies tellesqueles chenaux.La localisationdu point d'implantationest
délicate,puisqueles objetspeuvent avoir leur point d'implantationtrès loin du volumede simulationet
pourtantle traverser. Deplus,la signi�cation dupointd'implantationoud'origined'un objetin�ni n'estpas
dé�nie. De même,on peutsedemandersi la probabilitéassociéeauxobjetsdedimensionin�nie a un sens,
puisqueunseulobjetaunein�uence surtout le volumedetravail.
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Dansle casdeschenauxsub-parallèlesnousavonscontournéle problèmeà l'aide deshypothèsesde
stationnarité,maisdansle casdeschenauxnonparallèlescettesimpli�cation n'est pluspossible.Unedé-
marchehybridededifférentsmodèlespeutêtreplusadaptéeàceproblème.

En pratique,notre approcheseraappliquéeà la simulationde deux faciès ou plus si chaquefaciès
estétudiéindépendamment.Cependant,ceci posedesproblèmesthéoriquespuisqueles proportionsdes
facièsne sontpasindépendantes.De plus, les facièssontspatialementintercorrélés.Ainsi, par exemple,
les crevassesse trouvent au voisinagedeschenaux.L'introduction d'une hiérarchielors dessimulations
desdifférentesfamillesd'objetspourraitrésoudrele problèmeet un processusdesimulationbasésurcette
approcheestencoursdedéveloppementauCentredeGéostatistique.

D'autr esapplications?

Le modèlebooléenaétélargementutilisédansla simulationderéseauxdefractures(ChilèsetDel�ner,
1999).Celles-cisontreprésentéespardesdisquesou desrectangles2D dansle casd'une simulationà 3D
et leur point d'implantationsuit un processusdePoissonéventuellementnonstationnaire.L'applicationdu
processusd'inférenceproposéici neposepasdeproblèmesthéoriques,saufdansla dé�nition descesobjets
entermedeleur probabilitéassociée,qui va dépendredeleur taille (longueur, hauteur),deleur orientation
(azimut,pendage)et deleur ouverture.Le nombredeparamètresimpliquéscompliquesigni�cativementle
calculde�

� . D'autrepart,il estaussinécessairededisposerd'unematricedeproportiondesfailles,defaçon
analogueà la matricedeproportiondesfaciès,et il fautdéterminercequecelareprésente.

Cetteapprochepeutégalementêtreutiliséedansla constructiond'imagesd'entraînementdesréservoirs
pourdesétudesultérieuresdestatistiquesmultipoints(Strebelleet al., 2002).Celacontribueraità créerdes
imagesinitialesassezréalistes,notammentenintroduisantla distribution desstructuressédimentaires.

Bien quenousayonscentrénotreétudesur la simulationdesréservoirs pétroliers,cetteapprochepeut
êtreutiliséedansd'autresdomainesd'application,commeenhydrogéologie,oùle problèmedemodélisation
estessentiellementle même,ou enétudesdesmatériaux,pourcréerdessimulationspermettantd'analyser
leurspropriétés.
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AnnexeA

Calcul de la probabilit� associ�e� une
demi-ellipse

Danscettesectionnousexplicitons lescalculspour l'obtention de la probabilitéassociéeà uneellipse
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. Pourlesaxespositifs,nousanalysonslesdifférentscaspossibles(�g. A.1). Parsymétrie,les
calculssontidentiquespourlesaxesnégatifs.
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Les cas1 et 2 sont immédiats.Pourles casrestantsnousutilisonsl'expressiongénérale(voir section
4.2.1):
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où il faudrabien établir les limites de chaquecasparticulier. À part les restrictionsconcernantchaque
situation,lescas3 à6 doiventaussivéri�er que:
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FIG. A.3– Zone3 : limit�e par lesellipses����
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Parsymétrie(�gure A.4) avecle casprécedent:
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� � contient � . L'intégraleà résoudreest,donc:
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. Aprèsintégration,la probabilitédu grainprimairedanscetterégionest:
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AnnexeB

Convolution et corr�lation

Danscettesectionon feraun bref rappelà la théoriedu signalenintroduisantlesconceptsdeconvolu-
tion, corrélationet leurspropriétés.LesréférencesprincipalesutiliséessontAlbiol et al., Papoulis(1962),
Réfrégier(1993)et Smith(1999).

B.1 Convolution

La convolution estune opérationmathématiquequi utilise deux signauxet en renvoie un troisième.
Formellement,l'opérationdeconvolution dedeuxfonctions�

�

�

�

et �

�

�

�

estdé�nie par:
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(B.1)

et ellevéri�e lespropriétésdecommutativité, associativité et distributivité :
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Par dé�nition, la convolution est un systèmelinéaire : elle véri�e les conditionsd'homog�n�it� et
d'additivit� . La premièresigni�e qu'un changementdansl'amplitude du signald'entréesetraduitparun
changementsimilairedansl'amplitudedu signaldesortie.La secondecondition,l'additivité, représentele
fait quela sommedesignauxà l'entréedu systèmedonnecommerésultatla sommedesignauxà la sortie.

Un théorèmeimportantestle th�orème de convolution : La transforméedeFourier dela convolution
de deuxfonctionsf(x) et g(x) s'exprimecommele produit destransforméesde Fourier (TF) de cesdeux
fonctions,
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(B.2)
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Cesdé�nitions sontvalablespour les fonctionsou les signauxcontinuset dé�nis danstout l'espace,
entre

� �

et �

�

. Cependant,dansla réalitélessignauxdisponiblessont�nis et constituéspardesvaleurs
discrètes.Dansuncasréel,l'intégraledel'expression(B.1) devient :
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0

!

	

�

�

� ���
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! � �
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! (B.3)

où �

� 	 ! estun signalde 	 points, � � 	 ! un signalde � points( � et 	 indépendants)et 0 indiquele point
desortiecalculé.Cetteexpressionimpliquequechaquepointdela convolutionestcalculéindépendamment
desautres.

Danscetteopérationchaquepoint du signalde sortieestobtenuà partir de plusieurspointsdu signal
d'entrée.D'uneautrefaçon,chaquepointdel'entréecontribueàplusieurspointsdela sortieet,inversement,
chaquepoint de la sortie reçoit de l'information de plusieurspoints de l'entrée. Il estdonc,possiblede
considérerchaquepoint résultantde la convolution commeunevaleurmoyennepondéréesur un certain
nombrede points du signal d'entrée,les poidsde pondérationet le nombrede points intervenantsétant
donnésparle noyaudedéconvolution.

Dansnotreapplication,la probabilitépourqu'un pointappartienneàunfacièsestdonnéeparle résultat
de la convolution et estdépendantede l'intensité dePoissondansce point et lespointsvoisins,dont l'in-
�uence seradéterminéeparle typedegrainprimaireintroduit.

Diff�r encede longueurs D'un pointdevuepratiqueil fauttenircomptedela différencedelongueursentre
le signald'entrée(N), la réponsedusystème(M) et le signaldesortie(L) :

�

	 	

� �

� �

. Il faudra
entenir comptepourla réalisationdu programme.

Effets debord Le fait d'utiliser dessignaux�nis etdiscretsentraîneuneinformationincomplètequantaux
valeursdespointsdesbordsdu résultatdeconvolution : selonl'expression(B.3), si la longueurdela
réponsedu systèmeest � , les �

� �

premièresvaleurset les �

� �

dernièresvaleursdu signalde
sortie,delongueur	

� �

� �

, contiennentmoinsd'informationquelespointsaumilieu et nesont
pasutilisables.Une destechniquespour éviter celaestde compléterle signald'entréeen ajoutant

�

� �

zérosàgauchedupremierpointet àdroitedudernier.

B.2 Corrélation

Uneautreopérationintéressanteestla corrélation(ou intercorrélation)entredeuxsignaux.Mathémati-
quement,la fonctiondecorr�lation dedeuxfonctions�
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�

�

, �

�

�

�

estdé�nie comme:
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� (B.4)

où �

�

représentela fonctioncomplexe conjuguéedef.
Si �

�

�

�

	

�

�

�

�

la fonction résultanteestappeléeautocorr�lation . Physiquement,la corrélationre-
présentela ressemblanceentredeuxsignauxet l'autocorrélationreprésentela ressemblanced'un signalen
deuxpointsdifférents.D'une autrefaçon,la corrélationfait référenceà la dépendanceentredeuxsignaux
endeuxpointset l'autocorrelationfait référenceà la dépendanced'un mêmeprocessusentredeuxpoints.

La différenceentrecorrélationet convolution estquedanscelle-ci,unedesdeuxfonctionsestinversée
avantle calcul.
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La fonctiondecorrélationvéri�e la propriétésuivante:
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Il estnécéssaire,pour les calculsultérieurs,de dé�nir la densit� spectraled'interaction entredeux
signaux�
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�

�

et �

�

�

�

, qui estdonnéeà partirdeleurstransforméesdeFourier
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(B.5)

d'où on peutendéduirequela densitéspectraled'interactiondesfonctions �

�

�

�

et �
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�

�

estla transformée
deFourierdeleur fonctiond'intercorrélation�
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� .
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De même,la densitéspectrale�

� � � du signal �

�

�

�

estla transforméedeFourierdesafonctiond'auto-
corrélation.
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� � �

�����

Danscettesectionles opérateursou transforméesde Fourieront étéintroduits.Dansl'annexe suivant
desconceptstrèsgénérauxdela théoriedeFouriersontintroduitspourmieuxcomprendrecesopérations.
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AnnexeC

Rappelsde la th�orie deFourier

Danscettesectionla théorieet lestransforméesdeFourierserontschématiquementprésentées.Il a été
montréauparavant commentdéduirela fonction d'intensitédu processusde Poissonà partir uniquement
desproportionsdumodèleparunprocédédedéconvolution.Cecin'estpastoutà fait évidentdansl'espace
réeldesdonnéesmais,parcontre,enappliquantle théorèmedeconvolution (B.2), cetteopérationdevient
immédiate.Pourcela il faut travailler dansle domainede Fourier. Puisqueles donnéessontdiscrètes,la
méthodeà utiliser est la TransforméeDiscrètede Fourier (DFT) mais,pour rendrecompréhensiblecette
notion,il faut introduirela théoriedeFourier.

LesréférencesutiliséessontAlbiol etal.,Papoulis(1962),Réfrégier(1993)et Smith(1999).

C.1 La transforméede Fourier (TF)

Cette transforméedécomposeou sépareune fonction ou un signal en une in�nité de sinusoïdesde
fréquencesdifférentesdont la sommeestla fonctionoriginale.Il existeplusieuresdé�nitions del'intégrale
deFourier, cellequel'on va utiliserest:
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et la transforméeinverse:
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Il y a desfonctionsdontla TF n'existepas; cependant,cen'estpasle caspourla plupartdesfonctions
àsigni�cation physique.

C.1.1 Propriétésde la TF

Quelquesthéorèmessimplesqui caractérisentla transforméedeFouriersontlistésici.

1.Lin�arit�. Étantdonnés
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 , deuxconstantesarbitraires,
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2.Sym�trie. Étantdonné
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3.Similitude. Si � estuneconstanteréelleoucomplexe,
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4.Translation. Si la fonction �

�

�

�

est translatéed'une constante� � , sa transforméede Fourier restela
mêmesaufpourun termelinéairequi s'ajouteà la phase:
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5.Diff�r entiation. La relationentrela n-ièmedérivéedela fonctionetsaTF est
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6.Fonction conjugu�e. En général,il estpossiblededécomposerunefonctioncomplexe en
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La transforméedeFourierdela conjuguéede �
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C.1.2 Théorèmede convolution

La transforméedeFourier
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dela convolutiondedeuxfonctions�
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estégaleau produit
destransforméesdeFourier
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La densit� spectraled'interaction dedeuxfonctionsestla transforméedeFourierdeleurcorrélation:
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La densit� spectraled'unefonction �
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estla transforméedeFourierdesafonctiond'autocorrélation:
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C.1.3 Formule deParseval

Produit scalaire : Le produitscalairededeuxfonctions�
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et �
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estl'intégrale,sielleexiste:
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avec � le transposécomplexe conjugué.
Si lesdeuxfonctions �
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�

, �
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sontidentiques,l'intégrale (C.3)s'appellela norme dela fonction:
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Th�orème deParseval : Le produitscalairededeuxfonctions�
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, �
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estégalauproduitdeleurs
transforméesdeFourier
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Si lesdeuxfonctionssontidentiques,le théorèmedit quela normedela fonctionestla mêmecalculéedans
l'espacede la fonctionou calculéedansl'espacedeFourier : la transforméedeFourierconserve la norme
dela fonction.

C.1.4 Échantillonnage

Unefonctionseuilléedansle domainedeFourierestunefonctionqui n'a pasdecomposantesspectrales
au-delàd'unecertainefréquence� :

�

�

��� �

	

�

si �

�

� � ���

� . Le th�orème d'�chantillonnage établitqu'une
fonctionréelle limitée dansl'espacedesfréquencespar la fréquencemaximale� peutêtre reconstruite
sanserreur à partir deséchantillonspris uniformémentavecunefréquenced'échantillonnage supérieure
au doubledela fréquencemaximaledu signal. Cettefréquenceminimaled'échantillonnage,

�

	 	

�

� Hz,
est la fréquencede Nyquist et l'intervalle d'échantillonagecorrespondantdansle domainedu signalest

�

	

�

�
�

� . Le fait d'échantillonnergénèrequelquesproblèmesou artefacts,notamment“aliasing” et le
phénomènedeGibbs.

“ Aliasing” (recouvrementde spectre) Le théorèmeprécédentassumeque la fonction est limitée dans
l'espacede Fourier. Dansla pratique,cependant,lessignauxsontlimités dansleur propredomaine
puisquelesmesuresdisponiblessontdiscrèteset forcement�nies. Pourcetteraisonil estdif�cile de
choisirunefréquenced'échantillonnageadéquatequi nefassepasperdred'information.Quandunsi-
gnalestsous-échantillonné,c'estàdire,échantillonnésuruneintervalled'échantillonage� �

�

�
�

� ,
sonspectre(transforméedeFourier)présentedessuperpositionsdefréquences:

�

�

�����

n'apportepas
uneinformationcomplèteet il n'estpluspossiblederécupérerf(x) à partir deséchantillons.Dansce
casil apparaîtquelquesbassesfréquencesdansle spectrequi perturbentla reconstructiondusignal.
Théoriquementil estimpossibled'échantillonnerunefonctionsansaliasing.L'erreurdansla recons-
tructiondu signalserainversementproportionnelleaunombred'échantillons.

Ph�nomènede Gibbs. Un signal�ni �




�

�

�

peutêtreinterprétécommela restrictiond'unefonctionin�nie
�
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surunefenêtre�
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�
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�;� �
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� � , où � estla duréedusignal.Si �




�

�

�
�

�

�

estdifférentde �




�

�
�

�

�

,
(discontinuitéparasite),certaineshautesfréquencesparasitesperturberontla récupérationdu signal.
Unefaçonderéduireceteffet estdemultiplier le signaléchantillonnéinitial parunefenêtredevaleurs
nullesen

�

�
�

� eten �
�

� , parexemplele pulserectangulaire(fenêtredeDirichlet).

Convolution circulaire. Le fait decalculerunecorrélationou uneconvolution par transforméesdiscrètes
deFourierimpliqueunéchantillonnagedansle domainedeFourier. Celasetraduitparunepériodicité
dusignal.Ceteffet peutêtrediminuéenajoutantdeszérosàdroiteet àgauchedu signalinitial.
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C.2 Transforméediscrètede Fourier (DFT)

Enpratique,seuleslesvaleursdiscrètes,��� , sontdisponibles,etla transformée
�

�

��� �

nepeutêtrecalculée
quepour despointsdiscrets: deséchantillonsde la transformée,
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� . Si �
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sont les points
numéro
 et � de �
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et
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respectivement,et 	

� estle nombred'échantillonsde la fonctiondansune
période� �

, alors
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(C.5)

où
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��� �

)+�
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La DFT estdé�nie comme:

�

�

�

	

�

	

)+�

�

�

� �

� �������

�

�

0

���

	

�


 �

�

(C.6)

et soninverse
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(C.7)

La propriétéde linéarité dessystèmesconvolutifs permetde les résoudreen décomposantun signal
compliqué(le résultatdela convolution,parexemple)dansplusieurssignauxplussimples.Unedesdécom-
positionslesplusimportantesestla décompositionou transforméedeFourier. D'une façonsimpleil s'agit,
dansle casdesignauxdiscrets,de:

– séparerun signal de 	 points en deux signauxde 	

�
� �

�

points contenantles amplitudesdes
composantessinusetcosinus;

– fairepassercescomposantesparle systèmeet
– regrouperlessortiesenunseulsignal.

où 	 estle nombredepointsouéchantillonsdansle domaineinitial. Il estnormalementchoisicommeune
puissancede 2 (lesordinateurstravaillent en codebinaireet l'algorithme le plusutilisé pour le calculdes
DFT estla FFT (FastFourierTransform),transforméerapidedeFourier, qui travaille enpuissancesde2).
La DFT considèreles N pointsde départcommeappartenantà uneseulepérioded'un signal in�niment
long.Celaimpliquequelesextrèmesdu signalsontconnectésparunepériode.La conséquencedecelaest
le phénomèned'aliasing.

C.2.1 Transforméerapide deFourier (FFT)

La FFT estun algorithmedéveloppépar Tukey et Cooley en 1965qui diminuele nombrede calculs
pour la transforméedeFourierde 	

 à 	

�

�

�� 

�

	

�

. Cetalgorithmeestsimpli�é si 	 estunepuissancede
2, maiscen'estpasindispensable.Il estbasésurlesDFT complexes,uneméthodeunpeuplussophistiquée
quecelleexpliquéeauparavantdanslaquellelesdonnéessontreprésentéespardenombrescomplexes.Voir
Smith(1999)pourplusd'information.
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D�v eloppementdu calcul pour l'obtention
du ®ltr edeWiener
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l'équationà résoudre(section5.1.1).Uneestimationdel'intensité � cherchéeest:
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Le �ltre deWienerestunefonction � tellequel'écart quadratiquemoyenentrel'intensitéréelle � etson
estimateur
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Désormais,parun soucidesimpli�cation, nousallonssupprimerdanslesexpressionslesdépendances
de � ou
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. Cesdépendancesserontsous-entendues.
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Chaquetermede cetteexpressionseraanalyséséparémmenten tenantcomptedu théor�me de Parseval
(voir Annexe C), selonlequel le produit scalairede deuxfonctionsestégaleau produit scalairede leurs
transforméesdeFourier. Le bruit, 	 et l'intensité, � , sontconsidéréscommedesvariablesaléatoires.
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la transforméedeFourierdel'autocorrélation.
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L'écartquadratiquemoyenpeutdoncs'exprimercomme:
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Puisquel'on cherchela fonction � qui minimise �
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du fait quelesautocorrélations�
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L'estimationdel'intensitéquel'on obtientest,dansle domainedesfréquences:
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AnnexeE

Description du programme

Danscettesectionle programmeécrit pour l'obtention de l'intensité de Poissonselonle processusde
déconvolution estexpliquépasàpas.Il aétéimplementéenMatlab.

1. Introductiondesparam�tresdu programme. Lesdonnéesinitialessontla proportioninitiale, qui est
associéeà la proportiondumodèle,� , la probabilitéassociéeà l'objet, �

� et la valeurduparamètre
�

.
Lesdeuxpremièressontintroduitescommelesélémentsdesmatrices(1D, 2D ou3D) et le paramètre

�

estunevaleurconstante�xée apriori à0.005,maisavecla possibilitéd'êtremodi�ée.La proportion
initiale subitdeuxtransformations: unepremièreinterpolationde façonà égalisersamaille avec la
maille de la matricede �

�
et uneextrapolationdansles bordsqui tient comptede la dé�nition du

domainedecalcul,commeil a étéexpliquédansla section5.2.3.Puisnoustransformonsla variable
� pourobtenirunedépendanceplussimpleentrelesproportionset la convolution (voir 5.2) :
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2. Calcul destransforméesde Fourier. Les transforméesdiscrètesde Fourierdesvariablesimpliquées
dansle processus

�

� � � �

�

sontcalculéesà traversun algorithmede transforméesrapidesde Fourier
(FFT). La matricede �

� estcomplétéepar deszérosjusqu'à la taille de la matricede � , de façona
pouvoir réaliserlesproduitsdesmatricespointparpoint.

3. Calcul du �ltr e. Danscettepartiele �ltre donnépar l'expression(5.8) est implementéet l'intensité
dePoissoncalculée.Nouscalculonsdeuxintensités: l'intensitémathématique,c'està dire celleque
l'on obtientdirectementpar le processusde déconvolution, et l'intensité corrigéedesvaleursnéga-
tives.Cetteintensitécorrigéeserautiliséecommel'intensité dePoissondansle modèlebooléen.La
correctionutiliséeestcalculerunemoyenneglissante,éventuellementpondérée,sur unefénêtrede
taille égaleà la taille du grain.Unemoyenneglissanten'estqu'un processusdeconvolution,avecun
noyeaudeconvolutionégaleà la normalisationde � � : l'intégraledunoyeausursonsupportestégale
à l'unité.

4. Calcul du nombre d'objets.Unefois l'intensité obtenuenouscalculonsle nombremoyend'objetsà
simuler. Si nousavonsutilisé uneexpressionde �

� correspondantà un objet différentà celui de la
simulation,il faut tenir comptedu rapportentrelesvolumesdesobjets.De même,il fautconsidérer
l'inférenceà3D (voir section5.2.2)s'il y a lieu.

5. Processusdevalidation.Le dernierpasconsisteà véri�er si l'intensité obtenueestacceptable.Pour
celaon calculela proportiondu modèleparconvolution entrel'intensité calculéeet la loi de l'objet
puisoncomparele résultataveclesdonnéesdedépart.
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Summary

Given the importanteconomicstakesinvolved in theoil industry, thereis a realneedfor a description
of thegeologicalstructureof oil reservoirs andof thepetrophysicalpropertiesof theconstitutingrocks.Re-
servoir modellingconsistsin makingup numericalmodelsrepresentingtheheterogeneitiesof thereservoir
at differentscales.The Booleanmodel is frequentlyusedto designa lithological modelof the reservoir
internalarchitecturebothat thescaleof thegeneticunit andat thegranulometricscaleinsidethereservoir.
However, Booleanmodelspresenta major problemwhenappliedto the modellingof reservoirs having a
non stationary distribution of their constitutinglithofacies.

Lithofacies proportions give informationaboutthespatialdistributionof theselithofacies.They arean
ef�cient tool for detectinganonstationarity. They alsomake it possibleto quantifythegeologicalinforma-
tion of thedeposits.They arethereforeanimportantconstraintto respectin orderto obtainsimulationsthat
aregeologicallyrealistic.

In this work, we have integratedinto theBooleanmodelthe informationcontainedin theproportions.
The problemto be solved is the inferenceof the model parameters. Two aspectshave beenconsidered.
First,wehavede�nedtheinferenceproblemfrom atheoreticalpointof view by establishingtherelationship
betweenexperimentalinformationandthemodelparameters.Secondly, wehave implementedacomputing
tool to automaticallypassfrom theproportiondatato themodelparameters.

To do that,we proposea methodof inferencebasedon a deconvolution process. This methodenables
us to introducethe informationof the proportionsin the Booleanmodel.As a result,simulationscanre-
producea nonstationarydistribution of theheterogeneitiesin thesedimentaryunit. By construction,these
simulationsthenrespectthe lateralandvertical distribution of the proportionsinto the unit aswell asthe
globalmeanvalueof theproportionover thestudiedvolume.As thisglobalvalueis relatedto petrophysical
parameters,it is importantto recover it in simulations.

Keywords :

Booleanmodel, facies,geostatistics,inferenceof parameters,non stationarity, object basedprocess,
proportions,reservoir, simulation,stochastic.



Résumé

Lesenjeuxéconomiquesde l'industrie pétrolièreimposentun importantbesoindedécrirela structure
géologiquedesréservoirs d'hydrocarbureset descaractéristiquespétrophysiquesdesrochesqui lesconsti-
tuent.La modélisationdesréservoirs consisteà construiredesmodèlesnumériquesqui représententles
hétérogénéitésdansle réservoir à différenteséchelles.Le sch�ma bool�en estun modèletrèsutilisé pour
établirunmodèlelithologiquedel'architectureinterneduréservoir, quecesoità l'échelled'uneunitégéné-
tiqueouà l'échellegranulométriqueà l'intérieur decedernier. Cemodèleprésentenéanmoinsunproblème
importantlors de sonapplicationà la modélisationde réservoirs présentantunedistribution non station-
naire deslithofacièsqui lescomposent.

Lesproportions deceslithofacièsfournissentuneinformationsur leur distribution spatialeet consti-
tuentunoutil trèsef�cace pourdéterminerla présenced'unenonstationnarité.Ellespermettentdequanti�er
l'information géologiquedesdépôtset constituentainsiuneimportantecontrainteà respecterpourobtenir
dessimulationsgéologiquementréalistes.

Danscettethèse,nousavonsintégrédansle modèlebooléencetteinformationcontenuedanslespropor-
tions.Le problèmeabordéestl' inf�r encedesparamètresdumodèleàpartirdesproportions.Deuxaspects
ont ététraités.D'une part, la dé�nition du problèmed'inférencedu point de vue théorique,enétablissant
le rapportentreles variablesexpérimentaleset les paramètresconstitutifsdu modèle.D'autre part, le dé-
veloppementd'un outil informatiqueopérationnelpermettantd'automatiserle passageentrelesdonnéesde
proportionet lesparamètresdumodèle.

Nousproposonsuneméthoded'inférence,baséesurun processusde d�convolution, qui permetd'in-
troduirel'information desproportionsdansle modèleet ainsi de reproduiredanslessimulationsunedis-
tribution non stationnairedeshétérogénéitésde l'unité sédimentaire.Cessimulationsrespectentainsi par
constructionla distribution latéraleetverticaledesproportionsdansl'unité demêmequela valeurmoyenne
globaledela proportionsurtout le volumeétudié.Celle-ciestassociéeàdesparamètrespétrophysiques,et
il estimportantdela retrouver danslessimulations.

Mots clefs:

Caractérisationdesréservoirs, faciès,géostatistique,inférencedesparamètres,modèlebooléen,non
stationnarité,proportions,simulation,stochastique.


