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1 Introdu
tion.

Les essais de puits 
onstituent de puissants moyens de diagnosti
s, et d'analyse des

réservoirs d'hydro
arbures. Ils permettent une aus
ultation non limitée au voisinage

immédiat du puits, puisque la zone re
onnue peut 
ouvrir des distan
es de plusieurs


entaines de mètres. Cependant 
et usage est très vite limité du fait que le problème

inverse que l'on doit résoudre lors de l'interprétation, 
'est à dire la détermination de

la répartition spatiale de la perméabilité à partir de l'historique de pression, est un

problème mal posé. De fait 
ette interprétation est 
lassiquement réalisé dans le 
adre

de modèles homogènes, de perméabilité 
onstante dans l'espa
e. Les seules ex
eptions à


ette homogenéité semblent être de trois types. Il s'agit essentiellement:

• De grands a

idents, tels que des failles imperméables, qui joueront le r�le de


onditions limites

• De l'endommagement du puits, que l'on modélise par un seul paramètre (skin).

• Et des milieux à perméabilité de �ssure.

Dans les deux premiers 
as, il s'agit d'a

idents dont la lo
alisation est préalablement


onnue, tandis que le dernier fait l'objet d'une modélisation spatialement homogène. On

suspe
te don
 que les possibilités d'analyse spatiale (régionalisée dans la terminologie de

la géostatistique) o�ertes par 
e type d'essais ne sont pas 
omplètement exploitées. Cela

est évidemment en
ore plus vrai dans le 
as de tests d'interféren
es, puisque 
es tests

permettent de lever l'ambiguïté liée à l'orientation, et que les potentialités sont don


sensiblement plus élevées.
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Le but de 
e rapport est d'investiguer les potentialités d'améliorations o�ertes par des

méthodes intégrant l'aspe
t régionalisé du problème: il s'agira d'estimer la dépendan
e

spatiale de la perméabilité et non de la 
onsidérer 
omme 
onstante. Dans 
ette optique,

l'endommagement n'est qu'une altération lo
alisée au voisinage immédiat du puits, et

est estimé 
omme tel, et non 
omme paramètre supplémentaire. S'agissant d'une étude

préliminaire, on a simpli�é délibérément le problème, sans prétendre à une modélisation

réaliste. Tendre vers un meilleur réalisme fera l'objet de travaux ultérieurs. A 
ette

étape, on a privilégié la simpli
ité de programmation et la rapidité de 
al
ul, de manière

à pouvoir multiplier les expérimentations à moindre 
oût.

Ainsi, nous ne 
onsidérerons qu'un modèle à é
oulement radial, ave
 une perméabilité


onstante sur des 
ouronnes r = 
te. Le �ux (débit au puits), sera 
onsidéré 
omme

imposé et 
onnu, mais variant dans le temps selon un s
héma quel
onque (il n'est pas

né
essaire de le 
onsidérer 
omme 
onstant par mor
eaux). Les e�ets de 
apa
ité de

puits, qui se traduisent par un dé
alage entre le �ux observé et le �ux à la limite du

puits, ne seront don
 pas pris en 
ompte. En�n, les 
al
uls ont été menés dans le 
as de

frontière imperméable à distan
e r = R = 
te.

La plupart de 
es limitations ne sont pas des limites de la méthodologie, mais des

simpli�
ations de 
al
ul. La plus grande di�
ulté d'extension 
on
erne bien sur le passage

à deux ou trois dimensions, et 
ela plus en raison de la plus grande indétermination

du problème inverse que pour des raisons informatiques ou 
al
ulatoires. L'hypothèse

de symétrie radiale à l'avantage de lever une partie de l'indétermination. Dans le 
as

général, et à moins d'envisager des tests d'interféren
e, il sera né
essaire de re
ourir à

des informations supplémentaires telles que 
elles données par la re
onnaissan
e sismique,

ou par la géologie, ou bien en
ore, en étant très optimiste, par des mesures spatialement

réparties, pour lever une partie de l'indétermination angulaire. Ces informations pourront

être traduites sous la forme de modèle à priori (moyenne et varian
e à priori, pour

une forme donnée d'anamorphose) de manière à guider la pro
édure d'inversion dans sa

re
her
he.

L'inversion proprement dite fera appel à des te
hniques 
onnues par ailleurs, et une

partie du rapport est 
onsa
rée à leur des
ription, et à l'indi
ation de détails de mise en

oeuvre propres à l'appli
ation 
onsidérée.

Une part importante est faite à l'expérimentation. Il s'agit essentiellement de donner

une idée sur les questions suivantes:

• Sensibilité de la méthode vis à vis de 
hoix plus ou moins arbitraires 
on
ernant

le modèle à priori. Cet arbitraire provenant essentiellement du manque de don-

née de perméabilité. La spé
i�
ation d'un modèle à priori 
omprend le type de

loi marginale (par exemple log-normale), l'espéran
e, et la matri
e de varian
es-


ovarian
es.

• Possibilité de 
onditionner l'estimation par des mesures pon
tuelles.

• Possibilité d'imposer des hétérogéneïtés de lo
alisation 
onnue à priori (frontières
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re
onnues par sismique par exemple).

Dans la 
on
lusion, on envisagera les perspe
tives de travail en vue de rendre la modéli-

sation plus realiste, et don
 plus utilisable. Cela semble né
essiter les dire
tions suivantes:

• Distributions de perméabilité sans symétrie radiale.

• Passage à des é
oulements tridimensionnels, et don
 par exemple possibilité d'appli
ation

à des puits non verti
aux, ou ne traversant pas 
omplètement la formation.

• Tests d'interféren
e.

• Prise en 
ompte de la 
apa
ité des puits.

Les problèmes soulevés par la simulation 
onditionnelle (
omment 
onditionner une

simulation de perméabilité sur l'ensemble du réservoir lorsque les données sont 
onstituées

d'essais de puits) ne seront pas envisagés dans 
e rapport.

2 Généralités

3 Problémes inverses généraux.

Considérons un système dont l'etat est identi�é à un élément y dans un 
ertain espa
e

d'états admissibles, noté Y. De 
e système, on observe une réponse, notée z, liée à l'état

par une 
ertaine transformation T , supposée 
onnue:

z = T (y)

La détermination, ou l'estimation de y sur la base de l'observation z, est un problème

inverse. Plus généralement, on peut dire que l'interprêtation de toute expérien
e physique


onstitue un problème inverse, mais i
i le problème est grandement simpli�é, du fait que

l'espa
e des états ainsi que la transformation T sont supposés données du problème.

Cela étant, le problème est dit bien posé si les 
onditions suivantes sont satisfaites:

• La transformation T doit être bije
tive de l'espa
e des états sur l'espa
e des observa-

tions Z, 
e qui rend l'inversion toujours possible. Ainsi, à une observation donnée


orrespond un et un seul état 
ompatible.

• L'inverse de T doit être 
ontinu de Z dans Y, 
e qui garantit la stabilité du problème

inverse. En dehors d'une telle 
ondition, les estimations de y sur la base d'une

observation bruitée, zǫ = z + ǫ, peuvent être arbitrairement éloignées de l'etat y,
même lorsque l'erreur de mesure est très petite.

Les problèmes inverses, dans une majorité des 
as, ne satisfont pas à 
es 
onditions.

3



4 Un exemple en hydrogéologie

Considérons d'abord un problème dire
t en régime permanent en dimension deux, et

pour une perméabilité isotrope. Soit à déterminer la 
harge h 
orrespondant à une

perméabilité k donnée, à une re
harge q �xée, satisfaisant à l'équation:

▽(k▽ h) = q

et à des 
onditions limites qui assurent existen
e et uni
ité de h (que l'on ne pré
ise pas).

L'opérateur T pré
édent est don
 T (k) = h, les 
onditions limites et la re
harge étant

supposées �xées une fois pour toutes.

Le problème inverse 
orrespondant ne satisfait à au
un des deux 
ritères mentionnés:

4.1 uni
ité.

Pour un 
hamp de 
harge h di�érentiable donné, il est fa
ile de 
onstruire une fon
tion

k1 telle que k1 ▽ h soit à divergen
e nulle:

▽(k1 ▽ h) = 0

En e�et, si nous 
onsidérons le domaine limité par deux lignes de 
ourant pro
hes

(�gure ??), et fermé par des petites portions de 
ourbes h = cte, nous avons:
∫

Ω
▽(k1 ▽ h)dx =

∫

Γ

∂

∂n
(k1 ▽ h)dγ

= [k1 | ▽ h| δs]yx = 0

Don
, k(y) peut être déterminé le long d'une ligne de 
ourant passant par x dès que k(x)
est 
onnu. Un tel 
hamp peut don
 être déterminé à partir de ses valeurs (quel
onques)

sur une 
ourbe 
oupant une seule fois toutes les lignes de 
ourant.

Alors, à partir de tout 
hamp de perméabilité k0 
ompatible ave
 l'é
oulement observé

(
harge h et re
harge q), nous obtenons un nouveau 
hamp également 
ompatible en

prenant k = k0 + k1, puisque:

▽[(k0 + k1) ▽ h] = q .

Telle est l'indétermination du problème inverse, qui ne peut être levée sans informations

supplémentaires (valeurs de k sur une 
ourbe sé
ante par rapport aux lignes de 
ourant,


omme pré
édemment, ou 
onnaissan
e d'un autre régime permanent 
omplémentaire et

une valeur pon
tuelle de k, par exemple).

4.2 Stabilité.

Dans l'hypothèse ou une telle information est disponible, qui assure uni
ité du problème

inverse, la solution ne dépend pas 
ontinûment des données, lorque l'espa
e des observ-

ables est muni d'une métrique "réaliste" 
ompte tenu des 
onditions de l'expérimentation.
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Par exemple, à une dimension, le problème suivant, posé sur le segment ]0, 1[:

d

dx
(k

d

dx
h) = q

ave
 les 
onditions limites k(0)h′(0) = α, et k(1)h′(1) = β, admet une solution unique.

La solution du problème inverse est alors expli
ite si on suppose h 
onnue:

k(x) =
1

h′(x)

{
∫ x

0
q(u)du+ α

}

Cette solution est don
 unique. Cette uni
ité ne 
ontredit pas 
e qui vient d'être dit,

puisque la 
ondition limite, jointe à la 
onnaissan
e de h, détermine k(0) et k(1). Main-

tenant, 
ette solution est-elle stable par rapport à des perturbations de h ?

Pour kǫ, solution asso
iée à la 
harge perturbée hǫ = h+ ǫ, nous avons:

kǫ(x) − k(x) = −
ǫ′(x)

h′(x)h′ǫ(x)

{
∫ x

0
q(u)du+ α

}

Ainsi, il n'y aura 
ontinuité de l'inverse que si l'espa
e des observables (des 
harges h)
est muni d'une norme qui assure la 
onvergen
e des dérivées.

Cela n'est le 
as, par exemple ni ave
 la norme quadratique, ni ave
 la norme du max,

et nous obligerait à 
onsidérer des normes plus fortes. Or, d'un point de vue pratique, si

nous pouvons espérer 
ontr�ler la pré
ision des mesures de 
harge (et don
 la norme du

maximum), il est irréaliste d'espérer 
ontr�ler 
elle des dérivées (à moins de restreindre

l'espa
e des observables de manière à éliminer les irrégularités).

Ainsi, 
e problème inverse est mal posé et le reste même après levée de l'indétermination

indiquée. Ce type de problème peut néanmoins être abordé en privilégiant les solutions

régulières. Nous allons dé
rire rapidement deux méthodes 
lassiques, 
ette des
ription

est utile, 
ar elle é
lairera les solutions e�e
tivement testées dans 
e rapport.

5 Methode de régularisation.

Cette méthode a été proposée par Tikhonov et Arsénine [?℄. Pour l'introduire, il est


ommode de 
onsidérer la (ou les) solution(s) minimisant la norme du résidu, pour une

observation zǫ:
min
ŷ∈Y

‖T (ŷ) − zǫ‖

En l'absen
e d'uni
ité et de stabilité du problème inverse, 
ela ne peut donner d'approximation

a

eptable de y. Mais si nous savons que y possède une 
ertaine régularité, nous pouvons
pénaliser les solutions ŷ irréalistes par l'introdu
tion d'une fon
tionnelle lissante Ω, telle
que Ω(ŷ) prenne justement des valeurs élevées pour ŷ irrégulier. Cela 
onduit à 
hoisir

pour estimation de y un élément ŷ qui minimise la quantité:

‖T (ŷ) − zǫ‖
2 + λ Ω(ŷ)
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Cette estimation ŷ est dite solution régularisée. Le paramètre λ introduit 
i-dessus

équilibre le prix que l'on atta
he au respe
t des valeurs expérimentales zǫ ave
 l'exigen
e
de régularité. Il est appelé paramètre de régularisation. Moyennant 
ertaines hypothèses

1

fa
ilement véri�ables sur Ω, il est possible de 
hoisir λ(ǫ) de façon à assurer la 
onvergen
e

de la solution régularisée ŷǫ → y lorsque ǫ→ 0, dans les situations ou T−1(zǫ) ne 
onverge
pas vers y.

Dans la pratique, le 
hoix de λ n'est pas immédiat. Il suppose en parti
ulier que nous


onnaissions la pré
ision des mesures ‖ǫ‖.

6 Appro
he probabiliste.

Dans 
ette appro
he, les termes y, z et ǫ sont probabilisés, 
e que l'on note par l'usage

de lettres majus
ules:

y −→ Y

z −→ Z

ǫ −→ ε

Cette probabilisation doit être 
ompatible ave
 l'équation fon
tionnelle Z = T (Y ) + ε,

e qui suppose le plus souvent que T soit linéaire.

Lorsque y et z sont des variables régionalisées modélisées par des fon
tions aléatoires

stationnaires, l'estimateur de Y par 
okrigeage simple est dé�ni à partir des moments

d'ordre deux:

mY = E[Y ]

ΣY = E[(Y −mY ) (Y −mY )t]

par Y ∗ = mY + Λt(Z −mZ), pour des pondérateurs donnés par Λ = Σ−1
Z ΣZY .

7 Exemple illustratif

Un exemple simple de problème illustrant les méthodes pré
édentes est 
elui de l'interpolation

d'une fon
tion y 
onnue en un 
ertain nombre de points:

zi = y(xi) + εi i = 1...N

L'espa
e des états est alors 
onstitué d'un ensemble (hilbertien) de fon
tions, muni

d'une norme ‖y‖ su�sament forte pour que l'opération qui 
onsiste à prendre la valeur

numérique en un point puisse être réalisée 
ontinument (un tel espa
e est dit auto-

reproduisant). L'espa
e des observations, de dimension �nie, est un sous-espa
e de IRN
,

1

On suppose essentiellement Ω dé�nie sur un sous-ensemble dense de Y, auxquel la solution doit ap-

partenir, 
ontinue, positive (∀y Ω(y) ≥ 0), les ensembles de niveau Yd = {y : Ω(y) ≤ d} devant être


ompa
ts.
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que nous munirons d'une norme quadratique ‖z‖2 = ZtAZ. La solution régularisée au

problème inverse est alors obtenue par la minimisation en y de:

∑

i,j

(y(xi) − zi)
t aij (y(xj) − zj) + λ Ω(y)

Si nous prenons pour fon
tionnelle lissante Ω(y) = ‖ΠN (y)‖2
, où ΠN représente la pro-

je
tion orthogonale sur un sous-espa
e de dimension �nie N , et si la matri
e A est la

matri
e identité, alors la solution régularisée est une spline de lissage, puisqu'elle est

obtenue par minimisation de:

∑

i

(y(xi) − zi)
2 + λ ‖ΠN (y)‖2

Le traitement de 
e problème par probabilisation 
onduit au krigeage ave
 terme

d'erreur. Il est 
onnu ([?℄ et [?℄) que 
es deux te
hniques sont formellement équiva-

lentes: à un espa
e auto-reproduisant dans lequel le problème de spline est posé, est

asso
ié une fon
tion aléatoire, dont la 
ovarian
e est le noyau reproduisant K(x, y) de

l'espa
e fon
tionnel. Le sous-espa
e N 
orrespond à l'espa
e des fon
tions de dérives de

la fon
tions aléatoire, et la valeur de la spline de lissage en un point donné est égale au

krigeage de la fon
tion aléatoire en 
e point.

8 Cas d'équivalen
e entre régularisation et 
okrigeage.

Cette équivalen
e persiste pour les problèmes inverses plus généraux ([?℄), pourvu que

l'opérateur T soit linéaire et 
ontinu, que l'espa
e fon
tionnel des états soit autorepro-

duisant, et que la fon
tionnelle lissante soit quadratique (elle est non négative dans le 
as

général). La véri�
ation de 
ette équivalen
e étant élémentaire dans le 
as d'espa
es de

dimension �nie, nous la donnons brièvement. Cette véri�
ation est faite pour un modèle

stationnaire, 
e qui 
orrespond à une fon
tionnelle lissante quadratique dé�nie positive.

La solution régularisée est obtenue par minimisation de (notation ve
torielle):

J(Y ) = (TY − Z)tA (TY − Z) + Y tB Y

Le gradient de 
ette quantité est:

▽J(Y ).δY = 2(TY − Z)tAT δY + 2Y tB δY

l'annulation pour tout a

roissement δY 
onduit don
 à:

(T tAT +B)Y ∗ = T tAZ

et don
 à l'estimation Y ∗ = (T tAT +B)−1 T tAZ.
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Dans le 
okrigeage, pour un terme d'erreur ε non 
orrélé à Y , les matri
es de varian
es-


ovarian
es s'obtiennent fa
ilement:

Z = TY + ε =⇒

{

ΣZY = T ΣY

ΣZ = T ΣY T
t + Σε

d'où les pondérateurs de 
okrigeage simple:

Λ =
(

T ΣY T
t + Σε

)−1
T ΣY

et l'estimateur de 
okrigeage simple:

Y ks = ΣY T
t (TΣY T

t + Σε)
−1 Z

L'équivalen
e est obtenue pour les matri
es A (norme du résidu) et B (fon
tionnelle

régularisante) suivantes:

A = Σ −1
ε

B = Σ −1
Y

En e�et, on véri�e fa
ilement l'identité matri
ielle:

(

T t Σ−1
ε T ,+ Σ−1

Y

)−1
T t Σ−1

ε = ΣY T
t (TΣY T

t + Σε)
−1

Cette identité est équivalente à:

T t Σ−1
ε (TΣY T

t + Σε) = (T tΣ−1
ε T + Σ−1

Y ) ΣY T
t

qui est trivialement satisfaite, de telle sorte que Y ks = Y ∗

omme annon
é. Sous 
e

angle, le point de vue du krigeage s'impose lorsque l'existen
e de données permet une

analyse stru
turale, et don
 une estimation des matri
es ΣZ et ΣZY . Cette analyse

stru
turale lève alors l'arbitraire qui préside en général au 
hoix de la norme du résidu,

de la fon
tionnelle lissante Ω, et résoud de manière naturelle le problème du 
hoix du

paramètre de régularisation.

9 Appli
ations hydrogéologiques

Commençons par rappeler une appli
ation géostatistique basée sur une linéarisation de

la transformation T .
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10 Linéarisation.

La référen
e que nous utilisons est la thèse d'Anne Dong [?℄, on se borne i
i à un rappel

très s
hématique de la partie 
on
ernant un problème inverse. L'équation 
onsidérée est


elle d'un é
oulement en régime permanent:

▽(k▽ h) = q

et on suppose que l'on dispose d'un 
ertain nombre de mesures de 
harge et de perméa-

bilité de manière à permettre une estimation par 
okrigeage de 
es deux variables.

Si nous disposons d'un 
ouple (k0, h0) satisfaisant à 
ette équation, (mais non 
om-

patible ave
 les mesures h(xi) et k(xj), bien sûr, ni même ave
 les 
onditions limites):

▽(k0 ▽ h0) = q

La probabilisation 
on
erne alors les perturbations de 
harge H1 et de perméabilitée K1:

K = k0 + K1

H = h0 + H1

Si l'on suppose 
es perturbation petites, de telle sorte que les termes produits soient

négligeables, elles satisfont alors à:

▽(K1 ▽ h0) = −▽ (k0 ▽H1)

Le problème à 
ette étape est de trouver un modèle probabiliste pour les perturbations

(K1,H1) 
ompatible ave
 
ette équation. Pour pouvoir utiliser la théorie des Fai-k au


ouple (H1,K1), il faut supposer que la linéarisation a été e�e
tuée au voisinage d'une

solution à permeabilité k0 
onstante. En l'absen
e de re
harge, on a un é
oulement

unidire
tionnel, par exemple de dire
tion x. Alors l'équation se simpli�e en:

△H1 = −C
∂

∂x
K1

Pour 
ette équation, un 
ertain nombre de modèles de référen
e ont été proposés dans

[?℄, qui permettent don
 un 
okrigeage.

Remarque 
on
ernant 
ette méthode:

• Soulignons en la simpli
ité, puisque l'équation est prise en 
ompte dans la modéli-

sation elle même, et les interpolateurs obtenus la respe
tent automatiquement:

△H∗
1 = −C

∂

∂x
K∗

1

et 
ela sans que l'utilisateur ait besoin de la résoudre expli
itement (la résolution

e�e
tive ayant été faite lors de la détermination des modèles).
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En e�et, pour une fon
tion aléatoire Z admettant par exemple une dérivée partielle

en moyenne quadratique en x, la 
onvergen
e suivante a lieu en tout point:

lim
dx→0

{

Z(x+ dx) − Z(x)

dx

}

=
∂

∂x
Z(x)

Le krigeage étant linéaire et 
ontinu

2

on en déduit:

lim
dx→0

{

Zk(x+ dx) − Zk(x)

dx

}

=

(

∂

∂x
Z(x)

)k

Le krigeage admet don
 une dérivée partielle selon x, et:

∂

∂x
(Zk(x)) =

(

∂

∂x
Z(x)

)k

Ainsi, pour une fon
tion di�érentiable, le krigeage 
ommutte ave
 la di�érentiation.

Il en résulte que les estimateurs H∗
1 et K∗

1 véri�ent bien l'équation de départ.

• Cette modélisation n'in
orpore par de 
ondition limite à distan
e �nie. Cela 
on-

stitue plut�t un avantage lorsqu'il n'existe pas de 
ondition limite naturelle, puisque

l'utilisateur est dispensé d'en �xer arbitrairement. Dans le 
as 
ontraire l'expérien
e

montre que 
elles-
i peuvent être introduites de manière satisfaisante 
omme points

de données supplémentaires.

Un in
onvénient 
ertain est le manque de liberté dans le 
hoix de la linéarisation. Très

souvent le point de linéarisation sera réaliste, mais 
ela n'a au
une raison d'être toujours

le 
as.

11 Méthode non linéaire.

Puisque pour un 
hamp de perméabilité donné, les 
onditions limites et la re
harge

étant toujours �xées, la 
harge est déterminée par résolution du système d'équations

dire
t, la distribution 
onditionnelle des observations (mesures de 
harges) ne dépend

plus que des erreurs de mesures. Notons φ l'opérateur non linéaire qui à un 
hamp de

perméabilité asso
ie la solution du problème dire
t (h = φ(k)), et τ l'opérateur asso
ié

aux fon
tionnelles de mesures (τ(h) est le ve
teur 
onstitué des observations en l'absen
e

d'erreurs de mesures). Ave
 
es notations, l'opérateur T des paragraphes pré
édents est

2

Cela est évidemment vrais pour le krigeage simple. Pour le krigeage universel l'argumentation est

un peu plus 
ompliquée: reprenant les notations de [?℄, on note S le sous-espa
e engendré par les

données, N l'espa
e des dérives. N⊥
est alors l'espa
e des 
ombinaisons linéraires autorisées, et

V0 = S ∩ N⊥
l'espa
e des 
ombinaisont linéaires autorisées formées sur les données. On note aussi

S′ = V0 ⊕ N , et on fait l'hypothèse habituelle que N ∩ S⊥ = {0}. Alors l'espa
e de travail admet la

dé
omposition en sous-espa
es fermés H = S⊕ (S′)⊥. Le krigeage universel d'un élément quel
onque

Z ∈ H est alors la proje
tion de Z sur S, parallèlement à (S′)⊥. Une telle proje
tion est 
ontinue.

Cela reste vrais pour un krigeage intrinsèque en 
onsidérant une représentation donnée.

10



T = τ ◦φ. Alors, si les erreurs sont normales, d'espéran
e nulle et de matri
e de varian
es-


ovarian
es Σε, la distribution 
onditionnelle des mesures de 
harge à perméabilité �xée,

qui est notée gK est donnée à une 
onstante près par:

gK(Z) ∝ exp

{

−
1

2
(Z − τ ◦ φ(K))t Σ−1

ε (Z − τ ◦ φ(K))

}

Pour aller plus loin il faut supposer que le 
hamp de perméabilité ne dépend que d'un

nombre �ni de paramètres que l'on note Θ:

K(x) = K(x,Θ)

et que 
es paramètres obéissent eux-mêmes à une distribution normale:

g(Θ) ∝ exp

{

−
1

2
(Θ −mΘ)t Σ−1

Θ (Θ −mΘ)

}

Par exemple Θ pourra être le logarithme de la perméabilité en un 
ertain nombre de

points prédé�nis, et l'interpolation pourra être de type éléments �nis, ou en
ore plus

simplement par polygones d'in�uen
e. Par la suite, on identi�e un peu abusivement K
et Θ pour limiter la multipli
ation des notations.

Dans 
es 
onditions, la loi 
onjointe de K et H est don
, toujours à une 
onstante

près:

g(Z,K) ∝ exp

{

−
1

2
(Z − T (K))t Σ−1

ε (Z − T (K))

}

× exp

{

−
1

2
(K −mK)t Σ−1

K (K −mK)

}

La loi 
onditionnelle intéressante dans 
e 
ontexte est la loi à Z �xé. Elle peut en prin
ipe

être obtenue par intégration:

gZ(K) =
g(Z,K)

∫

g(Z,K ′)dK ′

En pratique 
ette intégration est évidemment rendue hypothétique par la 
omplexité du

problème dire
t. Aussi, une estimation de K par espéran
e 
onditionnelle semble t'elle

hors de portée. Pour la même raison, une simulation 
onditionnelle par des te
hniques

de 
hamps markoviens est irréaliste.

Par 
ontre il est tout à fait envisageable de prendre pour estimateur de K le mode de

la distribution 
onditionnelle:

max
K

gZ(K)

En e�et, la loi marginale de Z ne dépendant pas de K, 
ela revient à maximiser g(Z,K)
par rapport à K, et don
 à minimiser:

(Z − T (K))t Σ−1
ε (Z − T (K)) + (K −mK)t Σ−1

K (K −mK)

11



Sous 
ette forme, on voit que l'estimateur du maximum à postériori, auquel 
onduit la

maximisation de gZ(K), est une méthode de régularisation de Tikhonov et Arsénine.

Notons aussi, dans le prolongement de la dis
ussion pré
édente, que si T = τ ◦ φ est

l'inéarisée, 
'est à dire si le développement:

T (u) = T (u0) + ▽T (u0).(u− u0) +
1

2
▽ .▽t [T (u0)](u − u0 , u− u0) + ..

est stopé à l'ordre un, l'estimation pré
édente est un 
okrigeage de K à partir de Z.

L'utilisation d'une méthode de type gradient ou gradient 
onjugué pour minimiser

la fon
tion obje
tif pré
édente, et don
 pour le 
al
ul e�e
tif de l'estimateur K∗
est

simpli�ée par la méthode 
lassique de l'état adjoint. Nous en donnons rapidement le

prin
ipe dans le paragraphe suivant.

12 Méthode de l'état adjoint.

Cette méthode est utilisée depuis longtemps par les automati
iens pour résoudre des

problèmes de 
ontr�le optimal. Les travaux de G. Chavent [?℄ sont à l'origine de son

appli
ation à l'hydrogéologie. Nous exposons de manière sommaire le prin
ipe de 
ette

méthode. Le but est don
 de 
al
uler le gradient d'une quantité:

J(k) = ‖τ ◦ φ(k) − z‖2

où la dé�nition expli
ite de φ fait intervenir un système d'équations aux dérivées par-

tielles. On suppose que 
e système, ave
 ses 
onditions aux limites et 
onditions initiales

peut être mis sous la forme:

h = φ(k) ⇐⇒ ψ(k, h) = F

où F désigne les données du problème (se
ond membre + valeurs limites). Dans 
ette

é
riture, les deux membres ψ et F appartiennent en fait au dual de l'espa
e V des

solutions, de telle sorte que 
e système est en
ore équivalent à:

∀v ∈ V < ψ(k, h) − F , v >V ′,V = 0

Dans 
es 
onditions, on introduit le lagrangien suivant:

L(k, h, v) = ‖τ(h) − z‖2 + < ψ(k, h) − F , v >

Sous hypothèse de di�érentiabilité, les valeurs k̂, ĥ, et v̂ qui rendent le lagrangien extrê-

mum satisfont aux trois 
onditions suivantes:

(∀ δk) (
∂

∂k
L)δk = < (

∂

∂k
ψ)δk , v > = 0

(∀ δh) (
∂

∂h
L)δh = 2 < τ(h) − z , τ ′.δh > + < (

∂

∂h
ψ)δh , v > = 0

(∀ δv) (
∂

∂v
L)δv = < ψ(k̂, ĥ) − F , δv > = 0

12



La troisième équation de 
e système n'exprime rien d'autre que le système d'équations

dire
t: ĥ = φ(k̂). La se
onde, qui peut être rée
rite:

∀δh <
∂

∂h
ψ ∗.v + 2τ ′∗(τ(h) − z) , δh > = 0

exprime que le multipli
ateur v est solution d'un système d'équations dans lequel le résidu

τ(h)− z intervient en se
ond membre, et en terme de 
onditions limites (la forme exa
te

dépend de la nature des mesures τ). Ce système, dit système adjoint, dé�nit v en tant

que fon
tion de k et h, don
 en tant que fon
tion de k seul, lorsque h = φ(k), 
e que l'on
note v = v(k).

En résumé, à l'optimum, ĥ = φ(k̂) et v̂ = v(k̂), et nous pouvons 
onsidérer une

minimisation le long d'un 
hemin parti
ulier où h et v sont fon
tions de k déterminées

par 
es systèmes. Alors:

L(k, φ(k), v(k)) = J(v)

puisque le terme du à la 
ontrainte est identiquement nul dans 
e 
as. En 
e qui 
on
erne

le gradient, on a:

▽J(k).δk =

(

∂

∂k
L

)

.δk +

(

∂

∂h
L

)

.
∂

∂k
φ.δk +

(

∂

∂v
L

)

.
∂

∂k
v.δk

Les deux derniers termes de 
ette somme étant nuls par 
onstru
tion de φ et de v(k), il
reste:

▽J(k).δk =

(

∂

∂k
L(k, φ(k), v(k))

)

.δk

Terme que nous avons évalué (première 
ondition d'optimalité):

▽J(k).δk = <

(

∂

∂k
ψ(k, φ(k))

)

.δk , v(k) >

Ainsi, en résolvant le système dire
t, puis le système adjoint, nous pouvons évaluer le

gradient de J . Des exemples permettant de 
lari�er 
ette présentation, nous en donnons

un 
i-dessous, et nous pré
iserons 
ela aussi dans le 
as de l'essais de puits.

13 Exemple: problème elliptique d'ordre deux.

Nous 
onsidérerons des 
onditions limites mêlées. Le formalisme utilisé est 
elui de la

théorie élémentaire des équations aux dérivées partielles (voir par exemple [?℄). On en

donne un résumé très su

in 
i-dessous:

Soit don
 Ω un ouvert borné de IR2
(ou aussi bien IR3

), de frontière C1
par mor
eaux.

on note Γ 
ette frontière, et on suppose que Γ0 est un sous ensemble de Γ, de mesure

(surfa
ique) stri
tement positive, et on note Γ1 son 
omplémentaire dans Γ. Les espa
es
de travail 
lassiquement utilisés sont les suivants:

H = IL2(Ω) = {u : ‖u‖2
2 =

∫

Ω
u2dx < ∞}

13



et on désigne par H1(Ω) le sous-espa
e de IL2(Ω) des fon
tions dont les dérivées d'ordre
un au sens des distributions sont dans IL2

. Muni de la norme de Sobolev ‖u‖2
1 = ‖u‖2

2 +
∑

i ‖∂iu‖
2
2, 
'est un espa
e de Hilbert. La valeur sur la frontière d'une telle fon
tion uΓ

peut être dé�nie, et elle dépend 
ontinûment de u. L'espa
e des solutions sera alors le

sous-espa
e suivant de H1(Ω):

V = {u ∈ H1(Ω) : u|Γ0
= 0}

H en tant qu'espa
e de Hilbert est identi�é à son dual, et la situation est alors la suivante:

V ⊂ H ⊂ V ′

Toutes les inje
tions étant 
ontinues, et les in
lusions denses. On dé�nit alors la forme

bilinéaire:

ak(u, v) =

∫

Ω

∑

|i,j|=1

kij(x) ∂iu∂jv dx

où les kij sont des fon
tions bornées sur Ω. (
ette forme fait intervenir uniquement des

dérivées d'ordre un de u et v). Elle est 
ontinue sur V × V . Pour u �xé, l'appli
ation:

v → ak(u, v)

est dans V ′
, et dé�nit don
 un élément de V ′

, noté ψ(k, u), qui véri�e:

< ψ(k, u) , v > = ak(u, v)

Soient alors

3 q ∈ H = IL2
et g ∈ H1/2(Γ1). q sera le se
ond membre du problème (terme

de re
harge), et g jouera le r�le d'un �ux à la frontière Γ1. Alors l'appli
ation:

v →

∫

Ω
q v dx +

∫

Γ1

g v ds

est linéaire 
ontinue sur V , et on la note F :

< F , v > =

∫

Ω
q v dx +

∫

Γ1

g v ds

Dans 
es 
onditions, le problème variationnel: trouver u ∈ V tel que ∀v ∈ V , on ait:

ak(u, v) =

∫

Ω
q v dx +

∫

Γ1

g v ds

s'é
rit tout aussi bien: ψ(k, u) = F .

Supposons ensuite que les 
oe�
ients kij véri�ent une inégalité du type:

∀ξ,
∑

ij

kij(x) ξiξj ≥ α ‖ξ‖2
p.p. dans Ω

3

L'espa
e H1/2(Γ) est le dual de l'espa
e des tra
es des fon
tions de H1(Ω) ("valeurs" sur Γ)
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pour un 
ertain α > 0. Alors l'inégalité de Poin
aré entraîne que ak(u, v) est V -elliptique
(
'est à dire ∀u ∈ V, on a ak(u, u) ≥ α‖u‖2

1). Dans 
es 
onditions, le lemme de Lax-

Milgram montre l'existen
e et uni
ité de la solution du problème variationnel ψ(k, u) =
F .

Il faut don
 se pla
er dans l'ensemble des 
oe�
ients tels que l'inégalité sur k soit

satisfaite.

13.1 Interprétation du problème dire
t

Disons quelques mots sur l'interprêtation du problème variationnel:

∀v ∈ V ak(u, v) =

∫

Ω
q v dx +

∫

Γ1

g v ds

L'espa
e des fon
tions tests (fon
tions indé�niment di�érentiables et à support 
ompa
t

dans Ω) est un sous espa
e de V : D(Ω) ⊂ V , et l'égalité pré
édente est vraie pour

v ∈ D(Ω). Pour un tel v:
∫

Γ1

g v ds = 0

et :

4

ak(u, v) =

∫

Ω

∑

kij(x) ∂iu∂jv dx = − <
∑

i,j

∂j(kij∂iu) , v >

(Le 
ro
het dans le terme de droite désigne la dualité entre D′(Ω) et D(Ω)). Ainsi, la

solution variationnelle véri�e l'équation aux dérivées partielles:

▽k▽ u = −q

au sens des distributions D′(Ω). On a désigné par k le transposé de k, soit expli
itement

kij = kji. Comme q ∈ IL2
, l'égalité pré
édente est en fait vraie pour presque tout x ∈ Ω.

En 
e qui 
on
erne les 
onditions limites, par substitution de l'expression de q ainsi

obtenue, on a:

∫

Ω

∑

kij ∂iu∂jv dx = −

∫

Ω
(▽k▽ u) v dx +

∫

Γ1

g v ds

On ne peut poursuivre l'interpretation qu'ave
 des hypothèses de régularité qui légitiment

l'emploi de la formule de Green suivante pour la solution u:
∫

Ω

∑

kij ∂iu∂jv dx = −

∫

Ω
(▽k▽ u) v dx +

∫

Γ

∂

∂νk
u v ds

dans laquelle

∂

∂νk
désigne la dérivée normale

∑

nikij∂j soit

∂

∂νk
u = ~n.[k.▽ u]. Comme

v = 0 sur Γ0, 
ela entraine:

∀v ∈ V

∫

Γ1

(
∂

∂νk
u− g) v ds = 0

4

On rappelle que la dérivée d'une distribution T de D′
est dé�nie par < T ′, v >= − < T, v′ >
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et nous trouvons don
 une 
ondition de �ux imposé sur Γ1. Cependant, sans hypothèse

de régularité (
on
ernant Γ et k, et don
 la solution h), la 
ondition de Neumann non

homogène sur Γ1 n'est que formelle.

13.2 Identi�
ation du problème adjoint.

Commen
ons par observer que la linéarité de ψ par rapport à h entraîne:

<

(

∂

∂h
ψ(k, h)

)

.δh , v > = < ψ(k, δh) , v > = ak(δh, v)

= ak(v, δh) = < ψ(k, v) , δh >

Pour poursuivre l'identi�
ation du problème adjoint, il faut expli
iter:

< τ ′∗(τ(h) − z) , δh >

Supposons par exemple les mesures en nombre �ni τ : V → IRp
, et notons τα(h) le

résultat d'une de 
es mesures. Il faut supposer τ 
ontinue, 
e qui, pour Ω ⊂ IR2
et

H1
0 (Ω) ⊂ V ⊂ H1(Ω) ex
lut les informations pon
tuelles

5

. Cependant, dans la pratique,

les informations sont toujours des régularisées, et don
 du type

∫

φαhdx, quantités qui
ne posent pas de problème. On pose don
:

τα(h) = < tα , h >

et on 
onsidère que la norme de mesure du résidu est quadratique, et dé�nie par une

matri
e M symétrique dé�nie positive:

‖τ(h) − z‖2 =
∑

α,β

(τα(h) − zα)Mα β (τβ(h) − zβ)

Le gradient de 
ette quantité est le ve
teur:

2
∑

α

(τα(h) − zα) Mα β τβ(δh)

D'où:

< τ ′∗(τ(h) − z) , δh > = < 2
∑

α,β

(τα(h) − zα) Mα β tβ , δh >

Le problème variationnel adjoint s'é
rit don
:

ψ(k, v) = 2
∑

α,β

(τα(h) − zα)Mα β tβ

Par exemple, si < tβ , v >=
∫

Ω φβv dx, 
ela donne:

∀w ∈ V

∫

Ω

∑

kji(x) ∂iv ∂jw dx = 2

∫

Ω

∑

(τα(h) − zα)Mα βφβw dx

5

On rappelle que l'appli
ation u → u(x) est 
ontinue sur Hm(Ω) pour Ω ⊂ IRn
si m > n/2, 
ondition

qui n'est don
 pas remplie i
i.
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Soit, ave
 les mêmes réserves que pour le problème dire
t en 
e qui 
on
erne l'interprêtation

de la 
ondition limite:























−
∑

∂j(kji ∂iv) = 2
∑

α

(τα(h) − zα)Mα βφβ (Ω)

v = 0 (Γ0)
∂

∂νk
v = 0 (Γ1)

13.3 Gradient

Ayant résolu le problème dire
t (détermination de h(k)) et le problème adjoint (de v(k)),
le 
al
ul expli
ite du gradient est immédiat:

▽J(k).δk = <

(

∂

∂k
ψ(k, h)

)

.δk , v > = < ψ(δk, h) , v > = aδk(h, v)

=

∫

Ω

∑

δkij ∂ih∂jv dx

14 Bilan de la méthode non-linéaire.

Cette méthode présente l'avantage de s'a

ommoder des équations du problème dire
t,

sans né
essiter de linéarisation de T (k). Cependant, elle soulève un 
ertain nombre de

questions:

• Elle suppose une dis
rétisation du 
hamp de perméabilité. Quelle est l'in�uen
e du


hoix de 
ette dis
rétisation ?

• Elle suppose la normalité à une anamorphose près des perméabilités. Quelle est

l'in�uen
e du 
hoix de l'anamorphose ?

• La distribution du 
hamp de perméabilité, après dis
rétisation et transformation nor-

malisante, est spé
i�ée par sa moyenne et sa matri
e de varian
es-
ovarian
es.

Quelle est l'in�uen
e de 
e 
hoix ?

• La méthode suppose unimodalité de la distribution à postériori (loi 
onditionnelle à

observations de 
harge �xées). Dans le 
as 
ontraire, le minimum atteint dépend

de la valeur initiale. Ce fait est-il observé pour des valeurs initiales raisonnables ?

• La méthode suppose aussi normalité des erreurs. La solution dépend-elle de manière

sensible du 
hoix de la matri
e Σǫ ?

• Est-il possible, en jouant sur les paramètres de la distribution de perméabilité à priori

d'imposer un 
onditionnement par des mesures de perméabilité ?

• Est-il possible, d'imposer des points des dis
ontinuités.
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En outre, 
ompte tenu de la lourdeur de la méthode de 
al
ul, il 
onvient de ne pas

ra�ner plus que né
essaire la dis
rétisation.

15 Essais de puits

Sera 
onsidéré dans 
e 
hapitre l'appli
ation de la méthode non-linéaire dé
rite dans le


hapitre pré
édent au problème 
omportant les simpli�
ations suivantes

• E
oulement radial (h = cte sur une verti
ale).

• Perméabilité 
onstante par 
ouronne r = cte, et isotrope plane, don
 k = k(r).

• Débit 
onnu et imposé au puits, sans e�et de 
apa
ité.

• Limite étan
he (�ux nul) en r = R.

• Fluide de 
ompressibilité β 
onstante.

• Ro
he de porosité ω 
onstante.

Nous détaillons le 
al
ul menant à l'établissement de l'équation de base traitée, pour

rendre les hypothèses plus apparentes.

16 Position du problème.

Dans 
es 
onditions, le �ux massique traversant un 
ylindre de rayon r, et de hauteur

dz, pour un �uide de masse volumique ρ, et une vitesse de �ltration radiale vr est:

�ux massique = 2πr vr ρ dz

Pour une 
ouronne d'épaisseur dr, 
e �ux est don
:

�ux massique =
∂

∂r
(2πr vr ρ) dz dr

Pour un é
oulement suivant la loi de Dar
y, la vitesse de �ltration radiale est:

vr =
kρg

µ

∂h

∂r

ave
 une 
harge dé�nie, dans le 
as 
ompressible qui nous o

upe par:

h = z +

∫ p

p0

dp

ρg
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et don
:

∂h

∂r
=

1

ρg

∂p

∂r

D'où la vitesse de �ltration:

vr =
k

µ

∂p

∂r

�nalement, le �ux massique est:

dφ = 2π
∂

∂r

[

kρr

µ

∂p

∂r

]

dz dr

D'autre part, la variation de masse dans 
e même volume, pendant l'intervalle de temps

dt est, si ω désigne la porosité:

dM = dV ω
∂ρ

∂t
dt

pour un volume dV = 2πr dr dz. En utilisant l'équation de 
ompressibilité:

ρ = ρ0 e
β(p−p0) =⇒

1

ρ

∂ρ

∂t
= β

∂p

∂t

on trouve �nalement:

dM = 2πr ωρβ
∂p

∂t
dt dz dr

La 
onservation de la masse dans la 
ouronne, 
'est à dire dM = dφ dt donne alors:

1

r

∂

∂r

[

kρr

µ

∂p

∂r

]

= ωβρ
∂p

∂t

Cette équation est non linéaire en pression, puisque la masse volumique ρ est une fon
tion
de la pression. L'hypothèse 
lassiquement faite

6

pour la linéariser 
onsiste à supposer le


arré du gradient de pression négligeable:

[

∂p

∂r

]2

≈ 0

par rapport aux autres termes dans l'équation. Alors:

1

r

∂

∂r

[

kρr

µ

∂p

∂r

]

=
k

µ

∂ρ

∂r

∂p

∂r
+ ρ

1

r

∂

∂r

[

k r

µ

∂p

∂r

]

Ave
 la loi de 
ompressibilité:

∂ρ

∂r
= ρβ

∂p

∂r
le premier terme est don
:

kρβ

µ

(

∂p

∂r

)2

et est négligé, de telle sorte que ρ disparait. Il reste don
 l'équation linéarisée:

1

r

∂

∂r

[

kr

µ

∂p

∂r

]

= ωβ
∂p

∂t

6

Voir par exemple [?℄. Il est néanmoins permis de s'interroger sur sa validité au voisinage du puits.
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16.1 Conditions limites.

On 
onsidérera deux type:

1. Frontière étan
he en r = R, et don
 vr(R) = 0, soit
(

∂

∂r
p

)

R
= 0

2. Débit massique imposé au puits.

La deuxième 
ondition limite mérite une analyse détaillée. Si q(z) dz désigne le débit

de la tran
he de hauteur dz, le débit 
onnu est:

Qt =

∫ zsup

zinf

q(z) dz

ave
:

q(z) = 2πr0ρ
k

µ

[

∂p

∂r

]

r0

Pour résoudre, on utilise l'hypothèse d'é
oulement radial, et don
 h = cte sur une verti-

ale:

0 =
∂h

∂z
= 1 +

1

ρg

∂p

∂z

et don
 dp = −ρgdz. Ave
 l'équation d'état:

dp = −ρ0g e
β(p−p0) dz

En notant p0 et ρ0 la pression et masse volumique au toit, pour r = r0. Par intégration,
on en déduit:

e−β(p−p0) − 1 = βρ0g(z − z0)

D'où:

1

ρ
−

1

ρ0
= βg (z − z0)

La masse par unité de volume est don
 une fon
tion expli
ite de la 
ote z, que l'on note

ρ = ρ(z).

Ensuite:

∂p

∂r
= ρg

∂h

∂r
de telle sorte que:

Qt = 2πr0
k

µ

∂h

∂r
g

∫ z0

zinf

ρ(z)2 dz

Finalement, 
ette 
ondition aux limites se met bien sous la forme:

Qt = A

[

k r
∂h

∂r

]

r0

Pour un 
oe�
ient A:

A = 2π
k

µ
g

∫ z0

zinf

ρ(z)2 dz
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16.2 Bilan.

En 
hangeant un peu les notations, pour alléger les é
ritures

7

, nous sommes parvenus

au système suivant, exprimé en terme de pression:











































































1

r

∂

∂r

[

kr
∂p

∂r

]

=
∂p

∂t

Conditions limites:

k r
∂p

∂r
= Q(t) (r = r0)

∂p

∂r
= 0 (r = R)

Condition initiale:

p = pi t = 0

16.3 Solution exa
te d'un problème simpli�é.

Cette solution sera utile pour le 
ontr�le de la pré
ision de l'approximation par éléments

�nis. Elle suppose les 
onditions suivantes réalisées:

Perméabilibté k(x) = 
te

Pression initiale pi = 
te

Flux Q(t) = 
te

Rayon du puits r0 → 0
Frontière étan
he R → ∞

L'équation du système:

k

r

∂

∂r

(

r
∂

∂r
p

)

=
∂p

∂r

est transformée par le 
hangement de variables suivant (voir �gure ??):







s =
r2

t
ξ = 1

2r
2 + t2

Dans un tel système de 
ordonnées, la 
ondition initiale 
orrespond à s = ∞. Il est

fa
ile de trouver alors une solution qui ne dépend que de s:

p(s) − p(∞) = −
Qk

2

∫ +∞

kr2

4t

e−u

u
du =

1

2
kQ. Ei

(

−
kr2

4t

)

en utilisant la dé�nition de l'exponentielle intégrale:

Ei(x) = −

∫ ∞

−x

e−u

u
du

7

à savoir que nous notons maintenant k la quantité k/νωβ, (on suppose que la vis
osité ν, la porosité

ω et la 
ompressibilité β ne dépendent pas de r)
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17 Résolution appro
hée du problème dire
t.

La formulation variationnelle du problème sert de base à la résolution appro
hée par une

méthode d'éléments �nis. Dans 
e travail, la formulation suivante a été utilisée. On se

donne les espa
es V et H dé�nis de la manière suivante:

H = IL2(]r0, R[) Ave
 le produit s
alaire: (u, v)H =

∫ R

r0

u(r) v(r) r dr

V = {u ∈ H : u′ ∈ H} Ave
 le produit s
alaire: (u, v)V = (u, v)H + (u′, v′)H

puisque 0 < r0 et R < ∞, 
es normes ne 
hangent rien des propriétés topologiques

habituelles, mais sont imposées par la géométrie du problème (la pondération provenant

du volume d'une 
ouronne élémentaire).

L'espa
e des solutions sera l'espa
e des fon
tions dé�nies sur [0, T ], à valeurs dans V ,
dont la dérivée est à valeurs dans V ′

:

X =

{

u ∈ IL2[0, T ;V ] :
d

dt
u ∈ IL2[0, T ;V ′]

}


adre habituel pour la formulation variationnelle des problèmes paraboliques. On utilise

la forme bilinéaire suivante:

ak(u, v) =

∫ R

r0

k(r) u′(r) v′(r) r dr

qui est 
ontinue et 
oer
ive sur V × V . Alors la formulation variationnelle du problème


onsiste à trouver pt ∈ X tel que:

∀v ∈ V
d

dt
(pt, v)H + ak(pt, v) = −Q(t)v(r0)

Ce problème admet une solution unique dans X, d'après la théorie habituelle.

Pour l'interprêtation de la solution, on pro
ède 
omme dans l'exemple elliptique du


hapitre pré
édent. En prenant v ∈ D]r0, R[, on véri�e que:

∀t
∂

∂r

(

kr
∂

∂r
pt

)

= r
d

dt
(pt)

Pour les 
onditions limites, nous avons don
:

ak(pt, v) +

∫ R

r0

r
∂

∂t
pt v dr = −Q(t)v(r0)

et don
:

ak(pt, v) +

∫ R

r0

∂

∂r

(

kr
∂

∂r
pt

)

vdr = −Q(t)v(r0)
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Mais, si pt possède la régularité justi�ant l'intégration par parties suivante:

∫ R

r0

∂

∂r

(

kr
∂

∂r
pt

)

vdr = −ak(pt, v) −

[

kvr
∂

∂r
pt

]R

r0

on retrouve bien la relation de �ux:

(

kr
∂

∂r
u

)

r0

= Q(t)

Cette formulation variationnelle est la base de la méthode numérique utilisée, que nous

dé
rivons en détails dans le paragraphe suivant:

17.1 Méthode d'éléments �nis utilisée.

On suppose qu'un espa
e de dimension �nie Vn a été 
hoisi pour approximer l'espa
e

V du paragraphe pré
édent. Soit wi; i = 1, ..., N une base de 
et espa
e. La solution

appro
hée sera 
her
hée sous la forme du développement:

p∗t =
∑

i

αi(t) wi

On note alors A et B les matri
es suivantes:

aij
k =

∫ R

r0

k(r)w′
i(r)w

′
j(r) r dr

bij =

∫ R

r0

wi(r)wj(r) r dr

Le problème variationnel restreint à Vn est don
:

∀j
∑

i

α′
i(t) b

ij + αi(t) a
ij
k = −Q(t)wj(0)

En pratique, nous nous sommes limités à une approximation de type P1, 
'est à dire par

des fon
tions polyn�miales de degré 1 par mor
eaux. Les noeuds de dis
rétisation:

r0 < r1 < ... < rN = R

sont don
 
hoisit, et wi est don
 la fon
tion linéaire par mor
eaux telle que wi(rj) = δij .
Ave
 un tel 
hoix, p∗t (ri) = αi(t). En parti
ulier, les 
onditions initiales déterminent:

αi(0) = pi(ri)
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17.2 Dis
rétisation du 
hamp de perméabilité.

La méthode d'inversion envisagée suppose une dis
rétisation du 
hamp de perméabil-

ité. Par sou
i de simpli
ité, nous avons pris le même espa
e de dis
rétisation Vn que

pré
édemment:

k(r) =
∑

α

kα wα(r)


e qui entraîne:

aij
k =

∑

α

kα aij
wα

Les termes bij et aij
wα

se 
al
ulent expli
itement. On trouve d'abord pour b:

bij = 0 si |i− j| > 1

b00 = 1
12 (r21 − 3r20 + 2r0r1)

bii = 1
12(ri+1 − ri−1)(ri+1 + ri−1 + 2ri) 0 < i < N

bNN = 1
12 (3r2n − r2N−1 − 2rNrN−1)

bi,i−1 = 1
12(r2i − r2i−1) i = 1, .., N

En�n, pour les 
oe�
ients a, on a d'abord:

aij
wα

= 0 si |i− j| ∨ |i− α| ∨ |j − α| > 1

dans les autres 
as:

aij
wα

= S1
2rα + rα−1

6(rα − rα−1)
+ S2

2rα + rα+1

6(rα+1 − rα)

ave
 des 
oe�
ients S1 et S2 donnés par le tableau:

i j S1 S2

α− 1 α− 1 1 0

α− 1 α -1 0

α− 1 α+ 1 0 0

α α 1 1

α α+ 1 0 -1

α+ 1 α+ 1 0 1

Ces formules permettent un 
al
ul très rapide des matri
es sans au
une intégration

numérique.

17.3 Résolution de l'équation di�érentielle.

La méthode des éléments �nis nous laisse don
 ave
 une équation di�érentielle ordinaire

à résoudre. Ce type d'équation présente une di�
ulté parti
ulière due au 
ontraste

de dynamique entre les modes propres extrêmes (equations "sti�"). Il en résulte une
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instabilité liée à la propagation des erreurs de 
al
ul au 
ours de l'intégration dans le

temps, qui fait que l'on re
ommande l'usage de méthodes in
onditionnellements stables

dans 
e 
ontexte. Une première tentative ave
 une méthode de Gear proposée dans la

librairie IMSL s'étant soldée par un é
he
, nous avons essayé le 
hangement de fon
tion

suivant:

pt = ut e
αt

La fon
tion ut satisfait alors à l'équation:

d

dt
(ut , v) + a′k(ut , v) = −Q(t)e−αtv(0)

pour la forme bilinéaire:

a′k(u, v) = ak(u, v) + α (u , v)H

L'avantage de 
e 
hangement de fon
tion est que les éléments propres du problème, 
'est

à dire les 
ouples (χ, λ) tels que:

∀v ak(χ , v) = λ(χ , v)

sont transformés en (χ, λ + α), 
e qui permet d'éliminer le problème lié à la valeur

propre nulle de ak, et don
 de rendre a
′
k V-elliptique et non plus seulement 
oer
ive. La

situation est alors améliorée par rapport au problème de stabilité mentionné, mais non


omplètement résolue.

En dé�nitive, les meilleurs résultats ont été obtenus par une méthode de dé
omposition

sur les modes propres. On note χn et λn les éléments propres du problème dis
rétisé par

éléments �nis:

∀i
∑

j

aij
k χj

n = λn

∑

j

bij χj
n

Ils véri�ent les relations d'orthogonalité:

∑

ij

bij χi
n χ

j
m = δnm

∑

ij

aij
k χi

n χ
j
m = δnm λn

On dé
ompose alors les fon
tions 
oe�
ients αi(t) sur les ve
teurs propres:

αi(t) =
∑

n

cn(t) χi
n

Ce qui donne le système di�érentiel:

∑

n,i

c
′

n(t)χi
n b

ij +
∑

n,i

cn(t)χi
n a

ij
k = −Q(t) δi0
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�le=�g3-4.ps,width=12
m,height=6
m

Figure 1: Comparaison de la solution exponentielle intégrale (traits pleins) ave
 la solu-

tion éléments �nis (traits tiretés) pour des temps en progression géométrique

t = 0.01, 0.1, .., 1000. La solution éléments �nis suppose un rayon de puits

de r = 0.3 mètres, et une frontière étan
he à r = 200 mètres. Les 
er
les

représentent les points de dis
rétisation.

�le=�g3-5.ps,width=12
m,height=6
m

Figure 2: Pour
entage des di�éren
es sur les pression données par la méthode des élé-

ments �nis, et par la solution exponentielle intégrale, dans les 
onditions de la

�gure pré
édente. L'é
art n'est sensible que sur la première 
ourbe t = 0.01
près de l'origine, et sur l'ensemble de la 
ourbe obtenue en t = 1000. Dans


e dernier 
as, l'e�et de la frontière (en r = 200 mètres) se fait sentir, et la

solution exponentielle intégrale n'est plus a

eptable.

En multipliant par χj
m, et en sommant sur j, les relations d'orthogonalité entrainent le

dé
ouplage des équations:

c
′

n(t) + cn(t) λn = −Q(t) χ0
n

D'où la forme expli
ite des 
oe�
ients:

cn(t) = cn(0) e−λn(t−t0) − χ0
n

∫ t

t0
Q(s)eλn(s−t)ds

Le 
oe�
ient cn(0) est déterminé par la dé
omposition de la 
ondition initiale:

cn(0) =
∑

ij

αi(0) b
ij χj

n

La qualité de l'approximation donnée par 
ette méthode a été 
ontr�lée en référren
e à

la solution exponentielle intégrale, pour un rayon r0 = 0.3, et R = 200, de telle sorte

que les 
onditions de validité de la solution analytique sont à peu près satisfaites. Pour

une dis
rétisation basée sur 50 noeuds, la 
omparaison graphique à divers stades de

l'évolution du système (�gure 1) montre que les deux solutions sont très 
omparables

(les 
ourbes sont pratiquement 
onfondues pour l'épaisseur de trait du graphique). Un


hi�rage plus pré
is de l'erreur est représenté en �gure 2. Ce 
hi�rage reste très indi
atif,

puisque le solution exponentielle intégrale n'est elle-même obtenue que moyennant des

approximations non véri�ées au voisinage du puits, et lorsque l'in�uen
e de la frontière

étan
he se fait sentir. On retiendra seulement la 
ohéren
e des résultats donnés par 
es

deux méthodes.

La supériorité de la méthode des modes propres sur la méthode de Gear pour 
e prob-

lème parti
ulier, tient sans doutes à la plus grande généralité de 
ette dernière méthode,

puisqu'elle s'applique à des problèmes di�érentiels P ′ = F (P, t) dans lesquels au
une

hypothèse de linéarité n'est faite sur F .
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18 Identi�
ation du système adjoint.

Le problème variationnel dire
t:







ak(pt, v) +
d

dt
(pt, v) = −Q(t)vr0

p(t = 0) = pi

doit être mis sous la forme: ψ(k, p) = F . On introduit l'opérateur Ak : V → V ′
linéaire

et 
ontinu, dé�ni par:

ak(p, v) = < Akp , v >

Alors, le problème se ré
rit:







Akpt +
d

dt
pt = −Q(t)Lr0

p(t = 0) = pi

(Lr0
étant la fon
tionnelle d'évaluation en r0, 
ontinue par le théorème de tra
e). Ainsi,

pour l'espa
e fon
tionnel X = {p ∈ IL2[0, T ;V ] ; dp/dt ∈ IL2[0, t;V ′]}, en dé�nissant:

ψ(k, p) =

(

(Ak +
d

dt
)p , p(t = 0)

)

F = (−Q(t)Lr0
, pi)

le problème variationnel se met bien sous la forme ψ(k, p) = F . Par la suite, on utilisera

la forme suivante:

∀v ∈ X

∫ T

0
< Akp+

d

dt
p+Q(t)Lr0

, v > dt + < p(t0) − pi , v(t0) > = 0

18.1 Evaluation du terme < ∂
∂p
ψ(k, p) δp , v >

du fait de la linéarité de ψ par rapport à p, on a:

∂

∂p
ψ(k, p) δp =

(

(Ak +
d

dt
)δp , δp(t = 0)

)

et:

<
∂ψ

∂p
δp , v > =

∫ T

0
< (Ak +

d

dt
)δp , v > dt + < δp(t = 0) , v(t = 0) >

=

∫ T

0
ak(δp, v) −

∫ T

0
< δp,

d

dt
v > dt + [< δp, v >]T0 + < δp(t = 0) , v(t = 0) >

=

∫ T

0
< (Ak −

d

dt
)v , δp > dt + < vT , δpT >
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18.2 Pour des mesures en 
ontinu, et une erreur quadratique.

Pour un terme d'erreur du type:

‖τ(p) − z‖2 =

∫ T

0
(pr0

− z)2 dt

l'a

oissement est:

2

∫ T

0
(pr0

− z) < Lr0
, δpt > dt = 2

∫ T

0
< r(t)Lr0

, δpt > dt

ave
 r(t) = pr0
− z, résidu. Dans 
e 
as, le problème adjoint est donné par:















ak(vt, w) −
d

dt
(vt, w) = −2r(t)wr0

∀t ∈ [0, T ], ∀w ∈ V

vT = 0

qui est un problème à temps inversé

8

. Ce problème sera résolu par le solveur éléments

�nis dé
rit pré
édemment. Si v est appro
hé par la somme �nie:

vn =
∑

αi(t)wi

et αi(t) =
∑

β cβ(t)χi
β , on trouve pour les 
oe�
ients cβ:

cβ(t) = cβ(T ) eλβ(t−T ) + 2χ0
β

∫ t

T
r(s)eλβ(t−s) ds

Le gradient se 
al
ule alors:

▽J δk = <
∂ψ

∂k
δk , v >

Or ∂ψ/∂k.δk = Aδk pt, et:

▽J δk =

∫ T

0
< Aδk pt , vt > dt =

∫ T

0
aδk(pt, vt) dt

Ave
 les dé
ompositions pt =
∑

αi(t)wi et vt =
∑

βi(t)wi 
ela donne:

▽J δk =
∑

ij

aij
δk

∫ T

0
αi(t)βj(t) dt

Remarque: Le 
al
ul expli
ite de toutes 
es quantités fait intervenir des intégrations sur

[0, T ] que l'on devra e�e
tuer numériquement dans la plupart des 
as. Cela risque de


onstituer une 
ause d'impré
ision dans le 
al
ul du gradient, et don
 d'arret prématuré

d'une pro
édure itérative. Les mesures étant à temps dis
rets, il est possible d'éviter


ette sour
e d'erreur.

8

Condition initiale en t = T , é
oulement du temps dans le sens des t dé
roissants. Il ne s'agit pas

à proprement parler d'un problème rétrograde puisque ∂/∂t apparait ave
 un signe −. De 
e fait

la stabilité est la même que 
elle du problème dire
t. Le véritable problème rétrograde, à savoir la

détermination du passé sur la base du présent, est lui redoutablement instable
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18.3 Cas d'un 
ritère dis
ret.

Nous 
onsidérons i
i le 
as de mesures de pression à temps dis
ret, et d'une norme

quadratique:

∫ T

0
(p(r0, t) − z)2 dt est rempla
é par

∑

i,j

(pi
0 − zi) W ij (pj

0 − zj)

en notant pi
0 = p(r0, ti). Le gradient de 
ette quantité est:

Gj = 2
∑

i

(pi
0 − zi) W ij δpj

0

Cela 
onduit au problème variationnel:

ak(vt w) −
d

dt
(vt , w) = −2

∑

ij

riW
ijδtj (dt) w(r0)

Après une dé
omposition sur les modes propres, on trouve des 
oe�
ients cν(t):

cν(t) =
∑

i

∑

tj∈[t,T ]

2 χ0
ν ri W

ijeλν(t−tj )

et don
 pour valeur de l'état adjoint aux noeuds de la dis
rétisation spatiale:

vj(t) =
∑

ν

2χj
νχ

0
ν

∑

tk≥t

rlW
lkeλν(t−tk)

Dans 
e 
as, il est possible d'obtenir les valeurs exa
tes des termes:

Sij =

∫ T

0
pi(t) vj(t) dt

Par exemple, pour un débit 
onstant par mor
eaux:

Q(t) =
∑

i

qi 1t∈[ti,ti+1[

on trouve expli
itement:

pi(t) =
∑

cn(t) χi
n

ave
 pour n 6= 0:
cn(t) =

∑

i

1t∈[ti,ti+1[ (An
i e

−λn(t−ti) +Bn
i )

et des 
oe�
ients:

Bn
i = −χ0

n qi/λn

An
0 = cn(0) + χ0

nq0/λn

An
i = An

i−1 exp{λn(ti−1 − ti)} + (qi − qi−1)χ
0
n/λn
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et, pour n = 0 (valeur propre λ0 = 0):

C0(t) =
∑

i

1t∈[ti,ti+1[ (A0
i + B0

i t)

et:

B0
i = −qi χ

0
0

A0
i = c0(t) + χ0

0{q0t0 + (q1 − q0)t1 +

...+ (qi − qi−1)ti}

Ainsi, l'approximation par éléments �nis est 
onnue en tout t exa
tement. De la même

manière, l'état adjoint exa
t asso
ié au système des éléments �nis est donné expli
itement

(on 
onsidère le 
as d'une matri
e de poids W diagonale pour alléger les é
ritures et les


al
uls):

vi(t) =
∑

n

dn(t) χi
n

ave
:

dn(t) =
∑

i

1t∈[ti,ti+1[ D
n
i+1 e

λn(t−ti+1)

les 
oe�
ients D se 
al
ulant par:

Dn
N = 2χ0

n rN WN

Dn
i = Dn

i+1 e
λn(ti−ti+1) + 2χ0

n riW
i

Ensuite, en désignant par T i
nm les quantités:

T i
nm =

∫ ti+1

ti

cn(t) dm(t) dt

nous avons les expressions exa
tes suivantes:

n et m T i
nm

n = m = 0 D0
i+1(ti+1 − ti)

{

(B0
i /2) (ti+1 + ti) +A0

i

}

n = 0, m 6= 0 (Dm
i+1/λm)

{

A0
i (1 − eλm(ti+1−ti)) +

(B0
i /λm)

(

(λmti+1 − 1) − (λmti − 1)eλm(ti−ti+1)
)}

n 6= 0, m = 0 D0
i+1

{

(An
i /λn)(1 − eλn(ti−ti+1)) +Bn

i (ti+1 − ti)
}

n = m 6= 0 Dn
i+1

{

An
i (ti+1 − ti)e

λn(ti−ti+1) +

(Bn
i /λm)(1 − eλm(ti−ti+1))

}

0 6= n 6= m 6= 0 Dm
i+1

{

(An
i /(λm − λn)) (eλn(ti−ti+1) − eλm(ti−ti+1)) +

+(Bn
i /λm)(1 − eλm(ti−ti+1))

}
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Figure 3: Validation de la pro
édure de l'état adjoint. Les résultats du 
al
ul sont pra-

tiquement les mêmes que 
eux obtenus par le s
héma numérique.

Ensuite, on 
al
ule su

essivement:

Tnm =
∑

i

T i
nm

t(n, i) =
∑

m

Tnm χi
m

Sij =
∑

n

χi
n t(n, j)

pour obtenir en�n le gradient:

Gk =
∑

ij

aij
k Sij

Tous les 
al
uls 
i dessus sont exa
ts pour le problème di�érentiel obtenu après usage de

la méthode des éléments �nis, de telle sorte que l'on obtient rigoureusement, sans au
une

intégration numérique, le gradient de:

∑

i,j

(p∗0(i) − zi) W ij (p∗0(j) − zj)

Les seules erreurs proviennent du 
al
ul des ve
teurs propres, et bien sûr de la pre
ision

limitée de l'arithmétique. Cela est intéressant dans la mesure où l'expérien
e a montrée

que la méthode de minimisation par gradient 
onjugué pouvait s'arrêter prématurément

lorsque le gradient est 
al
ulé ave
 une pré
ision limitée.

A titre d'exemple, la �gure 3 superpose les gradients obtenus par la méthode de l'état

adjoint, et 
elui obtenu par un s
héma de di�érentiation numérique:

▽[J(k)].(i) ≈
1

di
(J(k + eidi) − J(k))

où ei est le i-ème ve
teur de la base 
anonique. Le pas de 
al
ul di a été 
hoisi arbitraire-

ment (di = 0.0001), mais il a été véri�é que le résultat était insensible par rapport à


e 
hoix, 
e qui 
on�rme la qualité de l'approximation numérique (valeurs pratiquement

in
hangées pour di = 0.1)

Contents

1 Introdu
tion. 1

2 Généralités 3

31



3 Problémes inverses généraux. 3

4 Un exemple en hydrogéologie 4

4.1 uni
ité. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4

4.2 Stabilité. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4

5 Methode de régularisation. 5

6 Appro
he probabiliste. 6

7 Exemple illustratif 6

8 Cas d'équivalen
e entre régularisation et 
okrigeage. 7

9 Appli
ations hydrogéologiques 8

10 Linéarisation. 9

11 Méthode non linéaire. 10

12 Méthode de l'état adjoint. 12

13 Exemple: problème elliptique d'ordre deux. 13

13.1 Interprétation du problème dire
t . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15

13.2 Identi�
ation du problème adjoint. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16

13.3 Gradient . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17

14 Bilan de la méthode non-linéaire. 17

15 Essais de puits 18

16 Position du problème. 18

16.1 Conditions limites. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 20

16.2 Bilan. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21

16.3 Solution exa
te d'un problème simpli�é. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21

17 Résolution appro
hée du problème dire
t. 22

17.1 Méthode d'éléments �nis utilisée. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 23

17.2 Dis
rétisation du 
hamp de perméabilité. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 24

17.3 Résolution de l'équation di�érentielle. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 24

18 Identi�
ation du système adjoint. 27

18.1 Evaluation du terme < ∂
∂pψ(k, p) δp , v > . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 27

18.2 Pour des mesures en 
ontinu, et une erreur quadratique. . . . . . . . . . . 28

18.3 Cas d'un 
ritère dis
ret. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 29

32


