COURS DE SELECTIVITE

par

Christian LANTUEJOUL

Cours C—-140

Janvier 1994

(2&me édition)

CENTRE DE GEOSTATISTIQUE
35, RUE SA!NT—HONORE, 77305 FONTAINEBLEAU {(France)

g

ECOLE DES MINES
DE PARIS



CENTRE DE GEOSTATISTIQUE,
Ecole Nationale Supérieure des Mines de Paris,
35 rue Saint—Honoré, 77305 FONTAINEBLEAL, France

Christian LANTUEJQUL. Cours de sélectivité. 2&me édition. Janvier 1994. 72 p.

C-140

© ENSMP 1504

Imprimé en France



Cours de Sélectivité

A Dorigine de ce cours de Sélectivité figurent deux problémes apparus dans
le contexte de la Géostatistique Miniére.

L’exploitation d’un gisement par exemple métallique se fait fréquemment par
blocs, le contenu de chaque bloc étant envoyé soit en laverie, soit au rebut
stérile. En fonction de la taille des blocs d’exploitation, la quantité de métal
récupérée n’est pas la méme. En effet, plus la taille des blocs augmente, plus
on a de chance d’envoyer en laverie des blocs riches contenant des parties
pauvres, ainsi que de mettre au stérile des blocs de faible teneur mais pouvant
néanmoins renfermer quelques parties fortement minéralisées. Aussi faut-il
s’attendre & récupérer de moins en moins de métal au fur et & mesure que la
taille des blocs augmente. Tel est 1’Effet de Support.

Le deuxiéme probléme considéré dans ce cours est 'Effet d’Information. La
décision d’erienter un bloc exploité vers la laverie ou bien vers le rebut stérile
est prise en fonction de la teneur estimée du bloc et non pas en fonction de sa
teneur vraie (qui est inconnue & cette étape de I'exploitation}. Il s’ensuit que
des blocs pauvres estimés riches sont envoyés en laverie, tandis que des blocs
riches estimés pauvres sont abandonnés au stérile, ce qui contribue encore 2
réduire la quantité de métal effectivernent récupérée.

L’objet de ce cours est de voir comment décrire et modéliser les Effets de
Support et d’Information. Les chapitres 6 et 7 y sont consacrés. Plutdt que de
travailler sur la quantité de métal récupéré, il est avantageux de s’intéresser &
la teneur en métal des blocs. A taille de blocs donnée, I’ensemble des teneurs
de blocs fournit un histogramme, et étudier I’Effet de Support consiste & voir
comment évolue cet histogramme en fonction de la taille des blocs. D’oit la
nécessité de disposer d’outils de comparaison d’histogrammes. Clest le rdle
imparti aux Courbes de Sélectivité qui sont introduites aux chapitres 4 et 5.
L’utilisation des courbes de sélectivité pour modéliser les effets de support et
d’information requiert une bonne connaissance de I’ Espérance Conditionnelle
ainsi que des Lois Multigaussiennes et de leur manipulation en termes de
Polynomes d’Hermite. Ces notions sont présentées en détail aux chapitres 2
et 3.

Ce cours de Sélectiviié est trés largement inspiré du cours de Probabilité dis-



pensé par G. Matheron au Cycle de Formation Spécialisée en Géostatistique
de 1980 a 1988. Par rapport & ce cours, signalons quelques modifications
de présentation. Les courbes de sélectivité sont introduites de facon plus
graphique. Les parties consacrées a l’espérance conditionnelle et aux lois
multigaussiennes ont été davantage étoffées.

Quelques exercices agrémentent ce cours. Certains en sont une application
immédiate, d’autres au contraire constituent de véritables compléments au
cours. Ces compléments ont été en grande majorité puisés dans un ensemble
de notes et de publications de G. Matheron, dont on trouvera la liste en
bibliographie.



Chapitre 1

Quelques rappels probabilistes

L’ocbjet de ce chapitre est de rappeler les notions de probabilité qui seront
constamment utilisées tout au long de ce cours. Quelques exercices sont
proposés pour permettre au lecteur d’apprécier son niveau d’assimilation de
ces notions.

1.1 Lois monovariables

Soit X une variable aléatoire. Pour caractériser la loi de X, il est commode
d’introduire la Fonction de Répartition

F(z)=P{X <z}
La connaissance de F' permet le calcul de la moyenne de X
-}-co
B{X}= [ wdF(z)
ol chaque valeur = prise par X est pondérée par sa fréquence d’apparition

dF(z). Plus généralement, on peut évaluer la moyenne de n’importe quelle
fonction ¢(X) de X par la formule

+co
B{g(0)} = [ 4(a) dF(2)



Lorsque ¢(z) = (z — E{X})*, on obtient la Variance de X qui s’écrit
+oo 2 ) ) 9
Var{x} = [ "(a - E{X}) dF(2) = B{X"} - [B{X]]

La racine carrée de la variance est appelée Ecart- Type.

Du point de vue pratique, deux cas sont essentiellement & considérer pour le
calcul de la moyenne de ¢(X)

o Silaloi de X est continue de densité f, c’est-ad-dire que
Fle)= [ j(u)du

la moyenne est 'intégrale
P60} = [ 4(e) f(a) da

e Silaloi de X est discréte, c’est-a-dire que X prend les valeurs 2y, 2o, ...
avec les probabilités p;, ps, ..., la moyenne est la somme discréte

E{¢(X)} = >_ 6(2n) pn

n>1

1.2 Lois bivariables

Soit maintenant (X,Y’) un couple de variables aléatoires. La fonction de
répartition du couple est

F(:an):P{X<$>Y<y}

En prenant « ou y infini, on retrouve les fonctions de répartition de X et de
Y
F(z,+00) = Fx(z) F(+c0,y)= Fy(y)

La loi dF(xz,y) de (X,Y) peut s’écrire comme le produit d’une Loi Condi-
tionnelle et d’une loi marginale

dF(z,y) = dF(z|y)dFy(y) = dF(y|z)dFx(x)
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Les deux variables X et Y sont dites indépendantes si la connaissance d’une
information sur I'une d’entre elles n’implique rien sur ’autre. Dans ce cas,
les lois conditionnelles coincident avec les lois marginales

dF(z |y) = dFx(z) dF(y|z)=dFy(y)
de sorte que la fonction de répartition du couple (X,Y) se factorise

F(z,y) = Ix(z) Fy (y)

Entre les deux variables X et Y, on peut définir la Covariance
Cov{X,Y} = E{[X — E{X}][Y — E{Y}]} = B{XY)} — E{X} E{Y}
ainsi que le Coefficient de Corrélation

B Cov{X,Y}
XY T War(X) yVarlY)

qui est une quantité comprise entre —1 et 1. Dans le cas ol la covariance
entre X et Y est nulle, on dit que les deux variables sont non corrélées. Deux
variables non corrélées ne sont pas nécessairement indépendantes. Elles le
seront seulement s’il y a absence de corrélation entre toute fonction de 'une
et toute fonction de Iautre.

1.3 Fonctions caractéristiques

La Fonction Caractéristique d’une variable aléatoire X est la transformée de
Fourier de sa loi

O(u) = /::0 etuz dF(z) = E{eiU’X}

Deux raisons au moins justifient 1'utilisation des fonctions caractéristiques.
Tout d’abord, compte tenu de ce qu’il y correspondance bijective entre une
loi et sa transformée de Fourier, il est parfois bien avantageux d’identifier
une loi a ’aide de sa fonction caractéristique. Ensuite et dans certaing cas, le
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passage aux fonctions caractéristiques simplifie largement les calculs. Pour
ne citer que deux exemples, mentionnons que la somme de deux variables
aléatoires indépendantes a pour fonction caractéristique le produit des fone-
tions caractéristiques de chaque variable. Pour déterminer la moyenne et la
variance d’une variable, il est commode de considérer le développement a
Iorigine de sa fonction caractéristique qui s’écrit

O(u) =1+ iuE{X} — “;.E{X?} + o(us?)

Exercices

1) Soit X une variable aléatoire positive de fonction de répartition F (i.e. F(2) =0
pour z < 0). Montrer que la moyenne de X peut s’écrire

E{X}= /ﬂ Yl - Flo)] da

Que se passe-t-il lorsque cette intégrale est infinie?

2) On considére une variable aléatoire X qui suit une loi de Poisson de paramétre

A

B A
P{X=n}=e p n=20,1,2,..
a) Quelles sont la moyenne et la variance de X?
b) Donner Pexpression de la fonction caractéristique de X.

¢} Si Y est une autre variable de Poisson de paramétre p et indépendante de X,
quelle est la loi de X + V7

d) Quelle est la loi de X conditionnellement au fait que X +V = n?

3) Donner un exemple de deux variables aléatoires X et ¥ non corrélées et non
indépendantes.

4) Soit X une variable aléatoire positive de loi F. Tl sera commode d’interpréter
X comme la durée de vie d’une machine. A chaque instant £, on s’intéresse i la
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loi de la durée de vie résiduelle
|- F(a)=P{X-t20|X >0}

Donner Pexpression de F; en fonction de F. Pour quelles lois F' a-t-on non vieil-
lissement (i.e. la durée de vie résiduelle a la méme loi que la durée de vie a priori)?

5) Soit X une variable aléatoire positive de densité exponentielle
f@)=ae™ ™ (a>0)

On demande d’évaluer la moyenne et la variance de X, d’une part par un calcul
direct, en passant par la fonction caractéristique d’aitre part.



Chapitre 2

L’espérance conditionnelle

Soient X et Y deux variables aléatoires. On cherche & "approcher” X par une
fonction de Y. Bien entendu, plusieurs critéres d’approximation peuvent étre
envisagés. Dans le cas ot X et ¥ admettent une moyenne et une variance
finie, il est commode de retenir comme critére I’écart quadratique moyen.
Le probleme se ramene alors a trouver une fonction ¢ telle que la quantité
E{[X - QS(Y)F} soit minimale. Nous verrons qu’une telle fonction existe
et qu’elle est unique (& une réserve prés). On lui donne le nom d’Espérance
Conditionnelle ou de Régression. Dans une deuxiéme partie, nous étudierons
les propriétés de lespérance conditionnelle. Pour clore ce chapitre, nous
présenterons une généralisation qui est "approximation de X par une fonction

de n variables Y7, ..., Y.

2.1 Existence et unicité de ’espérance condi-
tionnelle

Supposons que la quantité E{[X - qB(Y)]z} soit minimale. Cela veut dire
que pour toute variable 4(Y") de variance finie, on a

E{[X - ¢(V)I’} < B{[X — p(¥)]*}



Prenons ¢ = ¢ + ¢h ainsi que ¢ = ¢ — €h, ol € est un nombre positif quel-
conque. En développant ’inégalité précédente, on obtient respectivement:

E{[X - ¢(V)'} < B{[X — $(V)I'} — 2B{[X — $(V)]n(¥)} + € E{h*(¥)}
E{[X - $(V)*} < E{[X — ¢(¥)]*} +2eB{[X — ¢(V)]a(¥)} + €E{h*(¥)}
ce qui donne, aprés simplification:

0 < -2E{[x - qS(Y)]h_(Y)} +eE{r*(Y)}

0 < 2B{[X — (V)|W(Y)} + e£{h*(V)}

Faisons tendre maintenant tendre € vers 0 par valeurs positives. Il vient:
0 < —EB{[X - ¢(")]a(V)}
0= B{[X — ¢(V)]h(V)}

et par conséquent:

E{[X — ¢(")]A(¥)} =0

Inversement, supposons que l'on ait E'{[X — qS(Y)]h(Y)} = 0 pour toute
variable A(Y) de variance finie. Soit 1»(Y) une variable de variance finie.
Calculons E{[X — 'qb(Y)]'z} & partir de la décomposition ¢ = ¢ + (v — ¢):

E{[X — ()P} = B{[X = oY)} + 2B{[X — ¢(¥)][p(Y) - $(¥)]}
+ E{[p(Y) - $(V)]*}

Par hypothese, le terme médian du deuxiéme membre est nul. I1 reste:

E{[X — (W)} = B{[X - ¢} + E{[s(¥) - $(¥)I*}

et par conséquent:

B{[X —¢(V)P*} > E{[X — ¢(¥)}

Nous avons ainsi établi la propriété caractéristique suivante:
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La quantité E{[X - qﬁ(Y)]z} est minimale st ef seulement si pour toute
variable h(Y') de variance finie on a

E{[X ~ ¢(¥)]A(Y)} =0

oY encore

E{X h(Y)} = E{g(¥) h(¥)}

L’unicité découle simplement de cette propriété. Supposons que X ait un
écart quadratique moyen minimal avec deux variables ¢(Y) et 1 (Y") de vari-
ances finies. Appliquons la formule caractéristique en choisissant h(Y) =

P(Y) — ¢(Y):
B{IX = ()] [$(Y) - 4(¥)]} = 0

B{[X — (M) [p(¥) — ()]} =0
Par soustraction, il vient:
E{[p(¥) - ¢(¥)]*} =0
ce qui implique ¢(Y') = ¥(Y") presque stirement.
Pour établir ’existence d’une telle fonction ¢, nous allons en donner une

construction explicite dans un certain nombre de cas particuliers, puis nous
vérifierons que la fonction ainsi construite répond au critére de minimisation.

Désignons par dF(z,y) la loi du couple (X,Y). On sait que cette loi est le
produit de la loi conditionnelle de X & Y = y fixé et de la loi marginale de
Y

dF(z,y) = dF(z | y)dFy(y)

Distinguons deux cas:

¢ La variable Y admet une densité positive fy au voisinage du point .
Appliquons la formule caractéristique avec A(Y) = ly,:

B{¢(Y) 1y} = E{X ly<y)
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ce qui se récrit:

I ioqﬁ(v) dFy(v) = fm [:oxdF(:c | v) dFy (v)

Dérivons par rapport & y:

$w) )= [ wdF (e | 5) fely)

et apres division par fy(y), on obtient:

é(y)=/;+w$dF(w|y)

o o]

c’est-a-dire:

¢(y) = E{X |Y =y}

¢ La variable Y admet un atome en y. En d’autres termes, P{Y = y} #
0. Prenons 4(Y) = ly—,. Dans ce cas, la formule caractéristique s’écrit:

E{¢(Y) 1y} = B{X 1y, }
En termes de probabilité, cela donne:

B PO =y} = [ edF(z]y) PIY =)

et 'on obtient, aprés division par P{Y =y}

bw) = [ wdF(y)

Ainsi donc, dans les deux cas, on a

¢(y) = E{X | Y =y}

Montrons maintenant que la fonction ¢(y) = E{X | Y = y} vérifie la pro-
priété caractéristique. A cette fin, soit A(Y) une variable de variance finie.
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B{sny)} = [ ;w¢(y)h(y)dFy(y)
[ B 1Y = 9} hy) drv ()
= [ [ edp(e v ) ase )

_ /_:” /_;mxh(y)dF(m,y)
= E{Xh(¥)}

En conclusion

Théoréme 2.1 Si X et Y sont deuz variables aléatoires de variance finie,
il existe une fonction de Y notée E{X | Y} qui minimise l’écart quadratique
moyen avec X. Cette fonction est unique d@ une égalité presque sire preés.
Elle est caractérisée par le fait que pour toute variable h(Y) de variance finie,
on a

B{XhY)} = E{B{X | Y}h(Y)}

2.2 Propriétés de P’espérance conditionnelle

2.2.1 Linéarité

E{aX +dX'|Y} = aE{X|Y} + ' E{X'|Y} ps.

Soit en effet 2(Y) une variable de variance finie.

E{E{aX +dX'|Y}A(Y)} = B{(aX +dX)A(Y)}
= aE{Xh(Y)} +dB{X'h(Y)}
= eB{E{X|Y}N(Y)} + ¢ E{E{X'|Y}1(Y)}
= E{(aB{X|Y}+dE{X'|V})R(Y)}

D’ou le résultat, par unicité de ’espérance conditionnelle.
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2.2.2 Positivité
St X >0 ps., elors E{X|Y} >0 ps.

Supposons que I’événement * E{X| Y} < 0” soit non négligeable. Appliquons
la formule caractéristique avec

AY) = lpgx)vi<o

On obtient:
E{E{XIY}IE{X|Y}<O} = B{X1p(x|vy<o}

Par hypothese, le membre de droite est > 0. Par construction, le membre de
gauche est < 0. D’olt la contradiction.

2.2.3 Monotonie
SiX <X ps,alors E{X|Y}<E{X'"|Y} ps.
Ecrivons X' = (X’ — X)) + X. La linéarité implique
E{X'lY}=E{X" - X|Y}+ B{X|Y} ps.
Mais E{X' ~ X | Y} > 0 ps. puisque X' — X > 0 ps. (positivité), d’oil le
résultat.
2.2.4 Moyenne
BE{E{X |Y}} = B{X}

1l suffit d’appliquer la formule caractéristique en prenant A(Y) = 1.

2.2.5 Cas d’indépendance

St X etY sont indépendantes, alors E{X | Y} = E{X} ps.
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En effet, 'indépendance entre X et Y implique
E{Xh(Y)} = B{E{X}h(Y)}

pour toute variable 2(Y) de variance finie.

2.2.6 Formule d’invariance
E{Xu(Y)|Y}=w(Y)E{X |Y} ps.
Soit h(Y) une variable de variance finie.
E{E{Xu(Y) | Y}A(Y)} = B{X w(Y)h(Y)} = B{E{X | Y}u(Y)h(Y)}
et I’on applique Punicité. En particulier, on a

E{u(Y) | Y} = u(Y)

2.2.7 Formule des projections successives
E{X | Y | u(Y)} = E{X | u(Y)} ps.

Ici, la notation abrégée E{X | Y | w(Y)} est utilisée & la place de
E{E{X | Y} u(Y)} Soit A[u(Y')] une variable de variance finie. alors:

E{E{X|Y |u(¥)}hlu(¥)]} = B{E{X|Y}hu)}
= B{X hu(Y)]}
= EB{E{X| uw(Y)} h[u(Y)]}

et 'on applique 'unicité. La formule des projections successives est souvent
utilisée de la droite vers la gauche.

2.2.8 Inégalité de Jensen
St ¢ est une fonction conveze, alors ¢[E{X | Y}] < E{qS(X) ]Y} ps.
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Si ¢ est convexe, ¢ est I’enveloppe supérieure de ses droites d’appui:
() = sup(a;z + ;)
i€l

En vertu de la linéarité et de la monotonie de I'espérance conditionnelle, on
peut écrire:

GE{X | Y}+b=E{a;X + b | Y} < E{$(X) | Y} ps.

et I'inégalité est maintenue lorsque ’on passe 4 la borne supérieure sur I.

2.3 Conditionnement multivariable

Dans cette partie, on considére n + 1 variables aléatoires X et Y7, ..., Y, de
moyennes et de variances finies. On cherche & approcher X par une fonction
#(Y1,...,Yy) des n variables Y1, ..., Yy, de telle facon que Pécart quadratique
moyen E{[X — (Y1, ..., Yn)]z} soit minimal.

Tout comme dans le cas monovariable, il existe une fonction ¢ qui minimise
cet écart quadratique. Cette fonction est unique & une égalité presque sfire
pres. Elle est caractérisée par le fait que ’on a

B{[X = $(¥i, ., Y k(Y1 .. Y } = 0
pour toute variable A(Y71,...,¥,) de variance finie. Explicitement, on trouve

¢(y1; --'yn)' = E{X | 1/1 = U1, "':Yﬂ = yﬂ}

Toutes les propriétés de I’espérance conditionnelle monovariable se retrou-
vent dans le cas multivariable. Mentionnons tout particulidrement la formule
d’invariance

B{X u(Ysy, ', V) | Ya, o, Vo) = Yy, oo, V3) E{X | ¥i,..,Y,}
ainsi que la formule des projections successives

E{X | Y1, Yo | ¥iy, "'11/;?} - E{X l Y, '“’Y;?}
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pour toute sous-famille (4, ...,1,) de (1,...,n).

Exercices

1) Si le couple (X,Y) a pour densité

f(z,y) == exp{-3y —ze¥} (z,y>0)
que vaut E{X | Y}?
2) Quelles sont la moyenne et la variance de la somme d’un nombre aléatoire
N de variables X, X, ... équidistribuées? On supposera que toutes les variables

mises en jeu admettent moyenne et variance, et qu’elles sont de plus mutuellement
indépendantes.

3) Donner la valeur de E{[X - E{X| Y}]g}
4) Que vaut E{XIE{X | Y}}?

5) Montrer & Paide d’un contre-exemple que Pégalité £{X | Y} = E{X} n’impli-
que pas nécessairement 'indépendance entre X et Y.
6) Montrer que si la variable X est indépendante du wecteur (Y, Z), on a

E{e(2) | X,Y} = E{c(2) | Y}

pour toute variable ¢(Z). En est-il ainsi si X est seulement indépendante 3 la fois
de Y et de 27

(Conseil: il suffit d’appliquer la formule caractéristique aux fonctions du type

h(z,y) = a(z)b(y)).

7) On dira que les denx variables X et Z sont conditionnellement indépendantes
de Y si 'on a

E{a(X)e(2)| Y} = E{a(X) | Y} E{c(2) | Y}
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pour toutes les variables a(X) et ¢(Z). Montrer qu’il en est ainsi si et seulement
si
E{dZ)| X,Y} = E{e(2) | Y}

8) Soit X et Y deux variables aléatoires. On cherche la régression linéaire de ¥
selon X, c’est-a-dire Ia droite d’équation y = az--b qui minimise E{(Y —a X —b)?}.
Montrer qu’une telle droite a pour équation

Y—my & —MMy

Oy Tx

ce qui met en jeu la moyenne et ’écart-type de X et de Y, ainsi que le coefficient
de corrélation p entre ces deux variables.

9) Soit X,Y1,...,Y, n- 1 variables aléatoires de moyennes et de variances finies.
On cherche & approximer X non pas par une fonction de Y3,...,Y,, mais par une
combinaison linéaire X* = ¢ (Y1) + ... + ¢.(¥,) de fonctions de chaque ¥;, de telle
sorte que la quantité

E{(X - X*)}
soit minimale. Montrez que de telles fonctions ¢; existent et qu’elles sont uniques

(presque siirement) & une constante prés. Montrez que de plus ces fonctions sont
caractérisées par le fait que

E{X*|Y:} = E{X|Y;} i=1,...n

(Cette technique d’estimation est connue sous le nom de Krigeage Disjonctif ).
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Chapitre 3
Vecteurs aléatoires (Gaussiens

Ce chapitre a pour but de donner quelques propriétés des lois de Gauss
& n variables. On en profite pour introduire les polynémes d’Hermite qui
permettent une manipulation aisée des lois bigaussiennes.

3.1 Quelques résultats sur les lois multigaus-
siennes

On rappelle que la densité d'une loi de Gauss de moyenne m et de variance
o? est

| _lg—mp
Imo (%) = € 207
N 2r o
Sa transformée de Fourier vaut:
: u?o?
B(u) = ezum -

Plus généralement, posons la déhnition suivante:
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X1
Définition 3.1 On dit que le vecteur aléatoire X = : est multi-
Xn

gaussien st sa transformée de Fourier vaut:
1 tutm — 1u’:C'u
E{ et X } =e 2

Dans cette définition, » est un vecteur colonne de composantes uy, ..., u,, m
un vecteur colonne de composantes my, ..., m, et C désigne une matrice carrée
d’ordre n. La transposition d’un vecteur ou d’une matrice est figurée par
Pindice supérieur *. Ainsi, pour ce jeu de notations, on a !X = u Xy +---+
UnXyn. Par développement limité au voisinage de 'origine de la transformée
de Fourier, on peut voir que m est le vecteur moyenne de X et que ¢ est sa
matrice de covariance. Dans le cas n = 1, on retrouve le cas monovariable.
Sin = 2, on parlera de vecteur bigaussien.

Théoréme 3.1 Soit X un vecteur multigaussien d’ordre n, et soit A une
matrice (p,n). Alors AX est un vecteur multigaussien d’ordre p.

En d’autres termes, toute transformation linéaire préserve le caractére multi-
gaussien.

Démonstration: Si u désigne un vecteur d’ordre p
E{ez‘u*(AX)} _ E{ez'(u*A)X}
— E{e%(Atu)tX}
i(Afu)tm — é(Atu)tC’(A*u)
e

it Am — %utAC’ Aty

= €

On reconnait la transformée de Fourier d’un vecteur multigaussien de mo-
yvenne Am et de matrice de covariance AC A*. B

Théoréme 3.2 Soit X un vecteur multigaussien. $i Cov(Xy, X;) = 0 pour
v =2,..,n, alors la variable Xy est indépendante de (X,, ..., X,,).
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X1
Y
X2,y Xy D’aprés le théoréme précédent, Y est un vecteur multigaussien
dont la moyenne my est le vecteur colonne de composantes ma, ..., m,, et dont
la covariance est la matrice Cy de terme général (Cy);; = Cov{X;, X;} 2 <

Démonstration: Posons X = olt Y est le vecteur de composantes

.. 5 .
2,7 < n. Posons v = o | étant le vecteur colonne de composantes

U2, ..., Up, et calculons la tranformée de Fourier de X:

A amfiCon ) (00 )50 (T 8 ) ()

En développant, On arrive & la factorisation suivante:

1 1
B - —_ZC 2 - & o tcf
E{ezutX} - ezulml 5 11U eZU my 2’0 YU

Il s’agit du produit de la transformée de Fourier de X; et de celle de Y. Par
conséquent, la variable X; est indépendante de (Xo, ..., X,,). B

Théoréme 3.3 Soit (X1,...X,,) un vecteur multigaussien, et soit XX5 les-
timateur par krigeage simple de Xy d Uaide de X,,..., X,,. Alors

E{Xi | X, .., Xn} = XE® ps.

Démonstration: D’aprés le théoréme 3.1, le vecteur X; — X55 X, ... X,
est multigaussien. Par ailleurs, on a toujours

Vi=2,..,n Cou{X:~ XK X}=0

En effet, posant X5 —m; = i=a Aj(X; —my), la covariance entre X; — XK
et X; s’écrit Ci;— 377, A;Cji. D’apres les équations du krigeage simple, cette
covariance vaut 0.

En vertu du théoréme 3.2, il s’ensuit que la variable X, — XF5 est indépen-
dante de X, ..., X,,. Par conséquent, la covariance entre X; — XES et toute

fonction A(X,,..., X,) de variance finie est nulle. Cela s’écrit:

B{[X: = X{] h(Xs, .. X))} = 0
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ce qui signifie précisément que
E{X1| X2y, Xn} = XE% ps. m
Pour finir, il est parfois plus facile de travailler en termes de densité qu’a

I’aide de la transformée de Fourier. Cette densité n’existe que dauns le cas ol
la matrice de covariance est inversible:

Théoreme 3.4 Soit X un vecteur multigaussien d’ordre n. Si sa matrice
de covariance est inversible, ce vecteur admet la densité

o= L gl e
N (2#)“/2\/m

Ce résultat est admis.

3.2 Les polynomes d’Hermite

3.2.1 Définition et aspects fonctionnels

Partons de la loi de Gauss centrée réduite

L =
g(z) = —=e 2
On pose:
_ 9"()
n(z) =
9(z)
Aux premiers ordres, cela donne:
HQ(SE) = 1
H]_(m) = —Z

Hz(:l}') = .’762 -1
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Théoreme 3.5 H, est un polynéme de degré n vérifiant les relations de
récurrence

Hop(z)+ acHy(2) + nH, 1(z) =10
H,(z) = —n Hpy(2)
H, est appelé polynome d’Hermite de degré n.

Démonstration: Calculons les dérivées successives de la loi de Gauss:
9 (z)+zg(z) = 0

¢"(z) + zg'(z) + g(z) =0
9(z) + zg"(z) + 2¢'(x) =0

et plus généralement
90 (&) + 290 (z) + ng"D(a) = 0
La division par g(z) fournit une premieére relation de récurrence
Hyya (@) + 2 Ho(2) + nl,y(z) = 0
qui montre que H,, est un polyndme de degré n.
On a d’autre part:
Hup(2)g(z) = ¢™(2) = (9"())’
= (Hu(2)9(2)) = HL(2)g(2) — oHa()g(2)

ce qui fournit une seconde relation de récurrence

La comparaison entre ces deux relations de récurrence conduit immédiate-
ment a la formule cherchée. m
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Théoréme 3.6 Les polynomes d’Hermite sont orthogonauz pour la loi de

Gauss:
nt sin=p

/+°° H,(z) Hy(z) g(z)dz = { 0 sindp

Démonstration: Pour fixer les idées, supposons n < p et posons
4o
Lp= [ Hae) Hyl(2) g(z) do
Revenons a la définition des polynomes d’Hermite
+oo
Inp = / Ho(z) g®)(2) dz
et intégrons par partie. On obtient:
+oo
lp=— [ H(#)g"(2) dz
On applique maintenant la formule de récurrence
+oo 1
L, = n/ Hy1(2) " 2)de =n gy

En itérant la méme procedure n fois, on aboutit &

+oo
Inp = nlIopp = n! / Ho(z) g%~ (z) dz
Deux cas alors se présentent:
. +o0
e sin=p,alors [,, = n!/ g(z)dz = n!

e si n # p, alors I, = n! [g(p“”“l)(:c)rm

= n! [ pa(2)g(=)] T = 0

— 00

Soit A une valeur quelconque. Considérons le développement de Taylor de la
fonction g(z — A) au point z:

ate =3 =3 EF 5006 = 5 5L 1) ote
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Par ailleurs, on a aussi

gl — ) = e 2 =g(z)e 2

Par identification, on obtient:

)\2
_ +oo ( /\)n

M

n=>0

Ainsi, la fonction exponentielle peut se développer en polynomes d’Hermite.
Cela n’est au reste qu™un cas particulier du résultat général suivant:

Théoréme 3.7 Toute fonction ¢ qui est de carré intégrable pour g, ¢’est-&
dire telle que (2 ¢*(2) g(z)dz < +co peut étre développée en polynémes

d’Hermite
$le) = Z

n=0 T
Les coefficients ¢, sont donnés par la formule
+oo

P = ¢(z) Ho(z) (=) do

et de plus
+oo +oo ¢2
[ #@ge)ds =y 2
—o0 n=0 H

Plus généralement, si ¢ et 3 sont de carré intégrable pour ¢, alors

| @) () o(z) do = Z et

La décomposition de ¢ en polynémes d’Hermite est de démonstration déli-
cate. Nous 'admettrons. Les trois autres formules découlent directement
de I'orthogonalité des polyndmes d’Hermite. Leur établissement est laissé a
titre d’exercice.

Pour la suite, et conformément & I’habitude, nous noterons L2(IR, ¢) Pensem-
ble des fonctions de carré intégrable pour g.
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3.2.2 Quelques aspects probabilistes

Soit X umne variable aléatoire suivant une loi de Gauss centrée réduite. On
s'intéresse aux caractéristiques probabilistes des variables H,(X).

Partons de la formule d’orthogonalité des polynémes d’Hermite. En termes
probabilistes, elle s’écrit

nl sin=0p

BB ={ ' 4n5E
D’ot la moyenne de H,(X)

sin=0

B(H(X)) = BULGO 500} ={ § 5770

alnsi que sa variance

nl sin#0
sin=0

Varla, 00y ={ ¢

La covariance entre H,(X) et H,(X) vaut

Soit maintenant ¢ € L2(JR, g). Alors ¢ admet un développement en polynd-
mes d’Hermite
$(z) = Z

n*"O

La moyenne de ¢(X) s’obtient par linéarité

E{¢(X)} = Z T ELHL(X)} = do

. .
Quant a sa variance, elle vaut:

Var{g(X }—2¢"¢p0 W HL(X), (X)) = 3 2

,P”“U n=1
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Plus généralement, si ¢ et 3 sont dans L*(IR, g), alors

Cov{d(X),p(X)} = 3 2o f; Cov{H,(X), Hy(X)} = 21 Phasa:

np=0 "

Considérons maintenant un couple (X,Y") de variables centrées réduites bi-
gaussiennes de coefficient de corrélation p. Tout Dintérét des polynémes
d’Hermite apparait dans la propriété suivante:

Théoréme 3.8 La loi bigaussienne admet un dévcloppement en polynémes
d’Hermite de la forme:

ap(z,y) = Z'” Ho(2) Ha(y) 9(2) 9(v)

Démonstration: La transformée de Fourier de la loi bigaussienne

1
+ v* + 2puv
Go(u,v) =e Q(U v zow)

L4 . " ’ £ .
s’écrit apres développement en série

U 'U. Foo on
Go(wv) = 507 + )Z()%(w)”(iv)“

Or on a
u?

e 2 (tu)” = (—=1)" /::O etu Ho(z) g(z)d=

ce qui s’établit an moyen de n intégrations par partie, ou bien & partir du
développement en polynémes d’Hermite de Pexponentielle complexe. De
méme

,02

e 2 (iv)*=(-1)" L;m e"Y H,(y) gly) dy

et par conséquent

(u,v) /+°°/+°° '”“"y)E” Ha(y) 9(2) gly) dz dy
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ce qui est le résultat annoncé. W

Théoréme 3.9 Si (X,Y) suit une loi bigaussienne de coefficient de corré-
lation p, on a

E{H,(X)|Y}=p"H,(Y) n=0,1,..
Démonstration: En effet
+o0
B{HLX)|Y =y} = [ Hi(2)g,(a|y) do

oit g(z | y) dz désigne la loi de X 4 ¥ = y fixé. D’aprés le théoreme
précédent, cette loi peut étre développée en polyndémes d’Hermite
+oo pm
go(@ Ly) = 2. — Hu(2) Hn(y) 9(2)

m=0 1"
Ii suffit alors d’utiliser la propriété d’orthogonalité. m
Donnons ici deux conséquences importantes de ce résultat:
La premiére est que si ¢ € L*(IR,g)
PO 1Y) = 3 2 B, (X) V) = X & g 1)
On obtient donc une fonction de Y qui ne dépend que des coefficients ¢, et

du coeflicient de corrélation p. On la note traditionnellement o(Y).

Une deuxieme conséquence est que si ¢,% € L*(IR, g), alors

Cov{d(X),p(Y)} = Z¢”¢“ i
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Cela résulte de ce que

E{¢(X)p(Y)} = B{E{s(X)$(Y)|X}}
= E{$(X)E{p(Y) | X}}

= 52 p{o) mo}
oo
_ b,

N4
n=0 n'

Exercices

1) Donner I’expression de la densité d’un couple bigaussien (X, Y) centré normé,
de coefficient de corrélation p. Quelle est la densité de X 4 ¥ = y fixé?

2) On dira qu’une variable Z est lognormale si In(Z) suit une loi Gaussienne. Une
telle variable se met sous la forme

2

o

Z = mexp{crY g

oli Y est une variable Gaussienne centrée réduite, et ott m et o sont deux valeurs
positives. Quelles sont les moyennes et les variances de Z et de In(Z)?

3) Soit Z et Z’ deux variables lognormales de la forme
0‘2 7 ! Iyt 0-’2
szexp{aY-—E} Z'=m exp{aY ——5—}

On suppose que le couple (Y,Y’) est bigaussien de coefficient de corrélation 0.
Quelle est la covariance entre Z et Z'? Que vaut E{Z | Z'}7

4) Donner le développement en polynémes d’Hermite de

¢(y) == 1925';0

28



5) Soit ¢ € L*(IR, g). Montrer qu’il existe un et un seul polynéme P, de degré n
tel que
+oc a9
[ [sw) - )] sy

soit minimum. Donner la forme explicite de P,.

6) Soit X une variable Gaussienne centrée réduite. Montrer que si les 3 nombres
m,n et p sont les longueurs des cotés d’un triangle de périmétre 2s, on a

m! n! pl

E{Hm(X)Hﬂ(X)HP(X)} = (s.wm)! (S _n)! (s _p)!

et que dans le cas contraire, on a
E{Hn(X)H(X)Hy(X)} =0

(Conseil: on cherchera 3 développer exp{(/\ +u+ v)m} en polyndémes d’Hermite
de deux facons différentes).
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Chapitre 4

Les courbes de sélectivité

L’objet de ce chapitre est de proposer un certain nombre d’outils pour carac-
tériser des lois de probabilité et leur dispersion. Ces outils, 2 la fois simples
et commodes, sont particulicrement adaptés a 1’étude des effets de support
et d’information que nous aborderons aux prochains chapitres. Pour ne pas
brusquer les traditions, nous avons décidé de garder la terminologie de la
géostatistique miniére.

Dans ce chapitre, nous désignerons par Z une variable aléatoire positive, de
loi £, de moyenne m finie et de variance ¢2, finie ou non.

4.1 Tonnage et Quantité de Métal

Définition 4.1 On appelle Tonnage la fonction qui vaut
, +oo
T(z) = f dF(u)
pour chaque teneur de coupure z.

Le tonnage peut aussi étre écrit:
T(z)=P{Z>z}=1-F(2)

ou encere
T(z) = E{IZ > z}
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ce qui met en jeu la fonction indicatrice

1 J 1 siZ>z
Z >z 10 sinon

Le tonnage est une fonction décroissante entre les valeurs T(0) = 1 et
T(+00) = 0. Le tonnage caractérise la loi F.

1(z)
1

A

Figure 4.1 : Exemple d’une courbe de Tonnage. La loi de probabilité qui
conduit & une telle courbe est le mélange d’une densité exponentielle et d’une
masse de Dirac.

Définition 4.2 On appelle Quantité de Métal la fonction qui vaut

Q) = [ udF(w)

pour chaque teneur de coupure z.

La quantité de métal peut aussi s’écrire:

o=z, )
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Qz)

Figure 4.2 : Courbe de Quantité de Métal

11 s’agit la encore d’une fonction décroissante. Elle vaut m en 0 et s’annule
a Pinfini. Tout comme le tonnage, la quantité de métal caractérise la loi F.

Par intégration par parties, on a

Q=) = [ -uT u)] +/ T(u)du = 2T(z) —i—/ T'(u) du

1l
Tl 7
0 . /////////

Z

Figure 4.3 : Représentation graphique de Q(z) sur la courbe de tonnage
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Graphiquement, (J(z) est 'aire du domaine contenu dans le sous-graphe du
tonnage et constitué des points d’ordonnée inférieure a T'(z).

4.2 La fonction B(z)

Définition 4.3 On appelle B(z) la fonction qut vaut

B = [ Y ) du

pour chaque teneur de coupure z.

@)

Figure 4.4 : Définition graphique de B(z) a l'aide de la courbe de tonnage.

D’apres le paragraphe précédent, B(z) s’écrit aussi
B(z) = Q(z) ~ 2T(z)

Ainsi, B(z) est la différence entre la quantité de métal Q(z) et la quantité
minimale zT'(z) que l'on est siir de récupérer 4 la feneur de coupure z. En
Géostatistique miniére, la fonction B(z) est appelée Bénéfice Conventionnel.

D’autres expressions possibles pour B(z) sont:
+oo
B(z) = f (u—2)dF(w) = E{(Z =21, }
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0 m | z
Figure 4.5 : Forme de la courbe B(z). Le domaine hachuré a pour surface la

moitié de la variance.

La fonction z — (Z — 2)1 est décroissante et convexe. Le passage

Z >z
a Pespérance préserve ces propriétés et par conséquent la fonction B(z) est
décroissante et convexe . Elle prend la valeur m en 0 et s’annule & Vinfini.

De par sa définition, la fonction B(z) caractérise le tonnage et par suite Ja loi
"F'. De sorte que toutes les caractéristiques de la loi F peuvent étre retrouvées
sur B(z). Vérifions qu’il est ainsi pour la variance:

f;m B(z)dz = [J+WL+w(u — 2)dF(u)dz

On intervertit les intégrales

j{) " B(a)dz = /0 o j{, “(u— 2)dz dF(u)

ce qui donne

400 oo g2 1 ) )
L B@)&:L T dF(w) = 5 (m? + o*)
Ainsi, I’aire hachurée de la Figure 4.5 est égale 4 la moitié de la variance.

Autre exemple: la proportion ¢ de valeurs nulles de la loi F' s’obtient en
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étudiant la pente de B(z) au voisinage de Dorigine

limw = lim1 Oz T(u)du=T(0+) =1-gq

z2—0 z z—0 7z

4.3 La fonction Q(T)

Plutdt que de sélectionner les teneurs supérieures & la coupure z, il peut étre
commode de sélectionner celles qui assurent un tonnage 7.

T(2)
1

T/////// 27770

Figure 4.6 : Définition de Q(T")

Partons de l'expression de la quantité de métal établie plus haut

@(z) =2T(z) + j;+m T(u)du

Comme le tonnage est décroissant, on peut aussi écrire:

Q) = [ ) A T(2) du

ou T'(u) A T(z) désigne le minimum des deux valeurs T'(u) et T'(z). Plus
généralement, introduisons la définition suivante:
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Définition 4.4 On appelle Q(1') la fonction qui vaut

+oco
Q(T) :f T(w) A T du
9
pour toute valeur 0 < T < 1.

Dans le cas ou T = T(z), on retrouve la quantité de métal associée a la
teneur de coupure z.

Q(T') est une fonction croissante entre les valeurs Q(0) = 0 et Q(1) = m. Flle
est de plus concave. En effet, il en est ainsi de la fonction T' — T(u) AT,
et cette propriété subsiste par intégration sur w.

Q(T)

11}

0 1
Figure 4.7 : Forme de la courbe Q{T). Le domaine hachuré a pour surface

la moitié de la sélectivité de la loi.

Nous verrons dans le paragraphe consacré i la dualité que la fonction Q(T')
caractérise la loi F'. Par exemple, si F' admet une proportion de valeurs nulles
égale a g, alors Q(T)=msur {1 —¢,1]. Eneffet,siT’ > 1—¢,0ona

O(T) = j{:mT(u) AT du = fw:r(u)du: m

0
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Signalons toutefois que certaines caractéristiques de la loi ' ne se lisent pas
aussi facilement sur Q(1") (par exemple la variance de F).

4.4 La Sélectivité

Etant concave, la courbe Q(T") est située au dessus de la droite @ = mT.
Intéressons nous au domaine délimité par ces deux courbes.

/OI[Q(T)—mT] dTmf:/:mT(u) /\TdudT—%

On intervertit les intégrales, et compte tenu de

/01 T(u) ATdT = /OT(u) TdT + /Tl(u) T(u)dT = T(u) — T22(u).

et de oo
m = / T(u) du
0

on obtient:

[ [0@) —m7]ar = % [T o - Tw)

On remarque en passant que cette quantité est nulle si et seulement si la loi
est concentrée en un seul point.

Poursuivons le développement:

1 1 400 *
-t [10) [ ar
L (@) —m1]dr =5 [ T(w) [ ar(z) du
ce qui donne aprés permutation des intégrales

[le) ~mr]ar = 77 v duare) = LT B R

Remplagons maintenant B(z) par 1'une de ses expressions:

/01 [Q(T) — mT] dTl = %f;mf:w(u — 2)dF(u) dF(z)
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Comme u > z, on peut remplacer u — z par |u — z|, ce qui permet de faire
jouer un réle symétrique a u et z:

Al [Q(T) = mT]ar = i-f:mfm lu — 2| dF(u) dF(2)

et lon reconnait, & un facteur multiplicatif prés, la valeur moyenne de
|X — Y| lorsque les deux variables X et Y suivent la mémeloi F indépendam-
ment 'une de Pautre. On est ainsi conduit a poser la définition suivante:

Définition 4.5 On appelle Sélectivité de la loi F' la quantité
1
§=3 B{|x -vl}
ot X etY sont deuz variables indépendantes de méme loi F.

Une telle définition doit &tre rapprochée de la formule suivante qui donne la
variance de la loi F"

1 2
o’ :§E{(X—Y) }
Ainsi, tout comme la variance, la sélectivité mesure la dispersion de la loi.
Notons toutefois que la sélectivité présente un certain nombre d’avantages
sur la variance. Tout d’abord, la sélectivité existe dés que la moyenne existe
(S < m), ce qui n’est pas le cas de la variance. Par ailleurs, du point de
vue de linférence statistique, le calcul d’une sélectivité est nettement moins
sensible & 'influence des fortes valeurs. On peut montrer (cf. exercices) que

la sélectivité et la variance vérifient I'inégalité
SV3<o

Pégalité n’ayant lieu que pour une loi F' uniforme sur un intervalle.

Pour conclure ce paragraphe, nous rassemblons ci-dessous les quelques for-
mules obtenues de la sélectivité:

Théoreme 4.1 La sélectivité de la loi F' peut étre calculée & Paide de Uune
des formules suivantes:

S = 2f0+°° [Q(T) - mT] dr
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s= () [1 - T(w)]du

5= % ]O’Lw/:m lu — 2| dF(u) dF(2)

4.5 La Dualité entre B(z) et Q(T)

Soit 7' un tonnage, z une teneur de coupure choisie indépendamment, et T'(z)
le tonnage correspondant. On peut avoir T > T'(z) ou T < T'(z).

1 1
TR -
|
T - T]
; [
|
T(Z)p4
] z a z

Figure 4.8 : Mise en évidence des formules de dualité entre B(z) et Q(T).
Dans les deux cas, on constate que I'on a
QT) < B(z) + T
ou bien de facon équivalente
B(2) 2 Q(T)— =T

I’égalité est atteinte pour T' = T'(z) et plus généralement lorsque l'on a
T(z+) <T < T(z). Nous avons ainsi établi:
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Théoreme 4.2 Les fonctions B(z) et Q(T) sont lides par les deur formaules
de dualité

B(z) = s%p{Q(T) — 2T}

QT) = inf{B(z) + 2T}

Une conséquence immeédiate est que la fonction Q(1'), tout comme la fonction
B(z), caractérise la loi F.

Exercices

1) Quelles sont les courbes de sélectivité de la loi &, (loi associée A une variable
aléatoire constante égale & m)?

2) Méme question pour la loi de Bernoulli ¢ é; +p§,. Que vaut la sélectivité d’une
telle loi?

3) Quelle est la 16i qui vérifie

Q)
T

=g+ blnT
4) On suppose que la loi # admet une densité positive f.

a) Etablir directement les propriétés de monotonie et de convexité des fonctions

Q(T) et de B(z).

b} Quelle est I’équation de la tangente 3 la courbe @(T') passant par le point
(1(2), Q(=2))?

¢) En déduire une nouvelle interprétation des formules de dualité.

5) Soit Z une variable positive de loi F.

a) Montrer que la sélectivité de Z vant deux fois la covariance de Z et de son rang:

S=2Cow{Z, F(2)}
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b) En déduire, par application de l'inégalité de Cauchy- Schwarz, que 'on a
Pinégalité 5§ < ov/3. Pour quelles lois ’égalité est-elle réalisée?

6) Soit Z = ¢(Y) une variable positive qui est une fonction stricternent croissante
d’une variable Gaussienne Y.

a) Montrer que la sélectivité de Z peut s’écrire

+o0
= / 8 26() - g() dy

oiL g et (G désignent respectivement la densité et la fonction de répartition de la
loi de Gauss. (conseil: utiliser le résultat a) de 'exercice précédent).

b) Montrer que (¢ admet le développement en polynémes d’Hermite

26() -1 === 3 SRt )

¢) Notant ¢, les coefficients du développement en polynémes d’Hermite de ¢,
&tablir que la sélectivité de Z vaut

Z ( Lz P21

(2n + 1) n!
d} En déduire que la sélectivité de la loi lognormale
0.2
Z = mexp{crY - "ﬁm}
a pour valeur

S:m[QG(%)—I}

7) Soit Z une variable aléatoire positive, et soit ®(u) = F{e%?} sa transformée
de Fourier.

a) Partant de la formule

+oo 1
1A = g/ 1 —cos(uh) du
T Jo

12
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mentrer que la sélectivité de Z vant

so L [TImBr,

T u?

b) Appliquer cette formule pour évaluer la sélectivité de la loi de densité

f(z) = %e-“«/z; (5> 0)
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Chapitre 5

Comparaison de deux lois du
point de vue de la sélectivité

Soient Fy et Fy deux lois de probabilité. On désigne par Q:1(7) et @Q2(T) les
fonctions métal/tonnage, ainsi que par Bi(z) et By(z) les bénéfices conven-
tionnels qui leur sont associées.

5.1 Quelques critéres de comparaison

Lemme 5.1 h(T) < Qo(T) pour tout T si et seulement si By(z) < By(z)
pour toul z. :

Démonstration: En effet, supposons Q1(T) < Qo(T) pour tout T. Alors
Qu(T) — 2T < QoT) — 2T

Passons & la borne supérieure sur les 7. La formule de dualité qui permet de
passer du Métal/Tonnage au Bénéfice Conventionnel implique

Bi(z) = s%p{QI(T) — 2T} < SI%]_:){QQ(T) — 21’} = By(z)

En ce qui concerne Pimplication dans 1’autre sens, il suffit d’appliquer Pautre
formule de dualité.
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Définition 5.1 On dira que la loi Fy est moins sélective que la lot Iy si on
a

L s@aneE < [ s e)

pour toute fonction convere ¢.

Pour comprendre le sens d’une telle définition, particularisons le choix de la
fonction ¢:

e ¢(z) = z entraine m; < mgy

e ¢(z) = —z entraine —m; < —my. En combinant ces deux derniéres in-
égalités, il ressort que my; = my, c’est & dire que les deux lois admettent
la méme moyenne. Pour la suite, on notera m cette valeur commune.

e ¢(z) = 22 — m? entraine o < o2. Ainsi la loi Fy apparait-elle moins
dispersée que la loi Fj.

Mais bien d’autres inégalités sont possibles. Par exemple, on pourra prendre
#(z) = |z — m|* avec @ > 1. Tl en résulte une inégalité sur les moments
absolus d’ordre a.

Théoreme 5.1 Les trois propriétés suivantes sont équivalentes:
1. Fy est moins sélective que Fy.
2. Bi(z) € By(z) pour tout z et my = ma.
3. Q(T) < QAT) pour tout T et my = my.

Démonstration: Pour montrer que 1 = 2, il suffit d’appliquer la défini-
tion de la sélectivité en prenant ¢(u) = (u — z)1,>, comme fonction convexe.

Pour établir que 2 == 1, on se contentera de faire la démonstration dans

le cas olt ¢ est une fonction deux fois continfiment dérivable. Partons de la
formule de Taylor avec reste intégral

#(z) = 9(0) +24/(0) + [ (2 — w)¢"(u)du
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Par intégration par rapport & Fi, on obtient:
J oo +oo z "
[ 624aR ) = 0 +md @)+ [ [ (e — )¢ w)dudri (2)
ce qui donne, apres permutation des intégrales
400 400 +co
[ @R = 60) +ms @ + [ #'w) [ (2~ wdFi(z)du
0 Q @
c’est-a dire '
400 +o0
[ 0ERE) = 60) + md ) + [ ¢(w) B (w)du
De méme
+o0 +oo
L7 #(20aR(z) = 40) + mad(0) + [ #(w) Ba(ew)d

Utilisons alors le fait que my = m2 et que By (u) < By(u). Comme ¢"(u) > 0
puisque ¢ est convexe, I’inégalité

oo
$(2)dFy(2) < /O &(2)dFy(7)

s’en déduit immédiatement.

+c0

a

On a déja établi 2 <= 3 (cf. Lemme 5.1). ™

5.2 La relation de Cartier

Définition 5.2 Soit X et Y deuz variables aléatoires. On dit que X est en
relation de Cartier avec Y st E{X|Y} =Y

Théoreme 5.2 S5i X est en relation de Cartier avec Y, alors la loi de Y est
moins sélective que celle de X.

Démonstration: En effet, si ¢ désigne une fonction convexe, 'inégalité de
Jensen (cf. Chapitre 2) donne

SE{XY}] < E{a(X)|V}
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Appliquons maintenant la relation de Cartier. On obtient:

¢(Y) < E{$(X)|Y'}

puis passons 2 l'espérance

E{¢(Y)} < E{E{s(X)|V}} = E{$(X)}

ce qui dit exactement que la loi de Y est moins sélective que la loi de X. W

Cet énoncé n’aurait qu’une valeur d’exemple s’il n’était assorti de la récipro-
que que voici:

Théoreme 5.3 (Cartier) Sila loi Fy est moins sélective que la loi Fy, il
existe une lot bivariable F' de lois marginales Iy et Iy, et telle que sile couple

de variables aléatoires Xy, Xy suit la loi F, alors E{X,|X,} = X,.

Ce théoréme est admis. En conclusion de ce chapitre, on dispose de trois
criteres pour comparer deux lois du point de vue de la sélectivité:

e On peut appliquer la définition.

¢ On peut tester I'inégalité entre les courbes @Q(T"), ou bien de fagon
équivalente entre les courbes B(z).

¢ On peut exhiber une relation de Cartier entre les deux lois.
Ces trois critéres sont également utilisés. Nous en verrons des exemples d’ap-

plication lors de ’étude des effets de support et d’information.

Exercices
1)SiE{X|Y}=Y, que vaut Cov{X,Y}?

2) Soit ¥, X deux variables aléatoires positives indépendantes. On suppose
E{U} = 1. Montrer que XU est plus sélective que X.
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3) Montrer que la loi d'un estimateur sans biais conditionnel est moins sélective
que la loi a priori.

4) Montrer que la loi d’un estimateur par K.O. & coefficients positifs est moins
sélective que la loi a priori.

5) Soit Nx une variable de Poisson de paramétre aléatoire X. Montrer que la loi
de Nx est plus sélective gue celle de X.
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Chapitre 6

L’effet de support

Soit Z = (Z (z),z € IRd) une fonction aléatoire stationnaire de loi ponctuelle

F' et de fonction de covariance C. Ftant donné v C IR?, on cherche & prévoir

la loi F, de .
=-— | Z(z)d
Z(v) o] j; (z)dz

6.1 Quelques observations expérimentales

Commencons par une approche heuristique du probléeme a Paide de deux
exemples.

Pour le premier exemple, on considére un processus de Poisson de parame-

Figure 6.1 : Découpage de IR en segments exponentiels indépendants alter-
nativement mis a 1 et & 0
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Y

Figure 6.2 : Densité de Z(v) sur 0, 1] pour différentes tailles de v

tre 8 qui découpe IR en intervalles exponentiels indépendants de longueur
moyenne 87!, Les intervalles sont alternativement mis a 0 et 1.

Posons v = [0,4], ou b > 0. Z(v) prend des valeurs comprises entre 0 et
1. Z(v) vaut 0 ou 1 si v est totalement contenu dans I'un des intervalles
exponentiels, ce qui se produit avec la probabilité

P{Z(v) =0} = P{Z(v) =1} = %e_ﬂh

Sur ]0, 1{, on peut montrer que Z(v) admet une densité f, qui est représentée
Figure 6.2 pour différentes tailles de support. Pour v trés petit, cette densité
est pratiquement constante. Lorsque v croit, la densité s’incurve pour se

1

transformer en une courbe d’allure Gaussienne centrée en 5+
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Figure 6.3 : Observation d’un processus de diffusion exponentielle & 4 échelles
différentes.
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Le deuxiéme exemple considéré est un processus de diffusion exponentielle.
Il s’agit dun processus de Markov de moyenne 1 qui satisfait les conditions
infinitésimales suivantes:

i) Les valeurs prises par deux points voisins ne sont pas significativement
différentes:

P{ [ Z(x + dz) — Z(z)| > 6|Z(m) = z} = o(dz)

ii) En moyenne, tout se passe comme s’il existait une force d’attraction
vers la constante 1:

E{ Z(z + dz) — 4(2)| Z(z) = 2} = (1 — 2)dz + o{dz)

iit) Plus Z(z) est grand, plus grandes peuvent étre les fluctuations entre
les points z et x + dz:

Va'r'{ Z(z + dz) — Z(z) ‘ Z(z) = z} = 2z dz + o(dx)

La conséquence de iii) est que le processus peut prendre des valeurs trés
grandes. Notons toutefois que ces grandes valeurs sont isolées en raison de

ii).

La loi ponctuelle de Z est exponentielle. Au fur et & mesure que la taille du
support v augmente, la densité de Z(v) se symétrise pour tendre encore vers
une loi d’allure Gaussienne, centrée cette fois en 1.

De ces deux exemples se dégagent un certain nombre de constatations ex-
périmentales: tout d’abord, la loi F, devient de plus en plus reserrée autour
de sa moyenne lorsque la taille du support v augmente. Corrélativement,
on observe de moins en moins de valeurs extrémes. Aux trés grandes tailles
de support, on obtient des lois trés concentrées autour de la moyenne. La
loi devient symétrique et prend la forme d’une Gaussienne. Cela n’est pas
sans rappeler les deux résultats bien connus des probabilités que sont la Loi
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Figure 6.4 : Densité de Z{v) pour différentes tailles de v.

Forte des Grands Nombres ainsi que le Théoréme de la Limite Centrale. lls
s’énoncent usuellement de la fagon suivante: si (X,),n € IV est une suite de
variables aléatoires mutuellement indépendantes et de méme loi, de moyenne
m et de variance o2, alors la variable

Xt + X

7

converge presque surement vers m lorque n tend vers Uinfini. La loi de cette
méme variable, une feis centrée et normée

X1++Xn

1)

v

tend a devenir Gaussienne toujours lorsque n devient infini. Ces deux ré-
sultats ont une portée bien plus générale que les hypothéses peuvent laisser
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croire.

6.2 Que connait-on de Z(v)?

Revenons au probléeme de départ. On dispose d’un certain nombre de données
expérimentales ponctuelles, et ’on suppose que ces données sont suffisantes
pour que la loi ponctuelle F' de Z (et en particulier sa moyenne m, et sa
variance a?) ainsi que sa fonction de covariance C' puissent étre considérées
comme connues. (Jue connaissons-nous de Z{v)?

Tout d’aberd, les deux premiers moments de Z(v) sont accessibles. Il en est
ainsi de sa moyenne

E{I%l [ 2) da:} - ﬁfvE{Z(w)}dw —m

alnsi que de sa variance:

Var{l%l f Z(z) dw} - Cov{ﬁ [ Z(z)dz , % f Z(y) dy}

= ﬁj;}/ﬂ Cov{Z(z), Z(y)} dr dy

= TgﬁlﬁC(may)dmdy

Mais 1l ¥ a un peu plus. Si z désigne un point uniforme dans v, alors:

E{Z(2) | 2(v)} = I"?lfl [ E{2(2) 1 2(0)} da

= E{ﬁLZ(m) dz | Z(v)}
= B{Z(v) | Z(v)} = Z(v)

Il s’agit de la relation de Cartier, ce qui implique que la loi de Z(v) est moins
sélective que celle de Z(z). Or la loi de Z(z) n’est autre que F. En effet:

P{Z(z) < z} = ﬁ [ Pizz) <z} do = ﬁ [Py da=F2)
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Ainsi, la loi £, est moins sélective que F. Ce phénomeéne de reserrement
des lois en fonction de la taille de support a été clairement observé dans les
exemples introductifs.

Voila tout ce qui est connu de Z(v) & partir des données ponctuelles dispo-
nibles. On est par conséquent loin d’avoir déterminé la loi 7,. 11 demeure
une assez large indétermination.

Pour lever I'indétermination, il faut introduire une information supplémen-
taire. Cela va se faire au moyen d’'un Modéle de Changement de Support.
Recourir a un tel modele reviendra en gros a spécifier la loi bivariable entre
Z(z) et Z(v) en cohérence avec les données disponibles. Bien entendu, de
nombreux modéles peuvent étre envisagés. A chaque modéle sera attaché
une prédiction, et la qualité de la prédiction vaudra ce que vaut l’adéquation
du modéle a la réalité.

6.3 Trois modeéles de changement de support

Dans cette partie, nous allons passer en revue les trois modéles suivants: La
Correction Affine, le Modéle Mosaique, ainsi que le Modéle Gaussien Discret.
Nous donnerons les avantages et les inconvénients de chacun de ces modéles
afin de mieux pouvoir comparer leur efficacité.

6.3.1 La Correction Affine

Dans ce modéle, la forme des lois reste inchangée par changement de support.
Pour tenir compte de la préservation de la moyenne et de la réduction de
variance, on pose par hypothese:

Z(zg)—m L Z{v)—m

o Ty

I se trouve que la courbe métal/tonnage associée 3 Z{v)
+o0
Qu(T) = f T,(2) A Tdz
0
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Q(T) ------ '
QuM}---- A
mTL--/.

Y A,

0. 1 i

Figure 6.5 : Construction de la Correction Affine.

a une forme particulierement simple. Si ’on introduit y tel que

y—m Z—m

o Ty
alors T,(z) = T'(y) de sorte que
o, [+
Q(T) = — n(1-2) T(y) A Tdy
Ty

’ T A Tdy+ 22 [P0 A Td
= — ) (v) y+0/0 (y) y

a m(l—o,—‘:-

La deuxi¢me intégrale vaut Q(7"). Pour le calcul de la premiére, il suffit
de remarquer que T(y) = P{Z(z) > y} = 1 pour y < 0, et finalement on
obtient:

QuT) =mI(1-72) + 2 Q(T)

Ainsi, la courbe @,(7") obtenue est une moyenne pondérée entre la courbe
ponctuelle @(1") et la courbe mT qui correspond & un support infinj.
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Avantage:

Puisque Q(T) est concave, on a mT < @Q(T), et par suite
oy Oy

< 1—— 4+ — ) = QT

QuT) S QT (1—F + =2 ) = Q(T)

Il s’agit donc bien d’un modeéle cohérent de changement de support.

Inconvénients:
i) 8iT < 1, @.,(T) < m. La correction affine gomme tout effet 0.

ii) De par sa construction méme, la correction affine n’est pas compatible
avec le théoréme de la limite centrale aux grandes tailles de support.

6.3.2 Le changement de support Mosaique

La construction du modéle mosaique de changement de support repose sur
I'hypothése que le bénéfice conventionnel de Z(v) est une moyenne pondérée
horizontale entre deux autres courbes de bénéfice conventionnel, A savoir
celle associée a support ponctuel, et celle associée & un support infini. Plus
précisément, étant donné le parametre a, 0 < @ < 1, on pose (cf. Figure 6.6)

zy= (1 —a)z+ a[m - B(z)]

ainsi que

Bu(z) = B(2)

Par passage aux fonctions réciproques, on vérifie que B, est décroissante et
convexe. B, a donc bien le statut d’une courbe de bénéfice conventionnel.

Par ailleurs B,(0) = B(0) = m.

Pour avoir une interprétation physique du paramétre a, partons de 1’égalité
obtenue par le changement de variable z, — z:

/ T By(z) dzy = / B 1 —a+ar(z)] d
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B(z) = Bv(z‘)’

m-B@z m z, T2z
Figure 6.6 : Construction du Modele Mosaique

L'intégrale de gauche vaut (cf. Chapitre 4)
+oo 1
/ By(2) dzy = = (02 + m?)
0 2
De son coté, compte tenu de

m2

./0+OOB(z)T(z)dz:j£deBz?

Pintégrale de droite vaut

2

too m
_/O B(=) [l — o+ ol(z)]dz = (1 = @) 5 (0* +m?) + o'

o] =

Par conséquent
1 1 2
5@ +mY) = (1-a)z (" +m?) + a’

ce qui montre que « est la réduction de variance
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Pour évaluer la courbe @},(T) associée & Z(v), le plus simple est de recourir
a la formule de dualité

QuT) = ipflB.(=) + 1]

B(z,)+ 2.1 = B(z) + (1 — «)zT + a[m — B(z)] T

ce qui se récrit

By(2,) + 2,1 = (1 —af) [B(Z) t %

] + amT

Passons maintenant a la borne inférieure sur z,. Comme z et z, sont en
bijection croissante, on peut passer & la borne inférieure sur z au second
membre, et ’on trouve finalement

(1 —a)T

1 —af } +amT

Q) = (1-aT)Q|
Avantages:

i) Le modele mosaique est un modele ¢cohérent de changement de support.
En effet, écrivant m = (1), la concavité de 7, implique

1—a)l ,
(0 < Q|(1-am) U=20L 4 a1 = @)
1—0aoT
ii) Le modele mosaique peut prendre un effet 0. Si Q,(7'} = m, alors néces-
sairement ( Ve
l-«o
Q[ 1—-aT ] -
et donc a T
—a
AT N
1—al ™ 1—q

58



ou ¢ désigne la proportion de valeurs nulles de la loi ponctuelle. Cela donne:

T>=

et par conséquent

Inconvénient:

Le modele mosaique n’est pas compatible avec le théoréme de la limite cen-
trale aux grandes tailles de support.

6.3.3 Le Modéle Gaussien Discret

Soit z un point uniforme dans v. Si Z(z) admet une densité, alors il existe
une fonction bijective croissante ¢ ainsi qu’une variable aléatoire Gaussienne
centrée réduite Y telles que

Z(z) = ¢(¥)

¢ est appelée fonction d’anamorphose. Elle est donnée par la formule

$(y) = F'[G(y)]

De la méme facon, Si Z(v) admet une densité, il existe une fonction d’ana-
morphose ¢, et une variable Gaussienne centrée réduite Y, telles que

Z(v) = ¢u(Yo)

Supposons que ces conditions solent satisfaites. Le modeéle Gaussien Discret
repose sur ’hypothése que le couple (Y,Y,) suit une loi bigaussienne.

Pour assurer une compléte détermination de ce modeéle, il importe de savoir

évaluer la fonction d’anamorphose ¢, de Z(v), ainsi que le coefficient de
corrélation r entre Y et ¥,,.
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La relation de Cartier
E{Z(z) | Z(v)} = Z(v)

conduit &
E{$(Y)|Y,} = ¢u(V5)

ce qui permet d’exprimer ¢, a partir de ¢. Considérant le développement de
¢ en polynomes d’Hermite

400 ¢,ﬂ
LORDIERAC)

on trouve (cf. Chapitre 3)

La formule oo 4227
Var{Z(v)} = VG?‘{%(Y;)} =2 ié%}_
n=1 ‘

permet d’identifier r qui doit &tre positif (cf. exercices).

Pour évaluer la courbe métal/tonnage associée & Z(v), le plus simple sans

doute est d’écrire Q.(T") = Q.(2) avec T = T,(z). Alors:
Q(T) = E{Z(v) 12(v) > z}

o E{st(l/v) ly, > ¢ —T)}

= gy G0 ) dy

Avantages:

i) Le modeéle Gaussien discret est un modeéle cohérent de changement de
support. Sa construction repose en effet sur la relation de Cartier.
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ii) Le modele Gaussien discret est compatible avec le théoréme de la limite
centrale., Supposons en effet que les dimensions de v deviennent trés grandes.
Alors la variance de Z(v) tend vers 0, et par suite r tend également vers 0.
Développons ¢, au premier ordre en 7:

(’ﬁﬂ(y) = [¢v(y)] r=0 T l: or jlr:O N O(r)
Un simple calcul moutre que

[év(y)]mo -m

or

Par conséquent ¢,(y) devient une fonction affine en y lorsque r tend vers 0.
De cela découle que Z(v) devient Gaussienne.

[M] =y [T st

Inconvénient:

Le modéle Gaussien discret s’accommode mal d’un effet 0.

Exercices

1) Soit Z la fonction aléatoire définie sur IR par
Z(x) = cos(z + 2nl)
ot U est une variable uniforme sur (0,1). Pour tout % > 0, on pose
1 h
Zy =~ / Z(z)de
h Jo

Que vaut la variance de Z; en fonction de h?

2) Dans le modéle Gaussien discret, donner Pexpression de ¢, en fonction de .
En déduire que le coeficient r qui caractérise le changement de support est positif.
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3) Montrer que le modéle Gaussien discret assure la permanence de la loi lognor-
male.

4) Soit (T’) une courbe quantité de métal/tonnage associée & une loi I’ de moyenne
m. Etant donné 0 < o < 1, on construit la courbe Q,(T) comme moyenne
pondérée horizontale dans la proportion « entre la courbe Q(7") et la courbe mT:

QuT.)=Q(T) avec T,=(1~a)T+ a%

a) Montrer que la courbe Q,(T") a toutes les caractéristiques d’une courbe quantité
de métal/tonnage, et que le passage de Q(T') & @ (T') counstitue un modele cohérent
de changement de support. Sila loi F a une proportion ¢ de valeurs nulles, qu’en
est-il de la loi F, associée 4 Q.7

b) Quelle est la pente maximale que peut prendre la courbe Q,(T)? Quelle est la
conséquence qui en résulte pour la ol F,?

¢) En utilisant les formules de dualité, donner 1’expression du bénéfice convention-
nel attaché a F,.

d) Montrer que a n’est autre que la réduction de sélectivité entre les lois F et F,.
q q
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Chapitre 7
L’effet d’information

En de nombreux domaines, il arrive fréquemment qu’une décision doive étre
prise dans un contexte d’incertitude. Faute de pouvoir disposer de valeurs
exactes non observables, la décision s’appuie sur des valeurs incertaines ou
entachées d’erreur.

Tel est le cas par exemple dans 1'industrie miniére. La décision d’orienter le
contenu d’un bloc exploité vers la laverie ou bien vers le rebut stérile s’effectue
a partir de la teneur estimée du bloc et non pas & partir de sa teneur vraie.

L’objet de ce chapitre est d’étudier les conséquences résultant de ce contexte
d’incertitude. Compte tenu du fait que Veffet d’information peut surgir dans
les situations les plus disparates, une présentation générale n’est gueére envis-
ageable. Dans ce qui suit, nous nous bornerons i regarder en détail Pexemple
minier évoqué ci-dessus. Nous verrons que |’effet d’information se traduit en
pratique par une perte de sélectivité. Il agit donc exactement dans le méme
sens que ’effet de support. Un exemple numérique donné en exercice montre
I'importance relative de ces deux effets. Il apparait qu’aucun des deux ne
peut étre négligé.
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7.1 L’effet d’information

Replagons nous dans le contexte minier introduit ci-dessus. Si 'on décide
d’exploiter les blocs de teneur estimée supérieure a z, le tonnage dégagé est

7:(:) = B{1 ey 5 1)

Dans ces blocs estimés riches, la quantité de métal effectivernent récupérée a
pour valeur

Qu(z) = E{Z(U) 1Z”‘(u) > z}

Commencons par évaluer la courbe Q%(T) résultant d’une telle sélection. A
cette fin, il est commode d’introduire la régression entre la teneur vraie du
bloc et sa teneur estimée

h(z) = E{Z(v) | Z*(v) = 2}
Supposant cette fonction croissante, la quantité de métal se récrit
Qi) = F{E(2()1 400y 5, | 20}
= B{MZ 0] 1700 > 2}

B{h(Z*0)) 147+ ()) = 1)

De son coté, le tonnage vaut quant i lui

T;(2) = E{lh[z*(v)] > h(z)}

Ainsi, 3 condition de remplacer la teneur z par h(z), les courbes de ton-
nage et de quantité de méial obtenues sont identiques a celles de h[Z*(v)].
Cela suggere que Q5(T") n’est autre que la courbe métal/tonnage associé &
h[Z*(v)]. Il en est eflectivement ainsi, comme nous allons le voir maintenant.

Soient T'(z) et Q(z) les fonctions de récupération associées a h[Z*(v)]. Nous
venons d’établir

T3(2) = T{h(z)]
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Qs(z) = Q[A(2)]
Or nous savons que

+oo _
Q=) = [ T(w) A Th(2)]du
Par conséquent o
Qi(=) = [ Tw) A T3(2) du

Tout comme pour la définition des courbes métal/tonnage, cette fonction se
généralise en une fonction Q7 (7') définie pour tout tonnage T' par

Q*(T) = / T(u) A T du

+00
0

Ainsi donc B
@ (T) = Q(T)
ce qui est le résultat anoncé. Sous une forme imagée, on peut dire avec

G. Matheron ue "I’on exploite non pas des teneurs mais des espérances
q P ? P
conditionnelles de teneur”.

Remarque: dans le cas o Vestimateur est sans Biais Conditionnel, i.e.
E{Z(v)| 2"(v)} = 2*(v)

alors h(z) = z et les courbes de sélectivité effectivement récupérées sont celles
de I'estimateur.

7.2 Comparaison entre les effets de support
et d’information

Il importe maintenant de remarquer que la loi de h[Z*(v)] est moins sélective
que celle de Z(v). En effet, ces deux variables sont en relation de Cartier:

E{Z(v) | Rz ()]} = E{Z(v) | Z7(v) B2 (0)]}
= E{h[Z"(@)]| 2 ()]} = hZ"(v)]
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De cette relation de Cartier, il découle immédiatemment

Q(T) < Qu(T)

En rassemblant ce résultat et ceux qui ont été obtenus lors de I'étude du
changement de support, nous arrivons a la conclusion suivante:

Théoréme 7.1 Leffet d’information, tout comme Ueffet de support, agit
dans le sens d’une perte de sélectivité. On a toujours

Q(T) =z Qu(T) =2 &y(T)

la premiére inégalité e€tant la conséquence de Ueffel de support, la deuziéme
de Ueffet d’information.

Pour évaluer Q% (T), il faut connaitre la loi de h[Z*(v)] = E{Z(-v)|-Z*(v)}, ce
qui revient & connaitre la loi bivariable entre Z(v) et Z*(v). Cette fois encore,
cette lol n'est pas accessible a partir des données expérimentales disponibles,
et il nous faudra recourir & un modeéle. Dans ce qui suit, nous allons reprendre
le modele Gaussien discret et voir comment 'effet d’information peut &tre
pris en compte dans ce modele.

7.3 Le modele Gaussien discret

Siipposons que D'estimateur soit une combinaison linéaire des valeurs prises
par les échantillons
2(v) = Y M2 (x)
i

oit les coeflicients A; sont positifs et de somme 1. Il pourra s’agir par exemple
d’un krigeage ordinaire & poids positifs ou méme d’une simple moyenne des
échantillons. Dans un tel cas, la loi de I'estimateur est moins sélective que
celle des échantillons. En effet, si I désigne le numéro aléatoire d’échantillon
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qui est égal 4 ¢ avec la probabilité A;, alors Z(zj) suit la loi des échantillons
et de plus

B{Z(z1) | 2°(v)} = ZA,;E{Z(mmz*(v)}
_ E{Z)\iZ(x,;)|Z*(v)}
= E{Z'(v)| 2"(v)} = Z*(v)

Commencons par modéliser la loi de Z*(v). Pour ce faire, nous adoptons un
procédé tout a fait analogue & celui qui a permis de modéliser la loi de Z(v) en
modele Gaussien discret. Posons Z(z1) = ¢(Y7) ainsi que Z*(v) = ¢5(Y)),
ot Y7 et Y* sont deux variables Gaussiennes centrées réduites, et faisons
Ihypothese que le couple (Y7, Y,") suit une loi bigaussienne. Alors, la relation
de Cartier entre Z(z;) et Z*(v) implique

T 4os
$5(y) = 3. — Ha(y) = $:(y)

n
n=0
ou s est le coefficient de corrélation entre Y7 et Y*. Ce coefficient, nécessai-
rement positif, est donné par la variance de P'estimateur

n

+oo ¢2 Szn
n

Zln!

n=

Var{Z*(v)} =

I reste & modéliser la loi de Z(v) & Z*(v) fixé. Ici, il est bon de rappeler
que la construction du modele Gaussien discret de changement de support
conduit a poser Z(v) = ¢.(Y,) oil Y, est une variable Gaussienne et olt r est
un coeflicient de corrélation dont la valeur explicite peut &tre obtenue grice
a la variance de Z(v).

L’hypothese retenue ici pour effet d’information est que le couple (¥, ¥)
suit une loi bigaussienne de coefficient de corrélation p. Ce coefficient p peut
etre évalué expérimentalement grice & la covariance entre Z(v) et Z*(v) qui

est calculable & partir de la covariance ponctuelle

Z -|'::—"] jy Clz; —z)dz = Cov{Z(U),Z*(U)} =" #n(rsp)”

'
s n
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Alors:
B{Z() | 2*(v)} = B{¢(V.) | Y} = 6,5(Y;)

de sorte que la courbe métal/Tonnage effective est

+- o0

Q) = [ uly)9lv)dy

G~1(1=T)

Exercices

1) L’objet de cet exercice est de comparer les pertes de variance et de sélectivité
dues aux effets de support et d’information lorsque I’on cherche & estimer la teneur
Z(v) a partir d’un échantillon uniforme z dans v

7°(v) = E{2() | 2(2)}

Pour mener les calculs & bien, on se placera dans le cadre du modéle bilognormal
pour lequel

0_2

Z(z) = m exp{aY - ?}

Z{v) = mexp{o*ul/;,—%}

et ot le couple (Y,Y,) suit une loi bigaussienne de coefficient de corrélation r.
Application numérique m = ¢ = 1 et r = 0.5.
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