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EXERCICES SUR Lia TRANSFORWATION DE LAPLACE

Dans ce qui suit, X est une variable positive
(P (x £ 0) = o), Fdx) sa loi, ®(A) = E (e~xX) sa transfor-

mée de Laplace,

EXERCICE 1 - Soit S une variable auxiliaire, indépéndante de X, de

densité e~ ° (s > o)

a/ Ia variable A = % admet la fonction de répartition 1-®(A)
b/ Pour - 0< g <1, le moment d'ordre B (£fini ou non) est:
. 0
(P = - —— AP ()
r(1-8) "0

¢/ Disutre part, B (e'" log S) =T (1+iu). Déduire dge A= %

que log X admet la fonction caractéristique:
o0
5[ gIu log X} _ o] f -1 log A &(dn)
'(1-iu) -o

a/ 8i SIl est une variable gamma indépendante de X et de
n-1

densité T§_~T~ e™ (n entier > o), la varisble/A = S /X
) n A at 9 : B
admet la densité (=1) SR = &(N)

an
En dzduire que tout moment d'ordre B < n (fini ou non) a rour

valeur
-

B[ xf ] 1 an-i-f T p(n) ar
I'(n-B) 0 an?



LXERCICE 2 - (Suite)
a/ Pour o B <1, on a :
o0
i, [ ey
“po T(1-8)
<fransformée de Laplace de < a F(X)}
56_1 -8
b/ Soit SB une variable gamma de densité ( e et in-
r(g)
dépendante de X. Ia variable i = SB/X admet la densité
B 1 ‘._,aOO
WP~ X B-1 _. / -
%TET B[ 1P M ] =-yp 51%;n§ ‘i (A=) B &(dA)
Conclure H E..J\.>% ( /A de loi @(an), ?b de loi beta
de densité sin 7B >cl3—1(1—x)_B (sin o€ x £1)
e
EXERCICE 3 -~ (Suite)
Sc 2 o
af Ie résultat ci-dessus s'éorit -+ F = IBo Le retrouver

en montrant directement 1'équivalence

-

%= ° 7

.,

il

b/ Plus généralement, soit Sqs Sa+B des variables gamma de

parametres o et a+f, Ya 8 la variable beta de densité
Yy

r'(o+B) Xa—1(1_X)ﬁ—1 (o0& x £1). Honbrer :
r'(a) T(B)

iu Ya,B ] = Lleriu) I'(atB)
I'(a) T'(o+B+iun)

E [ e



en déduire

“”T)

Sa Sa+B la,ﬁ
et, par recurrence
aE
S, = 8 Y Y ooo
+o ot - c oo
o, Oyt ot a,+ +an_1; B o+ +an_2’an_1 a1’a2

et des équivalences analogues entre les variables beta elles-

mémes.

EXERCICE 4

a/ Soient X et Y deux variables gamma indépendantes, de

densités ¥ & o~ PX et GB—T -1 e—By

a7 Bu()

metres « et B peuvent &tre différents, mais le paramétre

(les para-

d'échelle b est le méme). .lontrer que Z =X + Y et % = Y%T

sont indépendantes ( la premidre a une loi gamma de para-

meétre o + B, la seconde une loi beta de parametre a et B)

b/ Réciprogue : Si X et Y sont deux variables indépendantes
telles que i%? sodlt indépendante de X + Y, les variables
X et Y obéissent & des lois gamme admettant le méme parametre

d'échelle b.

[ partir des relations

. ~MX+Y X

E [ X;)EY e + )] = E (3‘{-:?:) @1 (A) @2(}\)
[ x ? M) E X)Z@ A A

EL X e 1= Blgy) & ) 2,00

dériver en L et foire A = o



EXERCICE 5

Si ®(A) est la transformée de ILaplace d'une loi Mdx),

~ax
@®K+a , & > O est la transformée de la loi —= Fldx
a (a

SLF="PF x F, , e p = (e_aXF1) x (e”%p

1 2 2)



EXERCICES SUR 1E {OUVLMENT BROWNIEN

NOTATIONS - X(t) d.sizne l'abscisse au temps t > o d'une particule

animée d'un mouvement brownien le long de 1l'axe des x, avec

la condition X(o) = O.
On désigne par

A 2ct

ft(X> = ———— © 9
2nct

o, (w)

la densité et la fonction caractéristigue de
Ft(X) sa fonction de répartition.

On désignera par T, = Inf {t « X(t) » a}
teinte de 1l'ordonnée a, Ga(t) sa fonction de
ga(t) sa, densité,let Ya(k) sa transformée de

On rappelle que la fonction t — X(t) est

une fonction continue.

ct u2

-—

1
2
X(t), et par

le temps d'at-
répartition,
laplace,

presque slrement

EXERCICE 1 - :ddontrer, par un raisonnement de symétrie, que l'on a :

¢, () =2 [1-F, (a)]
En déduiie

g, (t) = - Z

t 3/

o 1
c — f . (a) =
%a % \/ 2nc

EXERCICE 2

a/

pendant du processus X(t), de densité e NS (s > 0).

% = X(S) 1l'abscisse de la particule au temps

H
Y

|

N
O
ct

(résolvante) - Soit S un temps d'arrét aléatoire, indé-

Soit

S. PFormer la
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fonction caractéristique de %, et montrer que Z admet la den-
—\Jon

N

2 G

b/ la probabilité ma(h) pour que la particule atteigne a

avant 1l'instant aléatoire S est

Ve

c

gité

w (M) = 2P(83ya)=c¢

¢/ sontrer que T, est (par rapport & a) un processus a ac-
croissements indépendants et statiomnaires. 3Sa transformée

de Laplace ya(h) vérifie

EXERCICE 3

Teups d'atteinte Ta,B de la droite y = & +Bt( ou, temps

d'atteinte T de 1l'ordonnée & pour le mouvement brownien

a,B
“avec dérive -Bt) -

a/ iontrer que la probabilité ga(ﬁgt)dt de Taﬁéi(t9t+dt)
est l'unique solution de 1'équation intézgrale

%
£y (yra+pt) = w//éa (Bst-7) £, (y+B7) drv (y > 0)

0

b/ Compte tenu de 1'identité
2
~By - B 42
¢V 2¢c K

£, (y+B%) = e £ ()
en déduire : 5
_EBa B 4
g (B5t) = e °© 2 (y)



c/ Compte tenu de 1'exercice 5 sur les transformées de

Laplace, montrer que

CO
A . ]
Ya(ﬁsl) = ﬂé/e ga(ﬁgt) dt est donné par

2
SBe a2 g
c

To(BsA) = e ©

d/ Pour B L o, la particulc atteint presque slrement la
droite y = a + Bt. Pour B>o, elle ne 1'atteint qu'aveec la
probabilite e~ 26 5 _
EXEACICE 4
Soit Y(t) un deuxisme mouvement brownien indépendant
d X(t) et de méme loi ft(x) - [X(%) et Y(t) sont les coordon-
nées d'une particule animée d'un mouvement brownien dans 1le
plan] - la variable Y(Ta) (ordormée du point d'impact de la
particule précédente sur la droite x = a) obéit & la loi de

aitd .1. —
Cauchy de densité - 5 5

a + X

EXERCICE 5
Soient X(t) et Y(+4) comme dans 1l'exercice précédent, et
les deux droites x = 2, x = =b (a, b>o domnés). On désigne

pir p1 (a,b) 1a probabilité pour que la particule atteigne
la droite x = a sans avoir auparavant atteint x = ~-b, et par
H1(dt), la loi conditionnelle de 1'instant aléatoire T1(a,b)

ou ceci se produit. On définit de mbme Py et H, relativement

2
& la droite x = -b,



g4/ Démontrer les relations G, = pTHT + p2 Ga+b * H2 et

Gy = p2H2 + D, Ga+b % H1 ~  Soient n1(k) et nz(K) les trans—

formées de H,i et Hz’ ontrer

Sh b \/’/ ,3%_

p, N, (N) = = -
[/ T Sho (a+b) \/ 27
' e

d

Po Moa) M-

i

Fn déduire les valeurs de o, et P,

EXELRCICE 6 - (Suite)
a/ Conditiomnellement dans l'hypoth&se ou la particule
atteint x = a avant x = ~b, 1l'ordonnée Y(T1) du point d'im-

pact obéit a une lol dont la fonction carsctéristique est

- akb _Shba
W1(u) - b Sh (a+p)u
b/ Poser E%? = o - A 1l'aide du développement
7 .
oo ox = gmgg;&g 5 (“1>n+1 n s;n nnga
’ n=1 n° + x
(-1 <o <+1), montrer que Y(T,) admet la densité :
5 - By
B 1 PR <L a+b 7
f,l(y) = 'a-('m 1:-1:1 ( 1) Sln ndw e
T
P VA
e tD sin T «
= F(a+b) | TR T T
a+b a+b



EXBERCICE 7
Loi de la dernidre racine de X(t) = o antérieure & T et

de la premiére racine postérieure a T.

a/ Ia premidre racine postérieure & 7 admet la densité

-~ 00

2 ﬁj fI(X) gx(t-T) ix = %% \/;g; (t >1)

b/ Calculer la probabilité pour qu'il n'y ait pas de racine

entre t et T. En déduire que le derniére racine antérieure
1

T Vt(t-7)

a4 T admet la densité

BXERCICE 8
Soit x(t) = Sup { X(7) : o7t} le maximum de X(t) sur
(o,t).
a/ uontrer P (i(t)>x) = 2 P (X(t)},x) et en déduire
A= X ()]

b/ Loi simultande de X(t) et :I(t) - iontrer :

ft(x) dx si x X &

P(ng t et x £ X(t) € x+dx)
ft(&i—x) dx si xg&

En déduire
PO(t) < &, xS X(E)  xrdx) = £(x) - £(28-x) (xgE)

et montrer que la variable vectorielle (X(t), Y(t), avec
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Y(t) = #(t) - X(t) admet la densité :

_ (X+22

2 x+ ¥y o P _2 g4 (t)
Vore o /2 ¢ Xy

EXERCICE 9 - (Suite)

a/ Soit 6, 1'instant aléatoire tel que M(t) = X(Gt). Ta

probabilité d'avoir & Lil(t)KE+AE et 6,<7 est :

£
4{ 2 gy (2Ex) [1 -0, (3-7) ] ax
En particulier ©
P (Gt'<f) = 2 ’//fT(X) [ 1-G_ (t-t) ] ax

0

b/ Comparer avec Exercice 7, et conclure que les abscisses
et des maxima successifs obéissent a4 la méme loi gue les ra-
cines successives de X(t) = o [comparer les probabilités
pour qu'il n'y ait pas de racine ou pas de maximum entre

Tet t> 7T, - ¢cf. Ixercice 13 sur les lois stables et les

processus associés.)
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ELeRCICES SUR LES 1I0IS STABIES E“ IES PROCESSUS ASSOCIES

EXERCICE 1 - (Formule de Parseval)

a/ Soient X et Y deux variables indépendantes et positives,
F1 et F2 leurs lois, @1 et @2 leurs transformées de Iaplace.

la variagble £ = XY admet la transformée

e}

o 7
E[e™] = [ o Oy) Pyay) = _j[@2<xx> 7, (4x)
] el

b/ En particulier, si Y est la variable de loi iz(h) = e—xa
(loi stable de paramdtre o), @1(Ka) est la transformée de
v (X)1/a
. . L A% AP
¢/ 8i X et Y sont deux varisbles de lois stables e et e
X Y1/a est la variable stable de paramétre o 8.
LEXERCICE 2
a/ Soit S une variable de densité e (s » o), et X une
variable positive indépendante de S et de loi e—xao On a

J/eE s
BT = g
2
(=

, équivalent en loi).

b/ Soient X et Y deux variables stables indépendantes, de
a . o
méme loi e " , ®(\) = E [e—kA/Y] et y(A) = E [e—K/X 1 les

lois de X/Y et de 1/X%. iontrer que 1l'on a 3

a(A) = y(\%)
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[ remarquer y(A) = P (SX%>3 1) et ®(A) = B( % >\) et uti~

1/a

liser a/ - ou encore, mettre X/Y sous la forme X (ia) et

Y
utiliser exercice 1 -]

Ies exercices suivants (3 a 7) donnent la caractérisa-

tion de toutes les variables positives de loi stable.

EXERCICE 3 - (Existence des lois stables) - On dit que la loi F

d'une variable X est stable (au sens strict) si pour tout
entier n on peut trouver une constante Cn telle que OnX alt
méme loi que la somme de n variables indépendantes admettant

la méme loi F

HIK;

C_ X

X +ooo +}Ln n

1

On se limitera au cas d'une variable stable positive X >O
(s'il en existe). Soit F et ®(A) la loi de X et sa trans-

formée de Laplace.

a/ :ontrer que X est nécessairement indéfiniment divisible,
et que, pour t > o réel quelcongue, [@(A)]t est la transfor-

née d'une variable stable Xt vérifiant

X, %é; c(t) X
avec une fonction C(t) continue de la forme t1/a %§%é5ﬁsﬁante?i
[examiner d'abord +t = pé_, p, 9 entiers > o. sontrer
[@(x)]p/q= o \%g M), dtou (%, t,) = C(%,) c(tz) pour
t1, tz rationneis. Utiliser le théoréme limite pour étendre

par continuité ces relations & t > o réel quelcongue .
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b/ Soit H(dx) la mesure positive canonique telle que :

e -}\'
Y(\) = - log ®(\) = ‘/-12%§¥§ H (dx)
O

iiontrer que ¥(A) est nécessairement de la forme % avec

b >oeto<a <1,
TN
Inversement e , moyennant ces conditions, est effec-

tivement la transformée d'une loi stable.
[ ecrire que ¥'(A) est transformée de la mesure H(dx). Pour

o0
o < 0, la condition J/r H(dx) <o n'est pas vérifide. Pour
1 X

-1

a>1, A ne peut pas &tre la transformée d'une mesure po-

sitive] .

EXERCICE 4 -
o
a/ Ia variable X de loi stable "M s pas d'espérance
finie.

b/ Ta "moyenne empirigue" % (X1+qen + Xh) de n variables
ot

indépendantes de loi e—tx est plus dispersée que ch.cune
d'elles ¢ Jontrer
1 (X1+°an + X )
n
¢/ la variable 1/X, par contre, admet des moments de tous
les ordres. Montrer que 1/Xa admet la transformée de ILaplace:

(_11'1 f}\l’l
T (1+n0) t

E [é~x4ka]

PMis

n=0

il

(fonction de iittag~leffler)




_..14__
[utiliser 1l'exercice 1/ sur la transformation de Laplace]

d/ Si X et Y sont indépendantes et admettent la méme loi

o
e~ , la variable 2 = X/Y admet la transformde
~AX/ N = n
Ele Y]= % [e 1= 2 %T%%EET A 10
n=0

[cf. ex. 2/, b/]

EXERCICE 5 - Loi du rapport X/Y = Z de deux variables indépendantes

2%
de mme loil e .

a/ Montrer que log X admet la fonction caractéristique
iu
iu log X) _ I (1- "o

T (1-1iu)

En déduire que o log Z admet la fonction caractéristique

E (e

p ( elu @ log ij) _ 1 S%ha U
T

[ utiliser l'exercice 1 sur les transformations de ILaplace,

et la formule des compléments I'(x) I'(1-x) = %EEfEE

b/ En déduire que U = a log % admet la densité
1 Sin ma e”

u
an 142 et cosS TH + e2

et que % = X/y admet la densité

—

h(Z)Z Z Sin o T

1
o Q.
T 1 + 2 27 cos amw + 22

[ utiliser l'exercice 5/ b/ sur le mouvement brownien]
c/ En désuire, compte tenu de l'exercice 4/, c/ et i/, la

représentation intégrale suivante de la fonction de iiitag-

Teffler y(A)
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00 IS
Y(A) = S (=1 . \I _ sin om A yo’"1 e Yy
n=0 1+ne K o 1+2 A yacos an 4+ h2y2a

EXBRCICE 6 - (Suite)
a/ La fonction y(A\) de Ex. 5/, ¢/ est la transformée de
o
M Effectuer une inté~

Laplace de 1/&“ , ot X admet la loi e
gration par partie sur la représentation intégrale ci-dessus

et montrer 3
(o8]
a . 21 ™% dz
-7 ¥(A) == = .
dA voan A A g g% et T o
b/ En déduire que 1/¢x* admet la densité
co .
‘ R j{ _ oy g% T
e (v) =~Jgms Je az
) _
= n+1 I'(f+na) sinn T o _n-i
= N - -
(=1) ni o T y
n=1
o
admet la densité

T O 1

c/ »wn déduire que la loi stable e
- n+1 I{1 + na) sinn
_ = _ + s
£(x) = L (1) nt i T+na
n=1

EXERCICE 7 - On dira gu'un processus X(t) & ac roissements indépen-—
dants et stationnaires est autohomothétique s'il existe une

fonction C(t) telle que
v 1

(1) X(t) = ¢(t) ¥ (1)

Par exempie, si X(t) est 1e mouvement brownien de carac-—

\/——A(1) Dans ce qui suit,

2
téristique e 3 ttﬁ on a X t)
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on se limitera au cas ol X(t) est un processus croissant (a
accroissements positifs). On désignera la transformée de la-
place de X(t) par :

e—tW(x) - B [e—x X(t)]

et par H(dx) la mesure positive canonique vérifiant :

o0 -\ o0
¥(\) = /i—;%-f- H(dx) {&gl<m
]

a/ ©i X(t) est autohomothétique, la fenction C(t) de (1)
vérifie C(t1t2) = C(t1) c(t2), n déduire C(t) = t1/°‘ et
Y(\) = Y avee o € o« < 1 (cf. exercice 3/) - Ainsi, ces
processus homothétigues sont les processus a loi stable

e—tbKOC . Dans ce gui suit on prendra b = 1 (simple changement

de 1'échelle des temps)

b/ Soit X(t) le processus autohomothétique croissant de loi

o
¢~ tA . On désignera par

7, = Inf {t ¢ X(t) 2 al
le temps d'atteinte de 1l'ordonnée a, et par Ga(t) sa fonction

de répartition. uiontrer

¢ (t) = (T, > %) = B(X(%) <a)

L
Compte tenu de X(t) = t1/a X(1), en déduire 3

En déduire (ex. 4/, c¢/) que T, admet la transformée de ILaplace

RN LS I R LI

n=o I'(1+na)
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(fonction de iittag-Leffler)

¢/ Boit Y(t) un deuxidme processus autc-homothétigque indé-

(¢4
pendant de X(t) et admettant la méme loi e oV

Soit Y(Ta)
la valeur de Y(t) a 1'instant T, ol X(t) atteint pour la
premiére fois l'abscisse a. iontrer que 1l'on a :
A Y(T)) A% ,
E[ e 1= E[ e % = ' (A%)

Bn déduire

O

2
Y(Ta) = a Y1) / X(1)

[utiliser Exercice 4/, 4/ - On pourra aussi former les densités

de T et de Y(T,) a 1l'aide d'Ex. 5/, b/ et Ex. 6/, b/]

Ta 1loi stable de paramétre 1/2
Vx

la variable X de loi e~ est équivalente & 1'inverse
d'une variable gamma de paramétre 1/2, ou & l'inverse du

carré d'une variable de Gauss. On peut le vérifier amnalytique-
ment (2 partir de lao densité de 1/ka , ex. 6/,c/, ou de la
transformée de 1/ya, €x. 4/,¢/) en montrant que yﬂfiféqui—
vaut en loi & |Z%| ol Z est une variable de Gauss. Il est

plus instructif de rattacher cette propriété inattendue &

une particularité du mouvement brownien. On comparera ce

mode d'exposition & celuil que 1l'on a observé sur les Wiener-

Iévy. ilais ces exercices sont indépendants les uns des au-.

tres.
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EXERCICE 8

Soit %(x) le processus de Wiener-
Iévy défini par sa fonction carac-~
téristique

1 2
. - =0Cxu
p [ oivBx)y)_ o 2 et

X(Z)'='_Inf { x 3 8(x) > 2z }

le temps d'atteinte de 1l'ordon-

2 née gz,

a/ Sachant que la trajectoire

de #(x) est presque sfirement continue, montrer que X(z) est,
en z, un processus & accroissements indépendants, stationnaires
et positifs.

) | >
§§ V x #(1), déduire ensuite X(z)ég_ z  X(1).

De z(x)
Conclure (compte tenu de Ex. 7/,2/) gue X(z) est un processus
auto-homothétique a loi stable de paramétre 1/2. En par-

ticulier, on a :

B [ o X(z)] _ 7P z\/z-

avec une constante b que 1l'on déterminera ultérieurement.

b/ Soit T = Inf { z ¢ X(z) > x} le temps d'atteinte de 1!

abscisse x pour le processus X(z). Montrer que l'on a :

7. 0= Sup { 3(y) : oLy Lx}

Etablir les relations :

It

(I, 2t) = P(X ()& x) 2P (8 () >1t)
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et en déduire
. | &(x) |
Z2(y) = o< y g x } est donc une

e

T

(la densité de T, = Sup {

demi-courbe en cloche)
c/ Déduire de a/ et de Ex. 7/, b/, l'éguivalence en loi

& 2
(1) = (%—)
X
. N & 1 e .
puis, compte tenu de b/, X(1) = ( , ot relation qui
z (1) )

stéerit dans le cas général
e L
Xy) =
- 2
(% (¥))
Fn déduire que U = 1/X(1) est la variable gamma de densité

-
1 o 2¢ u—1/2
\/2nc
et que X(a) admet la densité 5
a
1 a e— 2CX
/ 2mc x3:2

d/ sontrer que la transformée de ILaplace de X(a) est
- aV\/2\
m[ e X)) oo Va

[ on sait, d'aprds a/, qu'elle est de la forme @ b\/xc
R R
1 E((Z("*)Zj

St

Pour calculer la constante b, on calculera E ) \ 3

de deux maniéres différentes.
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BXERCICE 9 - Processus Subordonnés.

N

Soit X(t) un processus A accroissements indépendants et

iU.X(t)] _ e—t @(u)

stationnaires de loi E [e et T(t) un pro-

cessug auxiliaire & accroissements indépendants stationnaires
et positifs, de loi B [e"x T(t)] = e‘t T(k)°

a/ Substituant le temps T(t) au temps réel +, on obtient un
nouveau processus %(t) = X[7(+)], [ processus subordonné & T(t)].
Montrer que %(t) est encore & accroissements indépendants et

statiomnaires, et que 1l'on a 3
B [ Jiu Z(t)] - o F v[®(u)]
_Act w?
b/ Exemples : Si X(t) est le Wiener-ILévy e % , on a
B [ oiw BBy -tY (1 cu?)
a ~t Y2\ :
~admet la lei stable e T -, #(%) admet la loi de Cauchy . .
o~ t(u)

En particulier si Z(t)““_

. [ef. ex. 4/ sur le mouvement brownien]

A"

"~ . Plus généralement, si- T(t) admet la 1loi stable e~ , &(%)

o
admet la loi et [2(w)] .

e/ .En particulier, si X(%t) et T(t) sont deux processus heme~
ndt . e ~tAP K

dtiques croissants de loi e et e , B(t) = X(T(t)

af
est le processus homothétigue creissant de loi.e“tx

de l'exercice 1 1l'équivalence en loi :
&L t 1/&
at) = x(v) B

EXERCICE 10 — Formule de Kato.

Soit X(%t) un processus & accroissements indépendants et sta-

tionnaires, Ft(dx).la loi de X(t) et

. Déduire . -



-
[s9]
R, (dx) = Jﬁ,e‘xt P (dx) at

la "résolvante" de X(t). Nous considérerons plutdt

Q, (dx) = A R, (dx) = J/’ A e M F, (dx) dt
O

A
une variable aléatoire de densitd s™° (s po) indépendante de

X(t).

a/ Q (dx) est la loi de probabilité de Xi(ﬁ) ol S désigne

b/ Soit T(t) le processus croissant homothétigque de loi
o
e~ BA , et Y(t) = X[T(%)] le processus subordonnd & T(t), comme

dans l'exercice précédent, et
o o
dx) = R™ (dx
Q “( ) u H( )
la loi de Y (LS-) s ol S est toujours une variable exponentielle
réduite indépendante de T(t) et X(t) - Rau désignant la ré-
solvante du processus subordonné -

A partir des exercices 7/ et 2/, établir les équivalences

en loi

V&€ VY &£ g

T(u)="17a S = A

B ®

A, &', S désignant des variables indépendantes, les 2 premieéres
o
de loi stable ™™ y S de loi exponentielle réduite.

En déduiry

o 1/a Zt
e, = Blow/" 3]

et (compte tenu de Ex. 5, b/) : o0

a
r® = Sin a w® 6/( J Ry dy
) b3 2 2a

poo+ 20 ya Ccos Am + ¥

(cette formule de Kato subsiste dans le cas ol X(t) est un

processus markovien guelcongue).



EXERCICES SUR LiS PROCESSUS A ACCROISGELENTS INDEPENDANTS

STATIONNAIRES ET POSITIFS

Les exercices gui suivent ont surtout pour but de sou-
ligner la signification de la mesure canonique H(dx), qui
exprime, en un certain sens, la granulométrie des sauts du
processus. Lles processus de ce type sont compléetement discon-
tinus. Ils varient uniquenent par sauts positifs, mais en
général sur un intervalle (to,t1) fini le processus passe par
une infinité (dénombrable) de sauts (la plupart infiniment
petits). Ies processus homothétiques & loi stable serviront

d'exemples.

EXBRCICE 11 - [N.B. : le d/ suppose des notions sur les processus de

renouvellement].

On considére le processus X(t) défini comme suit :
X(o) = o 3 X(t) reste constant, sauf & des instants aléatoires
successifs T1, Tz, «eoy constituant un Processus de Poisson
de paramdtre a, ou il effectue des sauts aléatoires (positifs),
indépendants pour les différents Ti, et dont les amplitudes

-~ 00
obéissent & une méme loi R(dy), avec p(A) = jf e R(dy)
0

a/ liontrer que X(t) est un processus & accroissements indé-
pendants stationnaires et positifs, et que sa transformée de

Laplace est :
B[ M)y o et [1-p(V)]
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b/ Soit H(dx) la mesure canonique associde a X(1t)

-t¥ (M) est la transformée de X(t), on a :

Y(N) = 2 X H (dx) , 1 = Koo ]

[aéfinition : si e

Montrer que l'on a :

H(dx) = a x R(dx)

Dans un langage imagé : R(dx) = é EQ%EL représente la
granulométrie en nombre de sautbs, chague saut étant compté
pour un poids égal & 1 - Au contraire, & un facteur preés,
H(dx), proportiomnelle a xR(dx), représente une granulométrie

en longueur, ou chague saut est compté pour un poids propor-

tionnel & sa longueur X.

On notera que cette"granulométrie en longueur" H(dx)
ne peut &tre normée a l'unité (et représenter une loi de pro-
babilité au sens usuel) que si l'espérance de 1'amplitude
d'un saut donné

00 o0
[xR(dx):-;—/ H(dx) < o
(o)

est finie.

¢/ Inversement, tout processus X(t) & accroissements positifs
indépendants et stationnaires dont la mesure canonigue H(dx)
vérifie

me}gggg_ = a<®

o X
est un processus poissonisé de type ci-dessus, dont les sauts
possddent la granulométrie (en nombre) R(dx) = % 51%51
et la densité poissonnienne a.
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ia/ En projection sur l'axe des x, les discontinuités de ce

méme processus X(t) dessinent un processus de renouvellement

les longueurs séparant les points successifs sont des varia-
bles indépendantes, de méme loi R(dx) -
Ce processus de renouvellement est ergodique si, et seule-
ment si les sauts ont une espérance finie, donc si, et seule-
00
ment si /! H(dx) < «, clest-a-dire si la granulométirie en

0
longueur existe également.

EXBERCICE 12 - Soit maintenant X(t) un processus a accroissements

indépendants stationnaires et positifs quelcongue, Ft(X) la

loi de X(t), et (A)

sa transformée de Iaplace, H(dx) sa mesure
canonique. Ce qui précede suggere que EL%EL doit encore re-
présenter, en yn certain sens, la loi des sauts. Toutefois,
l’intégrale’/r Eé%él peut &tre infinie, ce qui implique 1!
existence d‘gne infinité de sauts, la plupart tres petits,

sur tout intervalle fini. Par contre,ngggggl est finie

pour tout z > o et va représenter (& un facteur prés) la grs-—

nulométrie conditionnelle des sauts d'amplitude 2 2.

a/ Soit Ga(t) la loi du temps d'atteinte T_ de 1'ordomnée a,
Ya(K) sa transformée de Ieplace. .ontrer :
1 - 6,(t) = F(a)
- ~ ~ua
Poser ya(X) =E[ e KTa], \ (M) = _gre Y,(M) da

et montrer

~ 1 ¥(u
T (A) = u A+ ¥(u
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b/ ontrer que % ¥(u) est la transformée (en a) de la fonc-
[0.4]

tion ‘jf H(dx) , et 1 la. transformée (en t et a) de
a X AT (w)
r (da). En déduire que G_ (%) admet la densité :
a 00
H(dy)
g(thfﬁ‘(dx) /-«—Y«-
& o ¢t a~x 7

c/ Interpréter : dt ga(t) est la probabilité de dépasser a
entre t et t+dt, E%(dx) celle d'étre en un x < a au temps t,
o]

et dt 'j/ H(dy) celle d'effectuer, entre t,et t+dt, un saut
J
a-x

d'amplitude supérieure a a-x.

Autrement dit, pour tout b > o, l'expression

1 H(dy) (y 2 D)

o Y
“/f H(dx)
X

b

représente la probabilité conditiomnelle pour qu'un saut qui

vient de se produire ait une zmplitude € (y,y+dy) (y > b),
sachant que cctve auwplitude est supérieure a b. Cette condi-

x
tion ne peut &€tre levée que si g( H(dx) = a <%, auquel cas
X

1 H(dx) = R(dx) est la granulométrie en nombre "a priori®
a X

des sauts. Dans le cas général, seules existent les granulo-
métries "conditionnelles" des sauts Y b. Noter que 1'inté-

oQ
grale‘/ig donne aussi la densité poissonnienne des sauts
X
b

d'amplitude > b.

o
a/ Exemple s processus homothétique de loi e‘tx

On a ici
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e
X

Hldx) = 7 (1-a)

I1 n'y a ni granulométrie en nombre, ni granulométrie en
(@]

(o]
longueur [ J/f H(dx) =)( H(dx) = o pour o<a <1 ].
0 X o}

Autrement dit, ce processus comporte & la fois un nombre ex-
trémement grand de sauts trés petits, et de temps & autre des
sauts d'amplitude extraordinairement élevée. PFar contre les

granulométries conditionnelles (en nombre, celle des sauts

d'amplitude };b > o0, en Jlongueur, celle des sauts d'amplitude

£ b) existent toutes les deux.

EXERCICE 13 - (Suite)

N.B.: cet excrcice nécessite des notions sur les processus
de renouvellement.

En projection sur l'axe des x, les points de disconti~
nuité du processus X(t) précédent dessinent un processus qui
différe des processus de renouvellement classiques du fait
gu'un intervalle peut contenir une infinité de points de dis-
continuité (du moins si la granulométrie a priori en nombre

x
n'existe pas, soit_j( H(dx) = ®, ce gque nous supposerons).
o) X

Néanmoins ce processus est parfaitement défini, et 11l y a

lieu de s'interroger sur son ergodicité.

rjh a/ S8oit a > o une ordonnée. A l'instant

al §§ ----- Ta’ le processus saute de a-x 3
’/ﬁx a+y (x,y > o) et on cherche &
J//J déterminer la loi des deux com-
/J
v posantes (x,y) du saut.
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Soit Ga(dx, dy) cette loi. slontrer s

o]

d._ H(x+y)
— _ Y 3
Ga(dx, dy) = 6//dXFt (a-x) Py at

o0 ool
b/ Soit Yq (A1) la transformée ,}( ///e—hx—uy Ga(dx,dy)
o -

Montrer 00 a 0
Ya(A,p) :‘j[dt er—(h—p)(a~x) Ft(dx) J/fe—pz EK%QL
o) o)
a-x

Interpréter 1l'intégrand de dt comme le produit de convolution

O 2 [N () Jas 1(g2) ]

Z
X

en déduire que la transformée en a de T, (A,u)

o0
Yy (Mw) =/ ey, (Mp) da
o)
est donnée par
~ ¥ (ush) = ¥ ()

Yu (}\'9“') = (U_—i—?\,—-l_},) Y (u)

[ W.B. : dans cet exercice de calcul, on notera tout d'!'abord

que s
(oe] o0

X
- - T — — P ¥324
J/ . uXdX-/( o—hZ H(dz) t/f bz 1=e’T" H(dz) _1 [¥ (uep) =¥ (1) |
Q) X z 0 u

u z

On multipliera par la transformée du 2éme facteur convolutif,

qui est e—tT(u+u—K)

, on integrera en t, et on remplacera par-
tout u par ut+A-p pour tenir compte du facteur multiplicatif

e—(X-M)a]°
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1 p .
c/ 6] est la transformée du potentiel U(dx) du processus
X(t) (voir exercice 14). On admettra (voir Ex. 14/, d4/) que
le théoreéme de renouvellement s'applique & ce potentiel U
comme s'il s'agissait du potentiel d'un processus de renouvel-

lement usuel, c'est-a~dire pourvu seulement que
¥1(0) = f max) <
0

sloyennant cette condition, le théoreme du renouvellement donne:

£im Yy (A,p) = £im u ?ﬁ (Au) =
a~— o u—* o

Y(A) = ¥(p) 1
A - ¥ (o)

d/ Pour interpréter cette relation, poser % = X + ¥ (saut

total), d'ol 3

-MK - pZq _ ~(Ap) X = pYq _ _¥(Au) = ¥ (u)
E [e 1 =8 [e ] = THOR

et montrer que cette expression est la transformée de la loi :

G, (dx, dy) = Y'go) H(dz) %E (o £ x < 2)

Interpréter : le processus est ergodique si, et seulement si

oG
¥t(o) = j[ H(dx) < o, Ia loi limite du saut total & auquel
0

appartient l'ordonnée a est la granulométrie en longueur
H{dz

¥iio
tout se passe comme si le point a étalt implanté au hasard

et, & Z = z fixé, X est uniformément réparti sur (o,%) :

sur ce segment.

e/ Ia loi limite d Y = % -~ X est appelée granulométrie




résiduelle. BSa transformée de laplace est Tz(o) z é“) .
Elle admet donc la densité
00

1 J/' H(dx)

¥Yi(o) . X
(ef. ex. 12/, b/)
f/ Dans le cas du processus a loi stable e_tka, on a
J/’Mﬁ(dx) = o0 et il n'y a pas ergodicité: Plus le point a

)
s'éloigne, plus il a de chances d'appartenir & un saut 4'am-

plitude extraordinairement élevée.

EXFRCICE 14

Ie potentiel du processus & accroissements indépendants
et stationnaires, X(t), de loi F(dx), de transformée de Iaplace
e-tY(A) et de mesure canonique H(dx) est la mesure (si elle

existe)

U (ax) = /wFt(dX) at

0

et sa résolvante (qui existe toujours pour A>o) est la

mesure
o0

R, (dx) = f ™M B (ax) at
0

x
a/ Soit RX(X) = .J[ Rh(dy) la "fonction de répartition"
!

associde 3 la résolvante. On a :
1= A
Yo (M)

R?\, (X) = %
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-AT
Yy (M) =B [e X] désignant la transformée de Laplace du

temps d'atteinte TX de X.

b/ Autre démonstration : A Ry (dx) est la loi de X C%), S

variable exponentielle réduite. Dtou :

>l

1 =AR(x) =P[X@yx]=2( =11 O

Ty (M)
¢/ Ia transformée de Llaplace en x de RK(X) est %ﬁ - ;&Xm__

= 1 (utiliser Ex. 12/, a/) et celle de la mesure
u (A+%(u))

R, (dx) est donc — . Ie potentiel U(dx) admet la
A A+ Y(u)

. 1
transformée ) .

X
a/ U(x) = ‘jr U(dy) est 1'espérance du temps d'atteinte T

0 00
de x U(x) =/ [1-—GX(1:)] it = E (TX)
(0]

[e0]
Si ¥' (o) = //’ H(dx) € o, U(x) est fini et égquivalent &
0

X pour x - o ( théorémes tauberiens), et U(x+a) - U(x)

¥ (o)

tend vers g?( ) (théordme de renouvellement). [ Considérer
)

le processus discrétisé Yn = X(nh), qu'est un processus de re-
houvellement. Son potentiel Uh(x) différe au plus de h de

U(x), et vérifie le théordme de renouvellement].

e/ Iorsque U(x) = E(TX) < », la mesure U(dx) prend, pour tout
borelien A de la droite, la valeur U (A) édgale a 1l'espérance

de la durée du séjour de X(t) dans A.
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f/ Cas _des lois stables

a
Si X(t) a pour loi et , le potentiel admet la densité
%=1
ulx) = I' (a)

et la résolvante R. admet la densité s

A
0 an - 1
...1 x n"1
ry(x) = 2 (=1 Eemeeo A
M = I (an)
(utiliser a/ et EBx. 7/, b/)

EXERCICE 15 - Potentiel d'un processus dans l'espace a4 deux dimen-
sions - Soient X(t) et Y(t) deux processus & accroissements

indépendants stationnaires et positifs, indépendants 1l'un de
ltautre, et soit
~t¥, (N) ~ ¥, ()

A x(t) - p (%)

Bl e €

leurs lois. 4ie potentiel U (dx,dy) est défini, comme ci-

dessus, comme 1'intégrale

U (ax,ay) =‘/ﬁth(dX) Pl (ay) b
o]

(F., Bi lois de X(t) et ¥(t) ).

a b
a/ Soit U(a,b) =‘/( a/f U (dx,dy). Hontrer :
(0] [¢]

U(a,b) =_g( [ 1= G () 1 [ 1= Gu(t) ] at

(¢, 6,

X(t) et Y(t) respectivement.)

lois des temps d'atteinte Ta de a et T% de b par

i T, , désigne 1'instant ol le point [x(t), ¥Y(t)] sort
b

du rectangle (o, a, b), on a :
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BT, %t ) = [1-0c,(0)][1-6t)]

et par suite : E(T .)= U(a,b)
a,b
y Plus généralement, la valeur U (A) de
o SJW,V la mesure U(dx) pour un borelien A du
) ] s L .
5\\j“‘/ﬁi plan est l'espérance du temps de sé
Lr” jour dans A.

b/ On désignera par T, le temps d'atteinte de a par X(t),
Y (Ta) la valeur de Y(t) en t = T, €t T} le temps d'atteinte

de b par Y(t). Montrer que l'on a 3

q — 1
Iy, To,b T To=y (1))

. . _ ' 3
(& condition de poser TE—Y(Ta) = 0 pour Y(Ta)_>-b, clest-a
dire pour Té < Ta)° Passer aux espérances : en désignant
par Ha(dy) la loi de Y(Ta), et par U' le potentiel de Y(t),
montrer s

b
U'(b) = U(a,b) + { U (b-y) Ha(dy}

T
¢/ Cas ol X(t) et Y(t) ont la méme loi stable e i

ILe potentiel U(dx,dy) a pour transformée de ILaplace

Il admet la représentation intégrale
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2]
osan+a” =&

a
U(a,b) = —2e - Sll’lOC‘ﬂ? b— " ay
’
r'(1+a) tra) ;2 +2ay o

[utiliser ¢/, déduire U'(b) de ex. 14/, f/ et H (dy) de Ex.

7/, ¢/ et Ex. 6/, v/].



