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N peut, & heure actuelle, admettre, comme une certitude expérimentale,
O que les teneurs, dans un gisement, se répartissent suivant la loi théorique
dite lognormale. L’importance, pour la recherche miniére, des méthodes
statistiques fondées sur cette loi ne provient pas seulement du gain de précision
qu’elles apportent, ni méme du calcul d’erreur qu’elles justifient. Elle provient
surtout de Uexplication qu’elles donnent de Uexistence d’une erreur systématique
d’échantillonnage, erreur particuliérement sensible dans le cas d’une reconnais-
sance par sondages, et conduisant invariablement a la surestimation de la teneur
moyenne, et de la correction rigoureuse qu’elles permettent d’y apporter. Certains i
spécialistes jugent inutile le recours & une loi théorique, puisque, disent-ils,
il suffit de raisonner sur la distribution empirique des teneurs des carottes de
sondage. Cela serait parfaitement exact, si, lors de Uexploitation Suture, le
minerat devait étre sorti sous forme de petits morceaux, de la taille d’une carotte,
que Uon étalerait au jour, et trierait un par un. En fait, le minerai est sorti par K
paquets de plusieurs tonnes, et il va de soi que la distribution des teneurs deblocs ;
de plusieurs tonnes n’est pas la méme que celle de petits morceaux de la taille
d’une carotte. Telle est Porigine de Uerreur systématique, erreur que permet
seule d’éliminer une théorie capable de déduire, de la loi de distribution des
carottes, celle des blocs de plusieurs tonnes. |

L’exposé ci-aprés comporte trois parties principales. La premiére énonce les
propriétés générales de la loi log normale, ou, du moins, celles qui peuvent servir R
& lévaluation d’un gisement. La deuxiéme définit les conditions de I’application |
de la lot au cas d’un gisement, et tente de résoudre la question de erreur systéma-
tique. Dans une troisiéme partie enfin, est traité un exemple de calcul complet,
portant sur une minéralisation en plomb argentifére. La parfaite compréhension i
des démonstrations mathématiques ne suppose rien de plus que la connaissance -
des propriétés générales de la loi normale, & une et & deux variables. Ces proprié- .
tés sont exposées dans tous les traités, méme élémentaires, de calcul des probabi-
lités ou de statistique.
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|. GENERALITES SUR LA LOI LOG-NORMALE

CE titre a pour objet de réunir toutes les formules  f(I

utiles. Les précautions 3 prendre dans leur
emploi seront précisées dans le titre suivant :

A. Définition et exemples

L’expérience montre qu’un grand nombre de phéno-
meénes, naturels ou économiques, se manifestant sous
la forme d’une grandeur dont la mesure est obligatoi-
rement comprise entre 0 et V'infini, obéissent, non pas
a la loi normale symétrique, mais 4 une loi dissymétrique,
présentant une queue allongée dans la direction des ' x
grandes valeurs de x (fig. 1). Citons par exemple :

— la répartition des fortunes dans un pays; f Lix)

— le nombre d’habitants des différentes communes
de France;

— la surface des différents pays du monde;

— la superficie des terres émergées en fonction
de Paltitude;

— la granulométrie des matériaux naturels (sables,
graviers) ou artificiels (concassage, broyage);

— le débit d’un fleuve; Lx

- les teneurs dans un gisement. o Fig. 1-
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Dans tous les cas, on constate que si, au lieu de x,
on porte en abscisse log x, la courbe des fréquences
prend la forme familiére de la courbe en cloche. Autre-
ment dit, ce n’est pas x, mais son logarithme qui est
distribué suivant la loi normale. C’est pourquoi la loi
de répartition de x est dite log-normale.

Effet proportionnel. — On peut expliquer philoso-
phiquement Vapparition de la loi log-normale grice
a la notion d’effet proportionnel. En ce qui concerne
la répartition des fortunes dans un pays, par exemple,
il est intuitif qu’il est aussi facile, 3 un homme possédant
un milliard de gagner un million, qu’a un homme
possédant un million de gagner mille francs. De méme
Ihistoire montre qu’il est aussi facile & un pays de
5 millions de kilométres carrés d’annexer 5000 kilo-
métres carrés, qu’d un pays de 500000 kilometres

sarrés d’en annexer 500. Autrement dit, 1’élément

crs . . . ) . do
différentiel représentatif n’est pas dx, mais & Cest-
€I
a-dire la différentielle de Lx. Posons donc :

dz
dy == = L
y=— ou y 1
On sait que I’addition d’un grand nombre de petits
effets indépendants, ici représentés par des dy, engen-
dre une variable normale. On doit donc s’attendre
i ce que y soit une variable normale, donc x une varia-

ble log-normale.

Cas d’un gisement. — Dans le cas d’un gisement,
on a bien l'intuition que le passage d’une teneur de
10 9%, i une teneur de 11 9, est un phénoméne équiva-
lent au passage de 1 %3 1,1 %. M. Allais (1) a remarqué
que, dans ce cas particulier, la loi de I'effet proportion-
nel pouvait se rattacher a la loi physico-chimique
d’Action de Masse. En effet, la genése d’un gisement
s'explique par un ensemble d’équilibres chimiques
du type :

aA+EB=19C-+-8D
Et 1a 1oi d’Action de Masse nous apprend que les varia-

tions des concentrations des différents constituants
A, B, C, D... sont liées par des relations du type :

dA dB dC dD
exTeg—rg 5"
de sorte que D'élément différentiel significatif n’est
. dA
pas dA, mais —
Toute variation fortuite d’une des concentrations

se répercute sur toutes les autres suivant la loi de Ueffet
proportionnel.

(1) Référence : a.

ANNALES DES MINES - = - - o, g iis 70070

Si maintenant on remarque que «laffinité», ou
énergie libre, d’une réaction est une fonction linéaire
des logarithmes des concentrations des différents
constituants, on voit qu'admettre une répartition
log-normale des concentrations revient - & admettre
une répartition normale des énergies libres, et une
répartition normale d’une énmergie apparait comme
assez satisfaisante pour l'esprit.

Définition mathe'matiqué de la loi log-normale. —
Soit Ly la valeur moyenne de Lx (log-neperien), et
o* sa variance. ’

La probabilité pour que LX soit compris entre

Lx et Lx + d (Lx), donc x entre x et x -+ dx est, puis-
que Lx est une variable normale : -

- (==Lyp
1 20
I(x)dw—_—vﬁ'a- ¢ d(Lx)
L(Z
_H5)
1 20" dr
= ama x

La fonction de fréquence, ou densit¢ de probabi-
1ité, est donc :

(1)

Par définition de la fonction de fréquence, I’expres-
sion f(x)dx représente, en pourcentage du tonnage
total, le tonnage du minerai dont la teneur est comprise
entre x et x + dx. Toutefois, aussi bien pour les démons-
trations théoriques que pour les calculs pratiques,
il est préférable d’effectuer le changement de variable
suivant : '

(2] c=—L= soit ax=7ye”

Q-

R &

En effet, z est une variable normale réduite : sa fone-
1 N2 - .
tion de fréquence est \7—2—% ¢~ * et les tables de statis-

tique donnant la valeur numérique de 1'intégrale

(3) o= | —=

\

il y a tout intérét 4 pouvoir utiliser les données ainsi
disponibles.

B. Les paramétres y et o°; Les moments

La médiane y. — Par définition, Ly est la valeur
moyenne de Lx. On en déduit que 7 est 2 la fois la
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médiane de la variable aléatoire X (il y a, en effet,
une chance sur deux pour que Lx soit supérieur 4 Ly,
donc également une chance sur deux pour que x soit
supérieur 3 y), et la moyenne géométrique de X, puis-
que Ly est 1a moyenne arithmétique de Lx.

La variance o® — C’est la variance de Lx. Elle
donne une mesure de la dispersion relative de x. Ces
deux paramétres, y et o, suffisent 4 déterminer la loi.
Nous indiquerons tout & l’heure comment les cal-
culer.

Les moments. — Par définition, on appelle moment
d’ordre n, 1’expression :
(ea)
m, === :Eif(.z‘)(/.r

Y

Compte tenu de la formule (2), on peut écrire :

400

"

m, == \/_"_7? yrenog: —3g d:
- —00
Cette expression s’intégre aisément. On trouve :
nig?

) m, ==13ne -

i

En particulier, la valeur moyenne de x \n =1) a
pour expression

a?

me=ye?

a® est une variance logarithmique; la variance vraie
de x est égale 4 :

2

6 =m, —mP=m¥e™ — 1

Cette expression montre bien que o* mesure une
dispersion relative.

Estimation de y. — Le meilleur estimateur de Ly
est :
1 =
(7) I,)*,z.r; 3 Lz
o i=]

c’est-d-dire la moyenne arithmétique des teneurs des
n échantillons. Lx étant une variable normale, il en est
de méme de Ly*. La valeur moyenne de Lv* est Ly,
et sa varianceo?/n. Par suite, y* est une variable log-
- normale, de méme variance, et de médiane v. La valeur
moyenne de y* n’est pas y, mais ye?/?". y* est donc
un estimateur biaisé. En pratique, n est assez grand
pour qu’il n’y ait pas lieu de faire une correction de
biais,

A LE ‘X —.53 )
En ce qui concerne la précision de y*, on peut dire
qu’il y a environ 95 chances sur cent pour que la valeur
véritable de y soit comprise i Pintérieur de Iinter-
valle : ‘ . '
20 20

»* e\/r-l _yfe\/':l

En toute rigueur, il faudrait connaitre la vraie valeur
de oalors que I'on n’en a qu’une estimation. Pratique-
ment, n est assez grand pour que l'on puisse négliger
de telles subtilités. ' B

Estimation de la variance o®. — La théorie de la
loi normale montre que le meilleur estimateur de
a® est :

8) o= 3 (Lz,—Ly*p

b

YR

1 faut prendre n-1, et non pas n, parce que, en
remplacant Ly par son estimation Ly*, on a diminué
d’une unité le nombre des « degrés de liberté ». Dés
que n est assez grand, o*? est pratiquement une varia-

D

ble normale, de valeur moyenne 52 et de variance _l
n -

Il y a donc 95 chances sur 100 pour que la valeur
véritable de o? soit comprise dans ’intervalle :

wf | _« 2—] el '2_]

C. Estimation de la moyenne m

La pratique habituelle consiste 2 prendre la moyenne
arithmétique. Ce procédé parait tout naturel; cependant,
ce n'est pas le meilleur. On aura toujours une plus
grande précision avec ’estimateur

0'!
9 m*==y*¢ 2

VT

En effet, m, produit de deux variables log-normales,
est une variable log-normale, de variance logarith-

3 1]

. T, o .
mique — -, donc de variance brute :

o a*n + sifan 9 4
9 ‘ . .
2= "‘2["‘ - l} #%(7+5)

De son cété, la moyenne arithmétique ordinaire
(qui n’est pas une variable log-normale) a pour variance :
2 m at

= ,T<e°’—1>=f<a2__;_2_;+g?+‘g+.....>

2 n

4

expression toujours supérieure i la précédente. Dés
que o est de ’ordre de I’unité, valeur tout a fait courante,
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la différence devient énorme, et Krige (¢, d) a montré
l'importance du gain de précision apporté par la for-
mule (9).

L'estimateur (9) n’est pas, en fait, le meilleur esti-
mateur possible; c’est plutét estimateur de Sichel .
En pratique, n est assez grand pour qu’il n'y ait pas
de différence appréciable entre ces deux estimateurs.
i y a — approximativement — 97,5 chances sur 100
pour que la valeur réelle de m soit supérieure 3 Km*,

le coefficient de sécurité K étant donné par la for-
mule :
*2\/:4;'
(10) Kee Vo 20

D. Décomposition par tranche de teneur

Une fois y et o déterminés, des formules purement
mathématiques permettent de déterminer, en pour-
centage du tonnage total, le tonnage compris entre
deux teneurs x, et x,, ainsi que la teneur moyenne
de cette tranche.

z,———;-LG?) :2=£L(';7’>

Le tonnage correspondant aux teneurs supérieures
A x, est donné par :

Posons

(11)

(2]

(1

) ' T =-Gizy)
Le tonnage compris entre %y et x, est dorné par :
(13) TP =G (1)~ G(z)

Teneur moyenne de la tranche correspondante. Elle
est égale 4 :

On trouve :
Gz, — o) - Gz, — &

(14 —
\ ) G(z,) — Gy

2
1
Si x, est infini, c’est-d-dire si ’on considére le mine-
2
rai & teneur supérieure a x,, on trouve :

(15)

my=um

: annexe J.

(1) Référence e. Voir aussi

'ANNALES DES MINES

Remarque. — Si Yon écrit cette relation sous la

forme : ok

mTG{z)) = mTG{:, — o)

T étant e tonnage de minerai total, le premier membre

représente le tonnage métal compris dans la tranche
considérée, et mT le tonnage métal total : G(z; — o)
représente donc le pourcentage du tonnage métal
compris dans cette tranche. '

E. Les corrélations

i

Etant données deux variables aléatoires log-normales
X et Y, qui seront ici les teneurs en métal A et en métal
B d’un méme échantillon, nous définirons le coefhi-
cient de corrélation p comme le coefficient de corré-
lation de LX et LY, variables normales. Les résultats
classiques de I’étude des corrélations entre variables
normales s’étendent d’eux-mémes au cas log-normal.
On sait que le coefficient ps toujours compris entre
+ 1 et —1, donne une mesure du degré de dépen-
dance des deux variables. p = O signifie I'indépendance,
tandis que les valeurs extrémes, 4+ 1 et — 1, corres-
pondent au cas ot il existe une relation fonctionnelle
entre X et Y.

Calcul du coefficient de corrélation p- — Soient
71 6t ¥y 0y et 0, les médianes et écarts-types logarith-
miques de X et Y. On évalue p par la formule sui-
vante :

I & {Lr—Ly) (ly =Ly,
n—1"" o, T,

(16) | r—=

izl

La variable aléatoire r n’est pas normale. Des tables
donnent, en fonction de r, les valeurs extrémes que p
n’a pas plus de 5 chances sur 100 de dépasser. Il
est trés important, en particulier, d’apprécier si r est
significativement différent de zéro ou non.

Seul le coefficient dé corrélation permet de substi.
tuer 4 la notion géologique qualitative de « liaison »
entre deux minéralisations, une mesure rigoureuse
de leur degré de dépendance.

Calcul rapide de p- — On construit, en coordonnées -

logarithmiques, le nuage de corrélation - portant
en abscisse Lx, et en ordonnée Ly; chaque échantillon
est représenté par un point, et Pensemble des n échan-
tillons, par un nuage de points. Cette notion de nuage
est extrémement utile dans la pratique, parce qu'elle
donne - une image géométrique intuitive des lois de
répartition. v L
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Ayant construit le nuage, on trace les axes passant
par le centre de gravité (Ly;, Ly,), et on compte le
nombre des points contenus dans chacun des qua-

drants (fig. 2).

| ;
4 . |
. !
dell
Lpg [------ S e
.:.": .
3 . 2
]
' Lz
L}L{
Fig, 2,

Soit N; le nombre des points contenus dans le 1¢r
et le 3e.

Soit N, le nombre des points contenus dans le 2¢
et le 4e;

La formule :

Pd
>

i \ o 7:‘._,—--
\17} " ==N1n 9 :\,+L\,

fournit une évaluation de ¢, un peu moins précise,
mais de calcul plus rapide.

Ayant calculé r, deux cas peuvent se présenter.
Si r est nul, ou non significativement différent de zéro,
le nuage, en coordonnées logarithmiques, présente
une allure elliptique, les axes de 1’ellipse étant paral-
léles aux axes de coordonnées, X et Y sont indépendants.
Si, au contraire, r est significativement différent de
zéro, x et y ne sont pas indépendants, et le nuage
affecte la forme d’une ellipse, dont les axes sont obli-
ques. La pente du grand axe a le méme signe que p.

Loi d’action de masse. — Lorsque p est égal 4 £ 1,
Pellipse se réduit 3 une droite, et il y a une relation
linéaire entre les logarithmes de x et de v. Si 2 = +- 1,
la relation entre x et y s’écrit :

1 1
| AT T
W )G
Pour p = — 1, elle s’écrit :

o GG

Dans les deux cas, elle est de la forme de la loi d’ac-
tion de masse. On doit chercher s’il existe un équilibre

chimique, géologiquement possible, entre les métaux"
Afet B, les coefficients de A et de B étant proportion-

nels 2 1/, et 1/, . L’apparition de laloi d’action de masse
n’a rien d’étonnant elle est conforme 2 la nature pro-
fonde de la loi log-normale. - :

En pratique, r n’est jamais rigoureusement égal a
1. Le seul fait qu’il existe une erreur d’analyse chi-
mique, laisse subsister une variance résiduelle pour ¥
lorsque x est fixé. Mais si r est de I’ordre de =+ 0,95,
on peut sans crainte admettre que p est égal 3 +1,
et écrire la loi d’action de masse. C’est ainsi, par exemple,
qu'au gisement de manganése du Djebel-Guettara (k)
on a trouvé, entre manganése et arsenic, un coefficient

de corrélation négatif, égal 3 — 0,97, Les écarts-types,.

oy et oy, étant dans le rapport de 1 4 8, 1a relation s’écrit

ici : < - PR -

(As) Mn)® = constante,

et doit é&tre interprétée par une équation chlmlque

du type : SHE
As + 8Mn = quelque chose.

Formule des Minerais connexes. — En général
cependant, P> tout en ayant une valeur notable, n’est
pas assez voisin de + 1 ou — 1 pour que l'on puisse
admettre une relation fonctionnelle entre x et y. On
est conduit A étudier la loi de probabilité de y, lorsque
x est fixé (loi conditionnelle : quelle est 1a valeur moyenne
des teneurs en zinc, lorsque la teneur en Pb est de 4 %,
par exemple, et quelle est leur dispersion?)

En transposant les données classiques de 1a loi nor-
male 3 deux variables, on voit que lorsque x est ﬁxe,
Ly est une variable normale, mais :

1° Sa moyenne n’est plus Ly,, mais :
Ly, +p2 L( )

20 Sa variance n’est plus o,?, mais 7, (1 — p?, donc
plus faible. . .

Elle est indépendante de y.

On en conclut que, pour x fixé, y est encore une
variable log-normale, mais :

1° Sa médiane n’est plus y,, mais :

Y2 [;I]g avec : = p

20 Sa variance n’est plus o,%, mais a'.,,2 (1 — p‘)

Par suite, la moyerme de v, pour x ﬁxe, est & aprés
la formule o) : Co

:‘2() S I"Q(L)=y2 [

U XI55

LN
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Si nous considérons maintenant non plus une valeur
fixée de x, mais une tranche de teneur définie par x,
et x,, la valeur moyenne de x dans cette tranche est
donnée par la formule (14). I est possible de calculer
également la teneur moyenne de y pour I’ensemble
des échantillons pour lesquels x est compns entre
x; et x,.

En effet, posons :

eI a—g L(Z) g L(2)

Le tonnage de cette tranche est donné, en pourcen-
tage, par :

~_l_:__ "Z/zd,_G(.\_G.
\/27! =1 ("')
%
L -2, ;
_\/Tr} e d:  représente le tonnage compris entre

¥1e55(1 —4—01/(1-_. x -+ du
tonnage dont la teneur moyenne en B (valeur moyenne
de Y pour cette valeur de %) est d’aprés (20) et (21) :

e =g Bocror 0P
N ;

%
(8=r 2

" Or, la valeur moyenne de y dans la tranche x; — x,
est':

r=1ye%° ¢t

mg(;vl'wQ) = 1 e, — Y,
7;?] ) e dz

ANNALES DES MINES

L’intégrale du numérateur est égale A :

. 1)
1 *z, Boy: + oy (__fp_ — s
ers 7 e a

[}

0.2/2 ST R 1t LN
L (T
Ver ) =

= mg[G(z) --poy) — G(29 — pa)]

La valeur moyenne de y, dans la tranche x, x,, est
donc donnée par la formule suivante, dite formule des
minerais connexes :

Gz — Po'-z) — Gl — Pa:)
G{z)) — G(z)

22) Mafir|, o) == mq
On remarquera I’analogie avec. la formule (15).

Si x, est infini, c’est-a-dire si l’on ne considére que
le minerai & teneur x > x,, la valeur moyenne de y
est :

(23) ma(Ty) = ma “(:l(;(———:f)k—.i)

5

G(zy — poy) represente le pourcentage du tonnage
total du corps B compris dans cette tranche.

Il. APPLICATION DE LA LOlI LOG-NORMALE AU CAS DES GISEMENTS

PRES avoir exposé les généralités, passons &
Papplication au cas des gisements. En fait,
toutes les formules utiles ont déja été données, et un
exemple pratique nous montrera la maniére de s’en
servir. Toutefois, et afin d’éviter un emploi mécanique
de ces formules, pouvant conduire & de graves erreurs,
il est nécessaire de préciser quelques points délicats.
Avant de faire des calculs, il faut réfléchir, sous peine
de n’obtenir que des résultats dénués de signification.
Au contraire, une étude critique des données met
souvent en lumiére des faits nouveaux, méme des
faits géologiques. II convient de parler, d’'une part,
de la notion de population, et en particulier de son
homogénéité ou de son hétérogénéité; de l'autre, de
certaines propriétés de la variance, importantes pour
les calculs pratiques. ’

A. Notion de population

S’l s’agit d’étudier, par exemple, la loi de répar-
tition de la taille des frangais, la population, au sens
statistique, est définie sans ambiguité, comme Pensemble
des tailles, mesurées en centimétres, de chacun des
frangais. Dans le cas d’un gisement, la population
est constituée par I'ensemble de toutes les teneurs
possibles. Mais il est essentiel de premser qu'il sagit
des teneurs de morceaux de minerai de quelques
kilogrammes ou de blocs de plusxeurs tonnes. La teneur
moyenne sera bien la méme, mais non pas la-disper-
sion. Dans le cas d’un filon, il est plus représentatif
de considérer, non pas les teneurs, mais les produits
des teneurs par la:” hauteur minéralisée. Mais il
faut alors préciser la surface de référence. Il y a
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donc deux fagons possibles de définir la population :

1° On considére le gisement comme formé par la
juxtaposition d’un grand nombre de blocs jointifs
de méme volume v et de méme forme géométrique.
v peut &tre quelconque, mais doit &tre fixé une fois
pour toutes. La population est alors constituée de
Pensemble des teneurs de chacun des volumes v. Lors-
qu’on cherchera a évaluer le gisement, les échantil-
lons prélevés 'devront tous dtre des volumes v.

20 Qu bien on considére la surface S correspondant
& Dextension du gisement comme formée de la juxta-
position d’un grand nombre d’aires jointives, de méme
surface s et de méme forme géométrique. A chaque
aire correspond une hauteur % de minéralisation.
La population est alors constituée de U'ensemble
des produits hx de la puissance’ minéralisée h par
la teneur correspondante pour chacune des surfaces s.
Au lieu de hx, il est plus rigoureux de considérer
phx, p étant la densité; p, en effet, est en général
d’autant plus élevée que la teneur x est plus forte.
phx est un poids métal[métre carré. En fait, la variation
de p est presque toujours négligeable, et il suffit de
considérer les Ax. Lorsqu'on cherche 4 évaluer le gise-
ment, les carottes, ou les saignées, devront toutes
avoir une section égale i s.

Donc, il y a deux méthodes d’attaque : les volumes v
et les surfaces s.

Méthode des volumes v. — Elle conduit directe-
ment 4 la teneur moyenne (valeur moyenne de x) et
a la dispersion. Il faut I’employer chaque fois que
toutes les dimensions du gisement sont du méme
ordre de grandeur, c’est-d-dire lorsqu’il s’agit d’un
amas. Lorsque le gisement se présente sous forme de
lentilles plus ou moins superposées, et réparties irré-
gulidrement, il peut y avoir avantage 4 utiliser la méthode
des volumes v, qui permet une analyse plus fine. Lors-
que les volumes v sont représentés par des volées,
‘ou des carottes de longueurs irréguliéres, il est tout
A fait 1égitime de se servir des teneurs non pondérées
a condition qu’il n’y ait pas de corrélation entre la lon-
gueur de la volée ou de la carotte et la teneur corres-
pondante. '

Méthodes des surfaces s. — Elle s'impose dans le
cas d’un gisement filonien ou en couches minces; il y a,
en effet, presque toujours corrélation entre A et x, x étant
par exemple d’autant plus faible que A est plus grand.
Les hx comme les x, suivent la loi log-normale. On
évaluera le hx moyen par la formule (5). En divisant
par la valeur moyenne de A, on aura la teneur moyenne.
S’il s’agit d’un filon ou d’une couche mince, et que
les conditions d’exploitation obligent & dépiler une

a

hauteur %' supérieure & la puissance A du filon ou de

. - - ho , o
la couche, 1a teneur est égale 2 T K’ étant constant,
hx doit 8tre alors considéré comme une véritable
teneur, et sa dispersion comme celle des teneurs elles-
mémes. Nous reviendrons plus loin sur le cas ol A
n’est pas toujours inférieur & &' ‘ ‘

Homogénéité et hétérogénéité. — Ayant judicieu-
sement choisi la méthode, il peut arriver que les teneurs
d’échantillonnages ne suivent pas la loi log-normale.
Or P’échantillonnage donne une image d’autant meil-
leure de la distribution réelle qu’il y 4 davantage d’échan-
tillons. Si donc le nombre des échantillons est déja
important (une trentaine au moins}, et si la répartition

n’est manifestement pas log-normgle, on doit suspec-

ter une hétérogénéité. ~

Hétérogénéité, cela signifie q‘ﬁ'e la minéralisation
n’appartient pas i un type unyue, mais se répartit
entre deux ou plusieurs typed géologiquement dis-
tincts.

:

La fagon la plus simple de méttre en évidence une
hétérogénéité consiste, & condition que les échantil-
lons aient été analysés pour fleux constituants au
moins, & construire le nuage de corrélation en coor-
données logarithmiques. Sl y a hétérogénéité, les
points se répartiront entre deux ou plusieurs groupes
elliptiques qui apparaitront de fagon intuitive. Si les
ellipses en question ne se chevauchent pas trop, ce
procédé trés simple permettra méme de séparer les
différents types. Méme s'il y a chevauchement, une
étude géologique, orientée sur 'idée de I'existence
de plusieurs types, donnera une interprétation de
cette distinction, et fournira un critére permettant de
séparer les types composants.

Une fois cette séparation faite, on s’apercevra géné-
ralement que chacun des types constitue une popu-
lation log-normale homogene, avec ses parameétres
propres. L’analyse statistique permet ainsi de fonder
des distinctions géologiques non évidentes a priori.

Frange minéralisée. — Dans tous les cas, ou presque,
on s’apercevra que le nuage elliptique de points bien
groupés est accompagné, vers les faibles teneurs,
d’un nuage de points beaucoup moins dense et plus
dispersé. Ces points constituent la frange faiblement
minéralisée du gisement. Les couches correspondantes
ne font plus partie du gisement, mais le prolongent
a la maniére d’un halo. Le plus souvent, mais pas tou-
jours, un simple tronquage des faibles teneurs, effectué
a un seuil convenablement choisi, permet d’éliminer
cette frange. Il importe de bien préciser que le seuil, ou
teneur limite du tronquage, est absolument indépen-
dant de toute idée d’exploitabilité. 11 est généralement
inférieur A la limite d’exploitabilité, mais il peut aussi
lui étre supérieur. Les calculs doivent porter sur tou-




’

58 — XII

ce qui est supérieur a ce seuil, et non pas sur ce qui
est supérieur A la limite d’exploitabilité. C’est seule-
ment une fois y et o® déterminées, pour Y’ensemble
de la population ainsi définie, que la teneur limite
doit étre introduite, par le biais du calcul des tranches
de teneurs. Nous verrons plus loin qu’en procédant
autrement on risque de commettre de graves erreurs.

i
J

B. Les propriétés de la variance

Avant de justifier ce qui a été dit plus haut, sur la
nécessité de connaitre les paramétres avant de pro-
céder & un tronquage, démontrons d’abord ume pro-
priété purement théorique, mais assez instructive, de
la variance. ’

l° Existence d’une limite supérieure de la va-
riance (h)

En effet, étant donné un gisement de teneur moyenne
m, on congoit trés bien que la plus grande disper-
sion possible, donc la plus grande variance brute
32 est obtenue dans ’hypothése ou chacun des volumes »
est constitué soit par du minerai pur, de teneur x,,
soit par du stérile pur, de teneur 0.

‘Soit p la proportion des volumes v de teneurs x,.

On a :

m = px,,.

La variance, est dans cette hypothése, égale a

St ply, — m)?P - {1 —pjm?

m Ly RGN X,—m m? e il .
B i ! 1 — JINT == HI(\.l T ;

Ty

Telle est la plus grande variance possible. Pour
la distribution réelle, log-normale, la variance . 2 est :
Nimemte” — 1
On doit nécessairement avoir
- w2

Ty

On en déduit immeédiatement

£
2 "

2h; o< 1.
’ n

Cette inégalité trés simple montre que, plus m est
voisin de x,, plus la limite supérieure de la variance
est basse. Telle est Uexplication du fait bien connu
que les gisements & haute teneur moyenne sont générale-
ment peu dispersés, et inversement.

ANNALES DES MINES

2° Permanence de la log-normalité par rappoi-i
avetV (ou s etS)

Dans ce qui suit, nous utiliserons la premiére défi-
nition de la population (gisement de volume V consi-
déré comme la juxtaposition des volumes v). Les conclu-
sions seront également valables pour la deuxiéme
définition, 2 condition de remplacer v et V par s et S.

Cette définition comprend deux parametres suscep-
tibles de variation. D’une part le volume v : que se
passe-t-il si je définis la population & partir d’un autre
volume v/, quel rapport y a-t-l entre les populations
des v et des v’, dont chacune représente le méme gise-
ment de volume V? D’autre part le volume V lui-méme :
que se passe-t-il, en effet si au lieu de considérer le
gisement V entier je n’en considére qu’une portion
de volume V' ? Quel rapport y a-t-il entre la population
des v dans V; et la sous-population, extraite de la pré-
cédente, des v dans V' ? _ . :

Intuitivement, on se rend compte que la dispersion
doit éire d’autant plus faible que v est plus grand
et que V' est plus petit. C’est bien ce que 'on observe :
les échantillons représentant des volées sont moins
dispersés que des carottes, et d’autre part, lorsqu’on
découvre une extension d’un gisement, la dispersion
des résultats antérieurs i cette découverte est plus
faible que celle des résultats d’ensemble. On peut
aller plus loin, et se demander si la loi reste log-normale
lorsque » et V varient.

En fait, 'expérience montre qu’elle le reste, mais
ses paramétres y et o se modifient. Cette permanence
de la log-normalité, vis-a-vis de v et de V, n’est pas du
tout aussi naturelle qu’elle le parait. En effet, un échan-
tillon de volume 2v peut étre regardé comme la jux-
taposition de deux volumes v contigus. Sa teneur x
est la moyenne arithmétique des teneurs x; et x, des
deux volumes v voisins. On sait que la moyenne arith-
métique de deux variables normales indépendantes
est toujours une variable normale. Dans le cas de la
loi log-normale, il n’en est pas de méme, parce que
log (%, + %) n'est pas égal a log (x,) + log (%2). On
démontre, en fait, que la moyenne arithmétique de
deux variables log-normales indépendantes n’est pas
une variable log-normale. . ______._. o

Comment concilier ce fait avec la permanence de
la log-normalit¢? On doit conclure que les teneurs
%, et 2, de deux volumes v voisins ne sont pas indépen-
dantes. Cette notion de corrélation entre teneurs de
volumes voisins exprime trés bien la constatation
empirique de Dexistence d’une certaine continuité
de la minéralisation. Il est évident pour tout le monde
qu’une zone contigué & une zone riche a plus de chances
a priori qu'une autre d’dtre riche également. L’étude
des corrélations entre les troncons de carottes suc-
cessifs d’'un méme sondage conduit toujours, en effet,

ey e -
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& des coefficients p positifs, significativement diffé-
rents de 0.

3° Hypothése et formule de Krige (c)

Ce sont ces corrélations qui assurent la permanence
de la log-normalité, mais par quel mécanisme analy-
tique, nous n’en savons rien actuellement. Toutefois,
cette permanence est un fait expérimental; nous expo-
serons tout & I’heure la théorie approximative de de Wijs,
qui permet d’en comprendre la raison profonde, et
nous tenterons d’en donner une démonstration plus
générale.

Pour linstant, nous admettons cette permanence
a titre de postulat. Voyons quelles conséquences en
découlent.

Soit un gisement de volume V et de teneur moyenne m.
Il peut é&tre considéré comme la juxtaposition d’un
grand nombre de panneaux de méme volume Vi.
Chacun de ces volumes Vi a une teneur m. variable.

Fig. 3.

A son tour chaque Vi, de teneur m; peut étre consi-
déré comme la juxtaposition d’un grand nombre de
petits volumes v, tous égaux entre eux. Soit x la teneur
d’un volume v (fig. 3).

Du postulat de la permanence découlent les consé-
quences suivantes

a. Les m; forment une population log-normale
dans V; soient ' leur médiane et o2, leur variance.

b. Dans chaque Vi, les x forment une population
log-normale, de moyenne m; par définition. Seit o%
leur variance. Rien ne permet, a priori, d’affirmer
que o%; soit le méme dans tous les Vi.

¢. Dans V tout entier, les x forment une population
log-normale; soient y leur médiane et o® leur variance.

Etudions la corrélation entre la teneur m; d’un
volume Vi, et les teneurs x des v contenus dans ce Vi.

Soit p le coefficient de corrélation entre x et mi. Lors-

que m; est fixé, la variance de x est égale 3 &% (1 — p?).
Elle est indépendante de m; Mais la variance de x
a m; fixé n’est pas autre chose que la variance o2 des x
dans le Vi correspondant, donc : :

IS 1 2 42
{25) gi=0ac}l —p

La variance o2 de x est la méme pour tous les Vi. —
Ce résultat, posé par Krige 3 titre d’hypothése, appa-
rait ainsi comme une premiére conséquence de la per-
manence de la log-normalité.

La valeur moyenne de x, 3 m; fixé, est donnée par
la formule (20).

21_ ?
ea(o il

26) m,(m;) =7[;—J Pay

Par définition, cette moyenne doit étre égale @ m. —
On en déduit immédiatement

. N a
Vi i
27 p=

Portons cette valeur p dans la formule (25). I vient :

28, o’=0d'+o,°

Telle est la formule de Krige. La variance des v
dans V est égale a la somme de la variance des v
dans Vi et de la variance des Vi dans V. Elle est donc
supérieure & chacune de ces deux variances, comme
annoncé au 2° ci-dessus.

Conservation de la moyenne m. — Il faut naturel-
lement vérifier que les x et les m; ont méme valeur
moyenne m dans V. Les x ont pour teneur moyenne,

dans V :

g,
my=1ye

etlesm; :

ol
mg—y’ e 72
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Mais 7' est la médiane des m; dans V. Or chaque m;
est égale A

a'.‘,"
n=y, e

0% étant constante, et ¥; étant la médiane des x dans
le Vi correspondant. La médiane 5’ de m; dans V est
donc égale 3 la médiane de y; multipliée par e’
Mais la médiane ‘de y; dans V n’est pas autre chose que
v (son logarithme est en effet, la moyenne arithmétique
des logarithmes des x dans V). Donc :

gitay
Mg == ye 2

et la formule (28) nous montre que Y’on a bien :

m, =m,

Conséquence. — Si l'on admet que la variance c*
ne dépend que de Vet v :
{29; a?=F(V,v)

On déduit de la formule de Krige que la fonction F
est de la forme f (V) — f(v). En effet, la formule de Krige,

en termes de fonction F, s’écrit :

F(V, v) = F(Vi, v) + F(V, Vi)

Supposons Vi fixé, et faisons varier V et v. On voit
que F est de la forme :

F(V,0) = g1(v) + &:(V)

Appliquons une seconde fois la formule de Krige.
Il vient

&1(0) + (V) = &) + &:(Vi) + &1(Vi) + gx(V)
Ceci devant &tre vrai quel que soit Vi, on en déduit :

81(0) = K — g:(»)
K est une constante indéterminée pour Uinstant.
On a donc :

F(V, ) = ga(V) + K—g(v)

Mais o® est nul lorsque V = v, donc K =0, et o®
est de la forme :

(30) o?=f(V)—[1v)

4° Conséquence pratique de la théorie de Krige

Erreur systématique d’échantillonnage. Nous avons
étudié 1a corrélation entre x et m; en supposant m;
fixé et en déterminant la loi liée de x. Dans la pratique,
le probléme posé est exactement inverse. On a prélevé
dans Vi un échantillon v, de teneur x (donc x est fixé),
et on voudrait en déduire m., teneur de Vi, ou du moins
connaitre 1a loi de m; liée par x.

“ ANNALES DES MINES LT

x étant fixé, la valeur moyenne de mi; soit m (x) est,

d’aprés la formule (20) : Sroon e

i)_ O"y(l -0
Y . 4 -
mais : T Coe
' — a4, — o,
Ly =ye 7" y==me -
a 9 o 9
P=.UZ. g=0", — 07y
On en déduit :
o’y o ot B
‘ sy =L L2
f31) miz)=m (—] a? e 20
: Sm ) L

On peut écrire cette relation sous la’ forme :

e . - |
LN o N T
(32) l m{x) ==K ' o
avec
0"!.' g d",' G'i'); .

oy apn . x 1 Ry
(33) K = [] 7 , 27

' 11

A proprement parler, cette relation signifie que si N
échantillons prélevés sur N blocs ont tous donné une
teneur x, la valeur moyenne des teneurs des N blocs
n’est pas x, mais Kx.

Autrement dit si un échantillon prélevé sur un bloc
a une teneur x, la teneur probable du bloc, c’est-a-dire
celle sur laquelle il est raisonnable de compter n’est
pas x mais Kx. Un résultat d’apparence aussi surpre-
nante mérite que P'on s’y arréte un moment. Le coef-
ficient K est inférieur A 1 lorsque x est supérieur a
me”r 2, il est supérieur 4 1 dans le cas contraire. Autre-
ment dit, si x est nettement plus faible que la valeur
moyenne du gisement, la valeur probable de m; est
supérieure 3 x et inversement.

Or les blocs Vi ont une variance o, plus faible que
la variance o? des échantillons v. Globalement, les v
sont plus dispersés que les Vi. Autrement dit, si Pon
admet, sans plus, que la teneur x de chaque v repré-
sente convenablement la teneur m: de chaque Vi, on
a une estimation correcte de m, mais on surestime
a la fois le tonnage des basses teneurs et celui des
hautes teneurs.. Si x est inférieur 4 la moyenne m,
on doit s’attendre, en moyenne 3 ce que la teneur m;
du Vi correspondant, soit supérieure & x, et inverse-
ment.

Le coefhicient de Krige, K n’exprime rien d’autre.
I a pour effet, lorsque I'on veut estimer la teneur d’un

- panneau déterminé, de corriger Pinfluence de la sures-

timation de la dispersion, ‘surestimation résultant
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elle-méme de ce que ’on a analysé non pas Vi, mais v.
Précisons bien qu’il s'agit d’une corrélation locale,
c’est-a-dire de la correction & appliquer a 1’évaluation x

f(x)

Fig. .

de - la teneur d’un panneau déterminé pour obtenir
une meilleure évaluation. Mais si, & 1a population des x,
on substitue la population des Kx, on commettra une
erreur inverse (sous-estimation de la variance). En effet,
on voit aisément que la variable aléatoire Kx est, pour
Yensemble du gisement V, une variable log-normaie
de valeur moyenne m, mais de variance o',/s* toujours
inférieure 4 o%,. La sous-estimation de la variance pro-

. . T . g% oty

vient du fait que ’on a négligé la variance ——7 de
a!

m; & x fixé, en identifiant mi & sa valeur moyenne Kx.

La somme de ces deux variances est naturellement
égale 2 la variance véritable 0%, de m..

REMARQUES. — 1. Si au lieu d’un échantillon »
on en préléve plusieurs dans Vi, la théorie précédente
reste valable. La teneur moyenne des v, estimée par
la formule (5), est, en effet, une variable log-normale

. g o'
de variance — - o Il suffit de remplacer 5% par cette
n 4

valeur dans les formules précédentes, a""). n’étant pas
modifiée.

2. 81 au lieu de la valeur probable Kx, on cherche
une valeur m’; telle qu’il y ait, par exemple, 97,5/100
chances que la valeur véritable lui soit supérieure,
i convient de remplacer le coefficient de Krige par le

coefficient de sécurité :
20 i T by

T o o
- e
m

En effet, x étant fixé, m; est une variable log-normale

300 K=

a3 g . 0':)'
. aholy - z\ 22
de variance —é;;l et de médiane m(——) o> donc 2 97,5
. m ) ;
chances sur cent d’étre supérieure a

0'27 20'.0')

FAy
m
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Si P’on se contente d’une sécurité de 84/100, on pren-
dra : ' E

ai gy

K”=[£J oy e 4

m

(35)

Cette correction n’est négligeable que si a% est trés
petit, c’est-d-dire si Uéchantillonnage est excellent.

3° Théorie de de Wijs?

Cependant, dans la marche normale de 1’échantillon-
nage on ne connait pas o®,. Il est possible de le déter-
miner, ou plutét de déterminer ¢%, en prélevant un
grand nombre d’échantillons normaux v dans Vi.
Il en faut au moins une trentaine. Dans le cas de son-
dages, il n’en est pas question. Il est pourtant possible
d’avoir une évaluation a priori de o2, par le biais
de la théorie de de Wijs. De plus, cette théorie nous
permettra d’expliquer la permanence de la loi, per-
manence admise jusqu’ici 3 titre d’hypothése.

Le raisonnement de de Wijs est le suivant : consi-
dérons un bloc de minerai de teneur m, divisons-e
par la pensée en deux blocs égaux de teneur x, et x,.

Posons :
r=(l— J)Hl

(x, —
p i il ) ou

=1

Ty = (l + J)M

d écart relatif de x, et x,, donne une mesure de la
dispersion de x; et x,. C’est un gradient relatif de
teneur. Il y a une infinité de maniéres de couper le
bloc initial en deux parties ; & chacune d’elles corres-
pond une valeur de J. & est une variable aléatoire.
Soit d sa valeur moyenne. De Wijs admet que d a la
méme valeur quelle que soit la taille du bloc initial.
En moyenne, P’écart relatif des teneurs d’un bloc et
de son voisin dans le gisement est le méme que ces
blocs fassent 1 kilogramme ou 1 tonne. Cette hypo-
thése est trés importante, et contient en germe le prin-
cipe de similitude.

Pour aller plus loin, de Wijs admet que I’écart rela-
tif est toujours égal & sa valeur moyenne d. Moyennant
cette approximation, on obtient, en coupant en deux
le bloc initial, deux blocs de teneur :

I+dmet(l—dm

En coupant de méme chacun d’eux, on obtient
quatre blocs de temeur :

(14-d2m, (L 4+ d) (1 —d)m, (1 —d) (1 --d)m, (L —d}*m

(1) Références : f et g.
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Aprés avoir répété k fois cette opératioxi, on obtient
- 2* blocs, dont :

1 4 la teneur

(14-di*m

Par suite, la probabilité pour qu’un bloc ait 1a teneur :
v (L dpFr (1 —dym

est égale A :
Cq bt
P I

Cette probabilité est égale i la probabilité pour
tirer r fois pile en jetant k fois de suite une piéce de
monnaie (loi dite binomiale). On démontre que, lorsque
k est grand, la loi de probabilité de r converge vers une

loi normale de variance égale 3 W

Or e logarithme de x est fonction linéaire de r :

: 1 —d
L= L~ AL - dl) -1 o], 174

Lx est donc une variable normale de variance :

sy g “ /n' s 1 —d 2

\d(), 0"’——~‘;‘- I l;mJ

Ainsi, lorsque k est grand, le schéma de de Wijs
montre que x est une variable log-normale, dont la
variance est donnée par (36).

Permanence de la loi. — Deux blocs v voisins ont,
dans le schéma de de Wijs, des teneurs :

wp={1 FdF" (1 —dym
pg == (] -4 (l)"'-""l (l . d}"+ I

Le bloc 2v, formé de 1a réunion des deux précédents,
a donc la teneur :

v=(1-Fdf-t (1 —d)m

On voit que les blocs 2v suivent la mé&me ioi que les
bloes v, a condition de remplacer k par k-1. k étant
grand, ces deux lois sont toutes deux des lois log-nor-
males. La permanence est ainsi assurée.

Formule de de Wijs. — La variance est donnée par
la formule (36). Par définition de %, le volume V du
bloc initial est égal & 2* fois le volume v, done :

LV

(37) k = T3

ANNALES DES MINES . L i

Et la variance est égale 4 :

(38) | o*—aLVpy
avec :

‘o 1 - I — 2

149) a= [ iy

Le paramétre @ — ou dispersion absolue — ne dépend
que de d : c’est donc, comme d, une constante carac-
téristique du gisement, indépendante A la fois de V
et de v. :

REMARQUE. — La théorie précédente suppose q;x‘e

Pon assimile & & d. Le procédé, qui consiste 3 rem.’

placer une variable aléatoire par sa valeur moyenne,
ne peut conduire qu’'a une approximation. Cependant,
cette approximation apparait comme d’autant plus
justifiée que la variance propre de 4 est plus petite vis-
3-vis de la variance o2, donc d’autant plus justifiée que
k est plus grand. Or c’est seulement pour les grandes
valeurs de k£ que la loi binomiale de de Wijs devient
la loi log-normale. Donc, dans la mesure méme ou
la loi est log-normale (et ’expérience montre qu’elle
Pest), sa permanence est assurée, et la formule de de Wijs
est valable. Cette formule peut d’ailleurs se déduire
directement du principe de similitude, sans passer
par la théorie approximative de de Wijs.

Le principe de similitude (h). — De Wijs a admis
que Pécart relatif moyen d des teneurs de deux blocs
égaux contigus était le méme, quelle que soit la taille
de ces blocs. Généralisant cette hypothése énoncons
le principe de similitude :

«La variance logarithmique (c’est-3-dire la djsper-w

sion relative) des teneurs des volumes v dans un volume
V est 1a méme que celle des teneurs des volumes Av
dans un volume AV du méme gisement. »

De ce principe résulte que o? est une fonction de la
forme g(V/v). Or la formule de Krige nous a montré
que o® est également de la forme f(V) — f(v). Seule
la fonction logarithmique peut se mettre & la fois
sous ces deux formes. On déduit donc de ce principe
que o est de la forme : :

(38) ot—alL?
v

On retrouve bien la formule de de Wijs.

REMARQUE. — En fait, o? dépend aussi de la forme
des volumes v et V, et de leur disposition relative.
Une méme carotte prise parallélement ou perpendicu-
lairement aux épontes, une carotte allongée et un bloc
ramassé de méme volume, deux portions de gisement

i
-
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de méme volume V, mais 'une en forme d’amas,
Pautre en chevelus ramifiés, ne donneront pas la méme
variance. Le principe de similitude, au sens strict,
doit s’énoncer ainsi :

«Si les figures formées par le volume v dans le volume
V d’une part, et le volume v' dans le volume V' d’autre
part, sont géométriquement semblables, A une trans-
lation prés de v ou de v/, les teneurs v dans V et de
v dans V' ont méme variance logarithmique. »

En pratique, des échantillons de forme ramassée
prélevés dans un gisement en forme d’amas (si 1’on
raisonne sur des volumes), ou des carottes prélevées
dans un gisement étendu dans les deux dimensions
(si Ton raisonne en termes de surface), vérifieront
approximativement la formule de de Wijs.

Limite de la formule de de Wijs. — Pour v trés
petit, elle conduit & une variance infinie. Or nous avons
démontré 1’existence d’une limite supérieure. En fait,
lorsque v est petit, la loi cesse d’étre log-normale.
A la limite, en effet, tous les volumes v sont ou bien
du stérile pur, ou bien du minerai pur. En pratique,
les échantillons usuels sont assez grands pour que
cet effet perturbateur, dit de noyau métallique, ne se
manifeste pas.

La dispersion absolue a. — Dans la formule (38),
. 7
ou formule de de Wijs, L \7 est un facteur purement

géométrique : «, au contraire, est un coefficient intrin-
séque, caractéristique du gisement. C’est la dispersion
absolue. Il est possible qu'a chaque type de miné-
ralisation corresponde une valeur déterminée de la
dispersion absolue. Il ne sera permis, cependant, de
Paffirmer qu’aprés un énorme travail de compilation
statistico-géologique, portant sur les types métallo-
géniques les plus variés. On congoit I'intérét que pré-
senterait une classification des gisements, fondée sur
un critére aussi précis. Les minéralisations sulfurées,
en Pb, Zn, Cu, montrent des dispersions absolues
généralement comprises entre 3/100 et 8/100. Pour des
gisements de fer, ou de manganése, elles sont de 1’ordre

de 1/1 000, ou 1/10 000.

La dispersion absolue, a, est toujours inférieure a 1.
En effet, la variance brute, d’aprés les formules (6),
et (38), est égale a :

b R K VA% .
N2 2,0 3 P

o =) 00 - | = ? — —_
o] m IC I/ m (L) lJ

.. o, : 1
a = 1 conduirait A une variance brute en -» comme
v

dans I’hypothése o les teneurs des volumes v, voisins
dans le gisement, seraient indépendantes. En fait,
elles ne peuvent pas étre indépendantes; elles sont
toujours liées par une corrélation positive, de sorte

. 1 ' .
que a décroit moins vite que = On en conclut que

Pon a nécessairement : o

(0] a<l

6° Démonstration de la permanence de la log-
normalité (b)

II est possible en effet, de démontrer la permanence
de la log-normalité, sans passer par I’'intermédiaire
de 1a théorie approchée de de Wijs, & condition d’énon-
cer le Principe de Similitude sous une forme indépen-
dante de toute hypothése sur la loi théorique. Indro-
duisons, d’abord, une notion nouvelle, la teneur rela-
tive. Soit x la teneur d’un volume v prélevé dans un
volume V de teneur m. On appelle teneur relative
de v par rapport & V le quotient : -

. £

(1] y=2

Formulons alors de la fagon suivante le principe

de similitude : «La teneur relative du volume v par

rapport au volume V, et la teneur relative ¥’ du volume

v par rapport au volume V', obéissent 3 la méme loi
de probabilité, pourvu que 1’on ait :

v v

—_— = -

v v
«De plus, la valeur moyenne de ¥ est toujours égale
A Punité, quels que soient v et V ».

Aucune hypothése n’a été avancée, en ce qui con-
cerne la loi théorique de y : on a simplement supposé
que sa valeur moyenne était toujours égale A 'unité,

. A4
et que sa variance ne dépendait que du rapport -

Dans ces conditions, considérons un volume v,
intérieur 4 un volume v,, lui-méme intérieur A un volume
v,, etc., tous intérieurs 3 un volume v, les valeurs
de ces volumes étant telles que I'on ait :

. o, v,
i“‘ L = A

) ==

N Uy Yoy n—1
A étant une constante, on en déduit :

(3

ve=A"" vy

Soient y, la teneur relative de v, par rapport a v,.
Soient y, la teneur relative de v, par rapport a v,
Soient y, la teneur relative de z, par rapport 3 v, ;.
Soient y,_, la teneur relative de v,_, par rapport 3 v,.’
Et x,, x,, ... x, les teneurs absolues de vy, vy, ... v,.

Du principe de similitude, et des relations (42),
on déduit que les y, peuvent étre considérées comme
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autant de valeurs d’une méme variable aléatoire Y,
de valeur moyenne égale i l'unité. Considérons alors
la teneur relative de v, par rapport 2 v, :

. &y A
Y =-af_ =Y1Y2*°* Yau

Prenons son logarithme
‘ u-1

| Ly =Y Ly
(=1

Les volumes v, et v, étant fixés, faisons tendre n vers
P'infini, et A vers 1. Le rapport v;/v, = X tendant vers 1,
la variance de la teneur relative y, tend vers zéro, car
elle s’annule pour v, = v,. L’expression (44) est la
somme d’un grand nombre de variables aléatoires de
variance trés petite. La loi de Ly’ converge donc vers
une loi normale (loi des grands nombres), lorsque n
tend vers l'infini. En fait, cette loi, étant indépendante
de n, ne peut étre que normale. I1 en résulte que y” est
une variable log-normale.

(4

Si h est la variance, trés petite, de Ly, la variance
logarithmique de y’ est :

o?=(n—1}h

Mais, d’aprés la formule (43), on a :

Lo, /v,
n-l1= L
Done, on peut écrire :.
o v, h
(45) o ——aL-lT &=

On retrouve la formule de de Wijs. Aucune hypotheése
n’ayant été formulée, ni sur les volumes v, ni sur la loi
des y, on voit que le principe de similitude entraine
les conséquences suivantes :

a. La teneur relative y’ de n’importe quel volume v
dans n’importe quel volume V est une variable log-
normale. Il en est de méme de 1a teneur réelle, x = my,
puisqu'ici m est une constante. La permanence de la
log-normalité est donc démontrée;

b. La variance logarithmique de y, donc aussi celle
de «, est donnée par la formule (45), c’est-a-dire par la
formule de de Wijs.

En fait, le principe de similitude peut étre pris comme
point de départ unique d’une théorie purement déduc-
tive.

7° Importance pratique de la formule de de Wijs

La formule de de Wijs n’est pas seulement une for-
nule théorique, elle a aussi une trés grande importance

———
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pratique. En effet, de tous les paramétres de la loi log-

normale, deux seulement intéressent 1’exploitant .:’

d’abord, la teneur moyenne du gisement, ensuite, la-
dispersion, dans la mesure ol cette dispersion donne
effectivement une idée de la variation de la teneur d’une
zone 3 1’autre. Par zone, il faut naturellement entendre
ici une unité qui soit A 1’échelle du mode d’exploitation
adopté. Suivant les cas, cette unité peut &tre de quelques
tonnes ou de quelques centaines de tonnes. Or, aprés
une reconnaissance par sondages, la variance calculée
représente, non pas la dispersion de semblables unités,
mais celles de carottes de quelques kilogrammes. On
connaito?, mais non pas a‘*), et % est toujours plus
grande que o*,, et la différence peut étre importante,
Si donc on se fonde sur g% on surestimera-le tonnage
des hautes et des basses teneurs, on sous-estimera les
teneurs moyennes. Raisonner sur o® revient 3 admettre
implicitement que le mineur sortira et étalera sur le
carreau des petits morceaux de quelques kilogrammes,
et qu’il les triera un par un, séparant les morceaux
riches et les morceaux pauvres. Le scheidage 4 main
est tout de méme un cas exceptionnel. Dans le cas général,
on traite plusieurs tonnes i la fois. La confusion de o2
et de o, — et la pratique habituelle, qui consiste a
calculer directement les moyennes pondérées revient
aussi & confondre o? et o2, puisqu'il s’agit des moyennes
des teneurs des carottes — conduit 3 deux sortes d’er-
reurs :

a. Une erreur systématique d’échantillonnage, dont
il a été parlé plus haut, et qui conduit invariablement
a la surestimation de la teneur des panneaux riches, et
& la sous-estimation de celle des panneaux pauvres.
Cette erreur était bien connue des mineurs du Rand,
qui avaient mis au point empiriquement des coefficients
correcteurs numériques, dont les valeurs coincident
remarquablement avec celles des coefficients théoriques
de Krige, lorsque I’on donne aux paramétres y et o les
valeurs du Rand.

L’erreur en question porte sur l'estimation de la
valeur locale de la teneur dans une zone déterminée.
La correction correspondante, ou correction de Krige,
donnée par la formule (32) est une correction locale.
Elle nécessite la connaissance de la variance vraie a"y‘

b. Une erreur globale dans le calcul de la répartition
du tonnage par tranches de teneurs. On est sir, pour
I’ensemble du gisement, de surestimer le tonnage des
hautes et des basses teneurs, et de sous-estimer celui
des teneurs intermédiaires. L’erreur est particuliérement
grave lorsque la teneur limite d’expioitabilité se situe a
lintérieur de ’intervalle des teneurs les mieux repré-
sentées. La figure 5 montre, en traits pleins, la répartition
réelle du tonnage (2%)), et en pointillés la répartition
déduite de o2 On distingue trois cas possibles :

1° La teneur d’exploitabilité, x;, est plus faible._.que
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les teneurs courantes du gisement (tout le gisement est
exploitable). L’erreur globale porte sur la répartition du
tonnage, mais on a une estimation correcte 3 1a fois du
tonnage total et de la teneur moyenne. Clest le cas le
moins grave;

fix}

R

R
3
R

w

20 La teneur d’exploitabilité, x, plus faible que la
teneur moyenne, se situe cependant & Vintérieur de
Vintervalle des teneurs courantes (une partie non négli-
geable du gisement est en dessous de la teneur limite).

~ Seule est alors intéressante la partie de la courbe située
4 droite de x,. L’erreur est double :

— on sous-estime le tonnage exploitable;

— on surestime la teneur moyenne du tonnage exploi-
table;

30 La teneur d’exploitabilité, x,, est supérieure 2 la
teneur moyenne (seules les parties trés riches du gise-
ment sont exploitables). C’est 1a le cas le plus grave.
En effet :

— on surestime le tonnage exploitable;

—— on surestime la teneur moyenne du tonnage exploi
table.

Dans ce cas, comme dans le précédent, la méthode
- usuelle, consistant & ne retenir que les carottes ayant
. donné une teneur supérieure & la teneur limite, et a
. calculer des moyennes, pondérées ou non, est incapable
_de fournir une évaluation correcte du gisement : elle
surestime toujours la teneur moyenne, et peut, suivant
- le cas, sousestimer ou surestimer le tonnage exploitable.

‘Cette erreur est toujours trés grave dans le cas de la

. reconnaissance par sondages. Si I'échantillonnage se fait
" par prélévements. d la volée, et & condition que I’échan-
tillon. moyen soit bien représentatif (c’est pratiquement
toujours le cas), erreur est beaucoup moins grave :

J. P. 539475.

T xn Zes

une volée, en effet, représente une dizaine de to;még;
Cest-2-dire quelque chose qui est déja presque a I’échelle
de P’exploitation des mines. Rt

I est extrémement facile d’éviter cette erreur. La
marche 2 suivre est la suivante : : :

a. Ne pas éliminer les carottes a teneur inférieure &
la teneur limite. Prendre, au contraire, toutes les
teneurs, ou plus exactement toutes les teneurs constituant
la population homogene intéressante (il faut éliminer la
frange minéralisée; mais la distinction entre gisement et
frange est de nature géologico-statistique, elle est indé-
pendante de toute considération économique d’exploi-
tabilité). On calcule ainsi y et o°, on en déduit la teneur

moyenne m du gisement géologique;

b. Sachant que la carotte pése le poids p, que‘le gisé-
ment géologique représente un poids total P, on évalue &
par la formule de de Wijs : e

a-’
ne -z
(h6; a= 1o
¢. Connaissant maintenant la dispersion absolue o,
et sachant que l'unité d’exploitation représente un
poids p’, on calcule %, par la formule de de Wijs :
L Pjp’

. P 9
oy =a LT,,———O' Lo

(7)
d. Clest maintenant seulement que s'introduit la
notion de teneur limite d’exploitabilité. On utilise les
formules (15), en remplacant o par sa valeur vraie o,
déduite de la formule (47) ci-dessus, et y par :

a

)
b4

: 2
== e —

(48)

Si x, est la teneur limite, et z, la variable réduite
correspondante :

le tonnage exploitable est :

(49) T=PG (2)
et la teneur moyenne du gisement économique est :
{50) mo=m G (:f —Jy)

G (z)

C. Les erreurs d’échantillonage

Clest 12 un sujet classique. En premier lieu, pour
ilustrer la loi normale, on cite toujours les erreurs
d’analyse chimique et les erreurs dues A un prélévement

. par pelletées, C’est un premier type d’erreur d’échantil-

lonnage, qui obéit a la loi normale, ou a 1a loi de Poisson.

5

PR

“

e, Iy )
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_En second lieu, et & propos de la théorie de Krige, on a
vu qu'il existait une erreur systématique d’échantillon-
nage, chaque fois que ’on cherchait a évaluer la teneur
d’un panneau au moyen d’un, ou de plusieurs échan-

tillons prélevés a P'intérieur de ce panneau. Ce second
type d’erreur obéit 2 la loi log-normale.

Pourquoi deux types d’erreurs, P'un normal, Pautre
log-normal? Parce qu'il existe deux grands types
d’échantillonnage :

a. Ou bien on préléve, sur la roche ou le minerai en
place, un échantillon du type géologique, c’est-d-dire
un morceau massif de roche ou de minerai;

b. Ou bien on préléve, sur un tas de minerai ayant
subi diverses opérations de concassage, broyage, etc., un
échantillon d’un poids déterminé, constitué¢ d’un grand
nombre de grains ou de morceaux. Ces grains et ces
morceaux n’étaient nullement contigus dans le gisement
originel. Il s’agit d’un échantillon moyen.

Dans le premier cas, le prélévement respecte la struc-
ture naturelle du gisement, I’échantillon est constitué
de particules contigués, dont les teneurs ne sont pas
indépendantes. La loi est log-normale, comme c’est
presque toujours le cas lorsque le phénoméne présente
une organisation : la loi log-normale est la loi des en-
sembles structurés. Dans le second cas, au contraire,
la population a échantillonner a subi diverses opérations
de broyage, quartage, etc., qui ont eu pour résultat de
séparer irrémédiablement les morceaux et les particules
initialement voisins, donc d’effacer & tout jamais les
corrélations. La structure a disparu, tout morceau est
indépendant des autres, et la loi est normale, comme
pour tous les phénoménes purement aléatoires (addition
d’un grand nombre de petits effets indépendants).

Quand on parle d’erreur d’échantillonnage, il faut
bien préciser ce que 'on entend par 13, c’est-d-dire
préciser quelle est la grandeur réelle que 'on cherche a
évaluer approximativement. Dans le premier cas, la
carotte de sondage, ou ’échantillon ramassé par le
géologue, ont pour but d’évaluer la temeur d’un gise-
ment, ou du moins de la zone, ou portion de gisement,
_ou I’échantillon a été prélevé. Les structures naturelles
"sont respectées, 1'erreur est log-normale, et la formule
de de Wijs est applicable. Dans le second cas, sur une
volée de volume v = 5 métres cubes par exemple, on a
prélevé des pelletées et constitué un échantillon moyen
de teneur x. x est une évaluation de la teneur y du volume
v = 5 métres cubes, évaluation normale, puisque les
structures-ont été détruites. Mais, par contre, y, teneur
réelle du volume v, peut 3 son tour étre considéré
comme une évaluation de la zone entourant le volume v,
. évaluation log-normale cette fois. Examinons ces deux
. types d’erreurs : -

ANNALES DES MINES

"1° Echantillon « moyen » (normal)

De ce type sont :

Les prélévements par pelletées i la volée;

Tous les prélévements effectués, en laboratoire, aprés
broyage des échantillons & analyser.

La teneur x d’un échantillon moyen est une variable
normale ayant comme valeur moyenne la teneur réelle y
du volume v (teneur moyenne de la volée elle-méme,
teneur de 1’échantillon total recu par le laboratoire).
Sa variance doit &tre toujours trés faible, de fagon a ce
qu’il n’y ait pratiquement jamais de différence impor-
tante entre x et y. Cette variance est en raison inverse
du nombre n de particules prélevées, ou de volumes v’
de 1’échantillon moyen :

2

=] »
i
e

La précision d’un échantillon moyen est proportion-
nelle a la racine carrée de son volume. En pratique,
elle est toujours excellente, de sorte que 'on peut sans
crainte assimiler x 2 y.

2° Echantillon « géologique » (log-normal)
De ce type sont :

Les échantillons ramenés par les géologues;
Les carottes de sondage;

La teneur réelle y de tout volume v. En pratique, on
connait, non pas y, mais la teneur de I’échantilion
moyen x. Cependant, si I’échantillon moyen est bon, on
peut admettre que x et y sont égaux.

Cette teneur y est une variable log-normale dans la
mesure ol elle est considérée comme une évaluation
de la zone Vi entourant le volume v, dans le gisement en
place.

Les dispersions de ces échantillons ne sont pas
en 1/v, mais en log v; conformément a-la formule de
de Wijs. C'est la différence fondamentale avec le cas
précédent. Dix échantillons de 1 kilogramme, prélevés
au hasard dans le volume v (échantillon moyen) ne
sont pas du tout équivalents & un échantillon unique
de 10 kilogrammes (échantillon géologique) - prélevé
dans le méme volume. Ils donneront toujours une
évaluation plus précise que Uéchantillon géologique.
L’échantillon de 10 kilogrammes est un peu plus précis
qu’un seul échantillon de 1 kilogramme, mais toujours
beaucoup moins que dix échantillons de 1. kilo-
gramme,

LR -
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3° Comparaison de différents modes d’échantil-
lonnage

Un gisement de volume V a été échantillonné au
moyen de n, échantillons géologiques de volume v
(par exemple n, carottes de sondage). L’évaluation de la
teneur moyenne par la formule :

| o

G m=ye

\

introduit une erreur, de variance logarithmique :

9 o? ot | v a? V.
(5‘2\ 02:—+ ~’4-l:a ‘T+2—(l‘“—)l}
1

/ 1 ", 5,:__ n, ,

Si on avait prélevé n, échantillons de volume 2,, la
variance aurait été :

(53) o=t el o ]

n 3 ”i

Le meilleur de ces deux échantillonnages est, naturel-
lement, celui qui conduit & la plus petite variance, a
prix de revient égal.

a. Cas o le prix de revient est conditionné essentiel-
lement par le volume total nyv, d’échantillons a
traiter. — Raisonnons sur un exemple numérique. Soit
un gisement d’un million de tonnes. Est-il préférable
de prendre n échantillons de 100 kilogrammes, ou
10 n échantillons de 10 kilogrammes. Dans le premier
cas, la variance d’échantillonnage est :

2 1 w107 L aw 1072
G'I———*r[alﬂ"_, 10 i 5&'0‘_, IU/
[ , 9t
w= —Ta 4240 a”!
n

dans le second :

[“ log. |OS+-—§ {log l()"’)ﬂJ
! (0 3D 4
= Ba+3,2a%

Le second mode est de trois & quatre fois plus précis.
Il est toujours préférable de prendre 10 n échantillons
de 10 kilogrammes. :

b. Comparaison des puits et des sondages. — Admet-
tons que le prix au métre de sondage soit le tiers du prix
au meétre de puits. Une carotte de 50 centimeétres pése,
disons 5 kilogrammes, une volée de 50 centimétres
représente, disons 5 tonnes. Vaut-il mieux, 4 prix de
revient égal, prélever n échantillons de 5 tonnes, ou
3 n échantillons de 5 kilogrammes. En ce qui concerne
la volée de 5 tonnes, on considére que I’échantillon
moyen qui la représente est trés bon, de sorte que I'on

connait la teneur réelle de 1a volée, et que la volée peut
&tre assimilée 4 un échantillon « géologique » de 5 tonnes.
Supposons que le gisement fasse 50 millions de tonnes.

On trouve, pour les puits :

2 1 5100  at,, 5107,
g l,=I: [a IOg.—T+ § (Iﬂg.—b')
1 .
=—n—(7 a+‘2’4.5a2)

et pour les sondages :

1 510" at, 5009,
a-s=§”~l:a|0g. 5 +§(|ng. 5 )]

1 ' .
=T(3’3 a—+ 16,6 « )

Quel que soit n et quel que soit a (donc quel que soit
le type de la minéralisation) les sondages donneront
toujours, a prix égal, une meilleure évaluation : la
précision sera de 1,3 a4 1,5 fois plus grande avec les
sondages.

D. Retour sur le cas out il y a corrélation
entre puissance et teneur (b)

Le cas ou il existe de telles corrélations n’a pas encore
été traité. I1 est cependant de la plus haute importance,
puisqu’il renferme la quasi-totalité des gites filoniens ou
alluvionnaires. La pratique habituelle, en pareil cas,
consiste A raisonner sur les teneurs pondérées, hx,
k étant la puissance minéralisée et x la teneur, ou bien
sur les poids métal au meétre carré. Les hx et les
suivent la loi log-normale, et la teneur moyenne du
gisement est le rapport du hx moyen au k moyen.
Mais ce procédé ne donne pas la dispersion des teneurs
elles-mémes. En fait, on peut distinguer deux cas bien
différents du point de vue pratique :

a. Cas d’un filon trés mince. — La puissance h est
presque partout inférieure 2 la hauteur minimale 4’ de
dépilage. Dans ce cas, la teneur pratique, c’est-d-dire la
teneur que I'on observera a 'exploitation, est hx/h'.
h’ étant une constante, le produit x doit &tre considéré
comme une véritable teneur. La dispersion de Ax, en
particulier, n’est pas différente de la dispersion des
teneurs et, par suite, 'étude des hx suffit 2 épuiser le
probléme; -

b. Cas d’un filon épais. — La puissance b de la
minéralisation est 3 peu prés partout supérieure a la
hauteur minimale 4’ de dépilage, telle qu’elle résulte des
conditions techniques de ’exploitation. Il est absolument
nécessaire de connaitre la loi de répartition de la teneur x

5.
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‘en fonction du tonnage, parce que c’est ici cette teneur x
qui fixe la rentabilité du gisement. Si le gisement est
reconnu par travaux miniers, on atteint directement
cette loi. Dans le cas, étudié ici, de la reconnaissance
par sondages, ce que 1’on connait, c’est la loi de répar-
tition de x en fonction de la surface horizontale, et non
pas du tonnage.
|
Comment passer d’une loi i l'autre, et comment
appliquer la correction de Krige, telle est la question
3 laquelle nous allons maintenant tenter de répondre, en
transposant en langage log-normal la pratique séculaire
des moyennes pondérées.

1° Loi de répartition de la teneur x en fonction
du tonnage.

Le gisement a été reconnu par sondages. Chaque
carotte, prise d'une éponte & 'autre, a donné :

— une puissance A;
— une teneur x;
— une teneur « pondérée » hx = y.

La loi de répartition de x, c’est-d-dire des teneurs de
petits cylindres de section constante, s, mais de hauteur
variable, &, est une loi fonction, non du tonnage, mais
de 1a surface horizontale. y, h et x sont lognormaux.
Soient ¥, ¥i, Y. Oy T4 €t O, leurs paramétres. Ce
ne sont pas des variables indépendantes. Désignons
par p le coefficient de corrélation, généralement négatif,
de % et x. Considérons la tranche de teneur xa x + dx,
et posons :

(54) =Ly

- A
F La surface S du gisement étant divisée en un grand
nombre de surfaces s (section d’une carotte), la pro-
portion des surfaces s donnant des teneurs comprises
entre x et x -+ dx est :

X

a

———e ~ d:
_ V2T
La puissance moyenne des surfaces s ayant donné
cette teneur x d’aprés la formule (20) :

3

Edteal pou:— ot

=z

h(.’l,) i l: 71.] €

m; n'est autre que la valeur moyenne de A, ou
puissance moyenne du gisement. Par suite, le gisement
étant divisé en cylindres de section s, le pourcentage,
en tonnage, de ces petits cylindres donnant une teneur
comprise entre x et x + dx, est :

==y ¢

b (z) 1 il

«—_—
mo\/2m
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Soit -

. 1
(55) I(:)(l: = == ¢
\V 2w
Autrement dit, la loi de x en fonction du tonnage est
également log-normale, la variable réduite étant, non
plus z, mais : ‘

T ymePUAU,

La formule (56) montre

— que la variance de x, en fonction du tonnage, est
la méme que la variance o2, de x en fonction de la sur-
face;

'— que la médiane de x, en fonction du tonnage,
n’est plus o, mais :
(57 Vo=, P50

— que, par suite, la teneur moyenne, m’, du gise-
ment, en fonction du tonnage, c’est-d-dire la moyenne
pondérée, se déduit de la moyenne non pondérée, m.,
par la formule :

’ ' ’ TF O,
H8) m' =m, el

p étant généralement négatif, cette moyenne est infé-
rieure & m,.

Vérification. — m' doit étre égale au rapport m,/m;
(moyenne pondérée) des valeurs moyennes de y = hx
et de A. Il en est bien ainsi. En effet, on a d’abord :

0,2
my=ye
Quant 3 y = hx, c’est une variable log-normale de
paramétres : o
Yy=%1Yx

159)

. . 2
O"'! == a-z + a-h = C“)Pa’x'o’/n
donc, de moyenne :

2 k] 2 . )
a,/2 2 o./2 po.o, .0,
e 12y e 12 P25 — i, my, PO

my =y, e =y, "y

Par suite, on a bien :

(60) 2 P =
uy,

REGLE PRATIQUE. — On calculera d’abord les para-
métres log-normaux des trois variables x, het y = hx.
La formule (59) permet d’en déduire, sans calcul sup-
plémentaire, le coefficient p. Si ce coefficient est nul,
il est tout A fait légitime de raisonner sur les teneurs
non pondérées, x. S’il n’est pas nul, on calculera, paria
formule (5), les valeurs moyennes de hx et de &, soient
m(hx) et m(h). La teneur moyenne du gisement est
donnée par : - '

(61) m = —
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Les parametres de la loi pondérée se déduisent alors
des paramétres de 1a loi apparente de x, y, et o”,, par
les formules :

(62)

_ Ces paramétres doivent ensuite subir P’habituelle cor-
rection de de Wijs (voir § E), avant Papplication de 1a
formule des tranches de teneurs.

Exemple. — la reconnaissance, par sondage, d’un
horizon minéralisé¢ en plomb a conduit aux parameétres
suivants

y =1,78 ‘ y =6,485 5 —35]
ot —0,64 - o = 0,11 Sa?=(),l()7
h hx €x
o =0,80 ) o —0,64 ) o —0,398
L om =218 { m =705 \om =370

ly a, entre x et A, une forte corrélation négative, que
la formule (59) permet de calculer :

041 =0,64+0,107 42 p 0,80.0,328
p=—0,64

La teneur moyenne réelle est égale au rapport du hx
moyen au /& moyen, c’est-a-dire 3 -
7,95

'_—~—= of
m' = 348 3,20 o

Les paramétres « pondérés » s’en déduisent ensuite :

m' =320, , y'=meo"2 = 3,04, 6*=0"—=0,107

Ces parameétres pondérés doivent ensuite subir la
correction de de Wijs. Appliquée sous la forme standard,
qui consiste A prendre une variance égale 4 la moitié
de la variance des teneurs des carottes, cette correction
donne les valeurs définitives suivantes des paramétres

de 1a loi de % :

m'=3,20°%,,0"="""_—0.0535 VY =me=o"2=3 1]

2° Application de la correction de Krige pour
les teneurs

On peut démontrer qu’on a le droit d’appliquer 1a
correction de Krige ou formule (33), aux teneurs x
des carottes, a condition de prendre comme valeur de m
la teneur pondérée, donnée par la formule (61). Le
raisonnement, que nous ne reproduisons pas ici (voir
réf. b), est calqué sur celui du paragraphe B, 49, avec

quatre variables au lieu de deux, et fait explicitement

intervenir le principe de similitude.

La nécessité d’une démonstration rigoureuse est bien
mise en évidence par le fait que Ia valeur probable de x
n'est pas égale au rapport des valeurs probables de Ax
et de A, cette égalité n’ayant lieu que si le coefficient de
corrélation de % et de x est nul. Il n’est pas du tout

indifférent d’appliquer 1a correction locale de Krige 3 £

ou 2 hx. On doit, en fait, Pappliquer 4 celle de ces deux

variables dont I'importance économique est prépondé.’
rante; 3 x, si le filon est épais, et A hx, si le filon est

mince.

A titre documentaire, le tableau suivant indique, pour
Pexemple étudié au paragraphe précédent, la corres-
pondance entre 1a teneur x d’une carotte, et la valeur
probable, x’, de 1a teneur du panneau centré sur cette
carotte, telle qu'elle résulte de Papplication, sous Ia
forme standard, de 1a formule de Krige :

z x x z x a
2 2,56 5 4,05 7 - 4,79
3 3,14 6 4,43 9 5,41
4 3,61 7 4,79 10 5,70

Cas du filon d’épaisseur moyenne. — Le cas du filon
d’épaisseur moyenne, c’est-d-dire du filon dont 1a puis-
sance h est, tant6t inférieure, et tantét supérieure 3 la
hauteur minimale, k', de dépilage, pose un probléme
beaucoup plus difficile. En effet, la loi log-normale doit
étre cassée en deux, la teneur étant hx/h’ lorsque A est
inférieur & A’, et x, lorsqu’il lui est supérieur. Il est
possible de calculer 1a teneur moyenne de ’ensemble,
mais non pas la teneur moyenne du tonnage exploitable,
c’est-a-dire A teneur supérieure A la limite d’exploitabi-
lité, x,.. Si, en effet, p n’est pas nul, la formule des
tranches de teneurs n’est pas intégrable.

En ce cas, on effectuera la correction de de Wijs
pour les lois de x et de hx, et seul un calcul numeérique,
arithmétique, effectué sur ces lois corrigées, pourra
donner les tonnages et les teneurs moyennes des fractions
définies par les inégalités :

h>=Fk k<l

T > hx > 'z,

La correction de Krige reste applicable aux x et aux Ax
individuels. Ce procédé de calcul est trés long, mais
c’est le seul, dans le cas du filon d’épaisseur moyenne,
qui permette d’éviter I’erreur systématique.

XII — 69
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I1l. EXEMPLE DE

CALCUL COMPLET ST

"EXEMPLE choisi est un gisement de plomb argenti-

fére, reconnu par sondages. Les carottes de sondages
ont été coupées en trongons égaux, de 5 kilogrammes
chacun. Chaque carotte a été analysée pour plomb et
pour argent. La figure 6 représente le nuage Ag-Pb
correspondant. Le tonnage total de minerai a été évalué
4 un million de tonnes.

Ag (g/t)

100

1° Séparation de la frange minéralisée

Le nuage fait apparaitre deux groupes de poinis :
vers les hautes teneurs, une ellipse allongée, marquée G
sur la figure 6, et, vers les basses teneurs, un nuage
vaguement circulaire, marqué F. F représente la frange
minéralisée, G, le gisement géologique. F et G ont en
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commun une petite zone; I’attribution des points corres-
pondant A F ou 4 G introduit une part d’arbitraire,
assez faible d’ailleurs. Le gisement G a été défini par
136 points.

2¢ Calcul des paramétres du plomb et de Pargent

i

Ce calcul doit &tre effectué sur les 136 points défi-
nissant G. En abscisse et en ordonnée, les divisions de
la figure 6 représentent 0,2. en logarithme décimal.
Le quadrillage correspondant définit les classes de
teneurs, A la fois pour le plomb et pour I’argent. On
prend, comme valeur commune de la teneur de chaque
classe, 1a teneur centrale : cette pratique, courante en
statistique appliquée, n’introduit pas d’erreur appré-
ciable. On calcule y, o et m par les formules (7), (8) et
(9) pour le plomb et I’argent et p par la formule (16).
Les écarts types sont exprimés en logarithmes népériens.
On a trouvé ainsi :

ya =063,52
* =0,838
=0,915
L ma=9L0¢gt

‘ y) =2,565
g =10,82 o

o = 0,91 ’ O
g = 3,877,

Po

Coefficient de corrélation p = + 0,817.

Précision sur m, et my,. — Calculons le coeflicient de
sécurité de la formule (10) :

\ P [TET O
: DA U cme— 2\/ = i

-2 ; ; 7 Tloo .
hy—e e e, =83

ST 0,26
=2V e

LR =083

Il y a 97,5 chances sur cent pour que la teneur moyenne
en plomb soit supérieure a 3,87 X 0,83 = 3,21 9 et
autant pour que la teneur en argent soit supérieure a

91,5 x 0,83 = 76 g/t.

Ces évaluations sont sévéres. Si I’'on admet 16 chances
sur cent de se tromper, au lieu de 2,5, le coefficient K
est remplacé par :

On trouve ainsi qu’il y a 84 chances sur cent pour
que les teneurs en Pb et en Ag soient supérieures i
3,50 %, et 83,5 g/t respectivement.

XN 7L
3° Correction de de Wijs

Ces paramétres sont les paramétres de la loi des
carottes. Prenons comme unité d’exploitation la moyenne
géométrique des poids de la carotte et du gise-
ment,

”=\/5.l()_3106= 71 tonnes

Les variances des teneurs en plomb et en argent de ces
blocs de taille U = 71 tonnes sont égales 4 la moitié des
variances calculées plus haut. On dit que ’on applique
la correction de de Wijs sous la forme standard. Le
coefficient de corrélation, p, n’est pas modifié (c’est 1
une conséquence du principe de similitude). Les para-
métres, aprés correction, deviennent :

Ph Ay
/ s ! o
\ ¥ ==nye TT 23,15 ¥, =mae T 70,6
o —”j S — 0,519
o, =064 ' o, =0,646
m, =3,87°, m, =915 gt
p—=-+0,817

4 Répartition par tranches de teneurs

Supposons que la teneur limite d’exploitabilité soit
de 2,5 %, ce qui signifie que I’on décide de laisser en
place, ou, du moins, de mettre au stérile, tout bloc de
71 tonnes dont la teneur est inférieure 4 2,5 %, en plomb.

La formule des tranches de teneurs, formule (15),
permet de calculer la teneur moyenne, en plomb, du
minerai conservé et la formule des minerais connexes,
formule (23), la teneur moyenne en argent de ce méme
minerai. Mais les valeurs numériques des parameétres
doivent &tre celles des blocs de 71 tonnes, c’est-d-dire
les valeurs corrigées du paragraphe précédent.

La teneur limite étant x, = 2,5 %, calculons la
variable réduite correspondante, donnée par la for-
mule (2) :

"
i

1 2,5 2,1 2
.0——;]—]; —7—1,‘=m10‘o—m=—0,361 )
On en déduit :
0 -0, = — 0,361 - 0,6h = — 1,001

Les tables de la loi normale nous donnent :

G(—0,361)=0,641
G (—1,001)=0,841
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Le tonnage de minerai est donc :

108.G(—0,361) =641 000 tonnes

et la teneur moyenne en plomb, d’aprés 1a formule (15) :

0,841
0,641

m=3,87 =5,07 %

Pour avoir la teneur en argent, calculons :

20— po, = — 0,361 —0,817.0,646 — — 0,887

._Les tables donnent : G (— 0,887) = 0,812. La teneur
moyenne en argent est donc, d’aprés la formule (23) :

0,812

m=9L5 5 5aT

=116 gt

En recommengant le calcul pour d’autres valeurs de
la teneur limite x,, puisque celle-ci peut varier en
fonction de la conjoncture économique, on obtient le
tableau suivant :

x, T Pb o/D Ag ‘l/l/Jl T Pb T 1\g
2 761 000 4,62 107 35 200 81,3
2,5 641 000 5,07 116 32 500 74,3
3 530 000 5,50 125 20 200 76,3
3.5 434 000 6,08 135 27 400 n8.,5

En fonction de la teneur limite x,, on lit successive-
ment le tonnage de minerai, la teneur en plomb, la
teneur en argent, le tonnage plomb métal, et le tonnage
argent métal. Pour montrer 'ordre de grandeur de
Perreur systématique d’échantillonnage, on a calculé le
méme tableau avec les parameétres non corrigés, c¢’est-a-
dire en confondant les lois de répartition des blocs et des
carottes.

% T Pby, | Aggt | TPb | TAag
2 608 000 | 5,61 127 | 34200 | 77
25 |-510000| 6,25 11 | 31900 | 72
3 432000 | 6,88 152 | 29700 | 656
35 | 366000 7.55 167 | 27600 | 61

ANNALES DES MINES

On voit T'ordre de grandeur de Perreur commise.

Si 1a teneur limite est de 2,5 %, les procédés habituels -

(moyennes pondérées des teneurs supérieures 3 2,5 %)
laissent espérer une teneur moyenne de 6,25 % en plomb
et de 141 g/t en argent. A ’exploitation, on ne trouvera
que 5,07 % en plomb et 116 g/t en argent. On trouvera,
il est vrai, un tonnage minerai supérieur (641 000 au
lieu des 510 000), et par suite & peu prés le méme tonnage
métal. Mais du point de vue économique, c’est surtout la
teneur qui fixe la rentabilité du gisement, et tomber de
6,25 % a 5,07 % peut constituer une mauvaise surprise.
La correction de de Wijs n’est donc pas seulement une
vue de 1’esprit. : :

5° Correction de Krige

Cette correction, ou correction locale, a pour but de
calculer, en fonction de la.teneur x d’une carotte la
teneur probable, x', du panneau entourant cette carotte.
Si nous fixons & 71 tonnes, comme plus haut, la taille
du panneau, de facon & ce que la variance des panneaux
soit égale 4 la moitié de la variance des carottes, la
formule de Krige (31) se met sous la forme standard

trés simple :
A a8
a=e \/m.’r

Ici, on trouve :
0,82

—¢ * \/3.87 1=‘2,Ib\/ x

D’oui le tableau suivant :

T x T ' x T T Z
1 2,18 | 4 4135 | 7 575 | 10 6.86
1,0 2,66 4,5 4,60 7,9 5,95 11 7,20
2 3,08 b} " 4,85 8 6,10 12 7,02
2,5 3,44 5,0 5,10 8.9 6,35 13 .&)
K] 3,76 6 3,31 §] 6,50 14 78,13
3,5 4,06 6,0 5,54 9,5 6,70 15 8,12

Ce tableau montre qu’on ne saurait trop se méfier
des belles teneurs, puisque 3 une carotte titrant 15 %, ne
correspond, en moyenne, qu'un panneau de 8,42 9.
Par contre, les teneurs faibles ne sont pas aussi mauvaises
qu’elles le paraissent, puisque  une carotte ayant donné
2 9, correspond, en moyenne, un panneau de 3,08 %,.

Alger, mai 1955.
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. .ANNEXE I

ESTIMATION DE LA MOYENNE L A

Nous avons indiqué, formule (9), 1’estimateur :

o

m* est une véritable log-normale, de médiane :

ot

!

=1Im

Y=ve

et de variance :

Donc, de valeur probable :

o-:’ a'l
*\ Wt (n=1)
/

h
LinT:i=me¢e

différente de la valeur réelle de m : c’est un estimateur

Remarque.

v
=" [1+5 + memry

biaisé. Sichel (¢) donne un estimateur non biaisé assez
compliqué. Si I’en pose :
s n—1

V= a.t‘l

on

(V est 'estimateur biaisé de la variance), estimateur de
Sichel a pour expression :

(n—1) V2 Foenef

D (5 VA L 1
p!2"(n+l)(n+3)..(n+2p-—l) }

Si n est supérieur & 10, on peut négliger les termes
en 1/n?, et t se met sous la forme suivante :
Y ot o

T 2 I P w 1
== *e'(l—%—)=ln’_‘c 4D

Dés que n est supérieur A 30, il n’y a pratiquement
pas de différence entre 1’estimateur (9) et ¢ ou ¢'.

Pour des compléments sur I'estimateur de Sichel, se reporter aux tables et commentaires des pages 25, 26 et
27, du présent numéro.
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ANNEXE II
TABLE DE LA FONCTION G(z)

Nous donnons, ci-joint, une table de la fonction :
i G(z) == e " a:

Table peu précise, mais suffisante pour une évaluation sommaire:"
Lorsque z est négatif, la valeur de G(z) est donnée par :
G(z)=1—Gl—2) S

: G (3) : G (2) : G (2) o -
0.00 0.50000 1.00 0. 15865 2.00 0.022750
0.05 0.49006 1.05 0.14686 2.10 0.017864
0.10 0.46017 1.10 0.13566 2.20 0.013004 -
0.15 0.44038 1.15 0.12507 2.30 0.010724
0.20 0.42074 1.20 0.11507 2.40 0.008197
0.25 0.40120 1.25 0.10565 2.50 0.006300
0.30 0.38200 1.30 0.09680 2.60 0.004661 )
0.35 0.36317 1.35 0.08851 2,70 0.003167 I
0.10 0.34458 1.10 0.08076 2.80 0.002555
0.45 0.32635 1.45 0.07353 2.90 0.001866 R
0.50 0.30854 1.50 0.06681 3.00 0.001350 |
. 0.55 0.29116 1.55 0.06057 3.10 0.000068 |
i
0.60 0.27425 1.60 0.05480 3.20 0.000687
0.65 0.25785 1.65 0.04947 -~ 3.30 0.000183
0.70 0.24196 1.70 0.04457 ©3.40 | 0.000337 e
0.75 0.22663 1.7 0.04006 3.50 0.000233
0.80 0.21185 1.80 0.03593 3.60 0.009159 I
0.85 0.19766 1.85 0.03216 3.70 0.000108
0.90 0.18406 1.90 0.02872 3.80 0.000072 A
0.95 0.17106 1.95 0.02559 3.90 0.000048 )
1.00 0.15865 2.00 0.02275 4.00 0.000042
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ANNEXE III

TABLE POUR LE COEFFICIENT DE CORRELATION

Cette table permet de déterminer, en fonction du
nombre n d’échantillons, si ’évaluation r du coefficient
de corrélation p est, ou non, significativement différente
de zéro. Elle donne, dans I’hypothése ot la valeur réelle

de p est nulle, la valeur que r a 95 chances sur cent de
ne pas dépasser, c’est-d-dire la valeur au-dessus de
laquelle r est significativement différent de zéro, au
seuil 95 9.

n r n ) n !
3 0097 | I 0514 17 0,288
(] 0.950 16 0.497 a2 0.273
D 0.878 17 0.182 62 0,250
6 0.811 18 0,168 72 0,232
7 0.751 19 0.456 82 0.217
S 0.707 20 0.414 032 0.205
8] 0.6606 21 0.133 102 0.195
10 0.632 22 0.123 200 0110
11 To0.602 27 0.381 100 0.095
12 0.576 32 0.319 (00 0.082
t3 0.553 37 0.320 800 0.071
i 0.032 2 0.301 1.000 0,063
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