Note Géostatistique n° 30 @( Mﬂ. M@fﬁ% (’(4él)

Formules de la pyramide tronquée.

Dans la note n°® 29, nous avons réussi & former des cxpressions
approchées permettant de résoudre les problémecs posés par l'cstimation
de gisements & 2 dimensions reconnus par des tragages de longucurs iné-
gales et dont les origines nc sont pas situées sur unc méme verticale,
Ces formules du trapéze ont pu &tre controlées par comparaison dirccte
avec les formules rigoureuses, dont 11 était cncorc possible de donner
1l'expression, bien que celle-ci ffit fort complexe. L'accord s'cst révélé
exccllent, de sorte que non seulement les formulcs d'approximation cllos-
mémes, mais les mathodes & caractére trés géométrigque qui ont permis de
les obtenir, se trouvent solidement fondécs. Il cst donc tentant dlessayer
ces mémes méthodes pour le cas des giscments & 3 dimensions, c'est-a-dire
des amas. 11 nous sera cepcndant beaucoup plus di fficile, dens lec cis des
amag, de contrSler nos méthodes dfapproximation. Nous ne disposerons, on
cffet, de formules exactesy pouvant servir de test, que dans l¢ cas des
parallélépipédes rectangles ct des tétradédres : ot cencore lo comploxité
des formulcs relatives au tétraédre scra prohibitive, cn dchors de guel-
quos cas particuliers (tétraddre rcctangle,tétraddre plat ctcs..). Contrai-
rement donc, au cas du trapéze, les formules reolatives & le pyramide tron-
quée ne peuvent &tee avancées qulavee certaincs réscrves. Lo caractére
géométrique des méthodes qui permettent de les obtenir leur confert

cepondant une haute vraisemblance,

I. Equivalent linéaire d'un porallélépipéde quelconque.

Généralisant & trois dimensions la méthode de la note n° 29,
nous pouvons obtenir une expression approchée de 1l'équivalent linéaire d'un
parallélépipéde quelconque. On admettra que tous les parallélépipedes
construits sur trois plans diamétraux conjugués & un méme ellipsoidec sont
équivalents entre eux, et en particulier équivalents 2u parallélépipeéde
rectangle a X b X ¢ construit sur les trois plans conjugués principaux.

Le probléme oonsiste alors & calculer a b et ¢ représcniant les axes prin-
cipaux de 1l'ellipsofde inscrit dans un parallélépipéde gquelconque donné

et admettant les trois ~orétes de ce parallélépipéde comme directions

conjuguées.
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Mé Soitiaﬁ s QM et OM, los trois ar&tes obliques pas-
“ 1 2 3

sant par un sommet O, T, et r3 lcurs longueurs,

M

- 0 1 _ . Rrespd o~ P

Sl = (OMQ/\OM3), 82 et 5y les aires des faces )

M i N 1 - T 1 i
2 OM2M3, OMBMl et QAlMQ. Nous prenons ces trois

vecteurs comme systéme de référence ey des coor-

données contrevariantes,

Les coefficicents du d32 sont

a0

2
’ g - T socae
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g, o =T
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Dans cec sytéme de coordonnées l'ellipsoide cherché a pour équation :

N t.. = 0 pour i £ j
£, x 2 = 1 avee +d
1iJ
%,
ii
Les directions principales de cet cllipsoIde sont représentées par les

vecteurs U solutions de 1'équation

J_ - J -
tij u’ = su o= s g4 U (s = 1_ oul oul)
2 2 2
a b c )
soit s
j 2
(_:_L_‘b. —g..)uJ=O _1._=a20uB20uc
(s ¥ 4 =
. 2.2 2 . . .
En posant 1 = p, les carrés a b et c sont les solutions de l'équation en
: S
P 3
€11~ P £12 13
€12 8po~" €3 - 0
| %13 €23 £33t

On remarque que l'on a
) 2 T T 22
(gij) = V" = (o, u, o)

2 2 2
r 1 + r2 + b 3

€17 * 8pp t 833 =
€0 &3 ~ 8223 - 53
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En posant

pra—

vV o= (Gﬁ; o, O, ) (volume du parallélépipado)
2 2 2 2
(1) R = x] + 1) + rs

liéquation en p s'éerit :

(2) - + B - p + VP =0

Dtodr Lton tire immédiatement les trois invariants s

2 _
R - ae + b2 + c
= 2
(3) 82 a2b + b202 + 02a2
V =abe

Le volume, la somme des carrés dos ardtes et la somme des carrés des

faces ont méme valeur pour tous les parallélépipédes conjugués & un mlme
ellipsofde, et en particulier mdme valeur que pour le parallélépipeéde rec-
$angle principal, |

La résolution numérique de l!'éguation en p donne les valeurs a2b2 et 02,
dont 1'on déduit les valecurs des cbtés a b ¢ du parallélépipéde rectangle
équivalent et par suite = grice aux abaques — l'équivalent linéaire du
parallélépipéde donné.

Si 1l'on admet que l'éguivalent linéaire du parallélépipéde
rectangle est simplement 2 + b + ¢, il est inutile de calculer cxplicite-
ment les trois racines de 1l'équation en p.

On posera :

X=a+b+ec y=1+1+1
a b c

et 1'équivalent lindaire x sera donné par la plus grande racine positive

du systéme :

x =R +2Vy




La racine utile (point A sur la figure) corrcs—
Pondéx B, N Se
) B V) 8

On procédera par approximations successives,

on partant par cxemple de x s

Xl = R

On en déduit

—
Y=t i (point A7)
v v
. 2 .
puis x, =\[R" +2 7V yy (point A2>
puis Yy =V§i + 2 x2 (point A3)
2 Ty 5

On voit grophiquement gue la convergence est trés rapide.

w Toutefois, ce n'est qu'avec une approximation asscz grossiére
que 1'équivalcnt lindaire du parallélépipéde rcctangle peut 8trec assimilé

- 4 a4+ Db+ c. 3 cotte ocxpression & le tort, en particulier, d'8trc linéai-
re vis & vis de la petitc dimension ¢ - et non pas quadratique. Nous
allons chercher & former dircctement une expression approchée qui ne con-
tiennec que les invariants 32, S2 et V. Il suffira de la vérifier sur le
parallélépipéde rcctangle pour avoir la garantic qu'elle s'applique

aussi aux parallélépipédes qguclconques. Soit donc
2 2
L = f (%, s%, V)
1'équivalent linéaire cherché. La fonction f doit vérifier certaincs
conditions

- ¢lle doit se réduire & la formule du parallélogramme pour C = O, soit
f =\]R2 + 2 S pour V= 0

- Si clest trés petit, f doit commencer par des termes quadratiques on C
P $ p

~ S8i b et c sont tous les deux petits, f doit comporter des termes liné-

- aires en b ou ¢,

-~ cnfin, pour le calcul (BQ = S2 =3y V=1), on doit avoir f %% 27

Compte tenu de ces conditions, nous progosons lg formule 3




(4) L =\ [R® + 25 + V°R°
S3
wPour a = b = ¢ on trouve L = 2.66 au lieu de 2.7
a=b=1l, ¢c=% " "2,24 u 2.28
a=1b=kc=1 " " I.64 " 1.63
4

Enfin, pour b = ¢ petit vis & vis de a ¢ a + 1.5 b au lieu de a + 1.64 b

De cette formule dl'apyuroximation de 1'équivalent linéaire, on
peut déduire des formules d‘approximation pour les variances d'extension,
Toutefois, pour les établir, on est amené 8 dériver 1'expression approchée
de 1l'équivalent lindaire. Une telle opération risque d'amplifier considé-
rablement les écarts, I1 conviendra donc de tester les formules obtenues
en les eomparant aux résultats exacts connus dans le cas des parallélépi-
pédes rectgngles.

La covariance du parallélépipéde avec une de ses faces r, r

273
est donnée par
2 2 2
7L(ﬁ)'-;l:- ,—3%-_{_1_)&1og1,=10g1,+ 1 {32 3R +£)L &i .
1 71 e 417 a2 F1 98
31° 3y
av 1
Avec
:-)-If-=2r1 %..S..."S%‘FS% 1 3V =V
rl rl S rl arl rl

En fait, il c¢st possible de contrdler ces formules dans le
ces du p&rallélépipéde rectangle, pour lequel les valeurs exactes sont
connues. Il apparait que la formule (4) donne une excellente valeur pour
1'équivalent linéaire, et pout &tre utilisée en pratique pour son calcul.
Par contre les cxpressions obtenues pour les variances d'extension, por
dérivation de la formule (4), ne sont pas trés satisfaisantes. Pour les
grandes scctions, en particulier, on obtiént des valeurs numériques beau-

coup trop faibles. De fait, la formule (4) admet un développement selon

les puissances paires de la petite distance ¢, et comporte donc un simple
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terme quadratique en 02, tandis que la formule rigoureuse posséde un
terme en 62 log c. Par dérivation de (4), on obtient donc une fonction
intrinséque-X(c) gqui surestime la régularité ou la continuité de la varia-—
tion régionalisée, et conduit par suite a des variances d'extension trop
faible.

Compte tenu de cette remarque, nous proposons 1lexpression
approchée ci-dessous pour la valeur F (abe) = log L du logarithme néperien

de 1lléquivalent linéaire L du parall8lépipéde

2
ff log 84

(5) P (abe) = % log (32 + 28) +‘f£ Z; + v
T3 TP 7 (P25

Cette expression, encffet, pour ¢ petit prend la méme forme que
llexpression rigourcuse : les valeurs numériques auxquelles conduit cette
formule, cette fois, sont correctes aussi bien pour les équivalents liné-~
aires que pour les variances d'extensien.

On pourra voir quelques valeurs numériques sur les tableaux
cimaprés et les comparer avee les valeurs exactes données par les abaques

du parallélépipéde rectangle.

Formules d'approximation sur le parallélépipede rectangle aXbXe

avec a=l)

BEquivalent linéaire
b 1 3 1/4 1/8

;\\\ F (abc) F (abe) F (abe) F (abc)

1 1.00018 0.83256 0.750973 0.71II61I0
1/2 0.83256 0.608406 0.493865 0,439892
1/4 0.750973 0.493865 0346280 0.274800
1/8 0.71I61I0 0.439892 0.274800 0.186853

Variance d'extension d'une section médiane

\\31 1 5 1/4 1/8
c > 5t X P E Pl 8L | D e
GS 0,912803{0.132546
st | 0.912803]0.132546
GS 0.790749] 0.055856]0.550259| 0.086645
4 sI 0.725040[ 0.211955|0.550259| 0.086645
Ps 0.47367Y 0.338936
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suite du tableiu page precedenteﬁ;z' A4 A/
B RN . cte X ¢E | % 62e 2 53

GS|0.727842[0.,0I1627]0.465154| 0.,030994|0.308844| 0.048068
I/45110.635938[0.297563|0.421245| 0.125285|0.308844 0.048068

0.350262{0.494346|0.182221| 0.TII290

GS
1/881
PS 0.287401| 0.6049I0}0,102646| 0,91I327{0.005376| 1.210195
k SRS 2t - Y b R S T I N I T T T T S N T T S o e T e e
On calculera la covariance?g(rl) des deux faces Sl construites
sur les arétes Ty et ) et la ccvariance?((rl) de l'unc de ces faces avec le

parallélépipéde lui-méme par les formules :

2 r. 2
. (5) 7!(rl) =%;2_ ___:éL__ r (52,5,7)
- . T, 2
L:X(""l) "%-1-3% -21——F (% s V)

Ces formulespeuvent s'expliciter de la maniérce sulvgnte 3

;fx(rl) =7+ 51 1 —‘f: IE s Sp2 4 S32 1 (1 _‘{( EE)
[ 2(32+zs) P 6 28 B2428 T &
i\ +/f_ﬁ~fﬁlug S4 +’_§:__\_I_2_log SAr

) 1284 4 g4 v2(32+2szj 12 3 y(a®i0s)

{

/ e » . £3
et une formule analogue pnur:B(rl), que nous n'écrirons pas ici, La

variance d'extension d'une section médiane parallele & S1 (construite

°

sur des vecteurs paralléles & T, et r3) peut ensuite se calculer par :

(1) 6E = 23((rl) - F (rl) - % log (r22 oy 2S1)

2 :
Seus cette forme, cette expression doit &tre applicable & un

2

parallélépipede quelconque.
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II - Pormules du Tétraédre.

D Nous passons maintenant & une figure
géométrique différente, le tétraddre,
dont nous allons chercher l'éguivalent

C linéaire,

Pour établir les formules exactes, on emploiera la méthode de

similitude. Soit P la variance du tétraddre T. Par des similitudes con-

venables, on trouve 3

g = cov S5p/T = Cov Sp/T = seesees F 4+ 1
6

1+ 52 =3 cov SA/SB + 2 Cov CD/T

4 cov SA/SB +1 =2 cov §,/AD + 2 cov Sp/BD
4 cov CD/T + 1 = 3 cov SO/CD + cov . /T

3 cov SA/AD + 1 =2 cov AD/BC + cov A/S,

3 cov D/T + 1 = 3 eov D/Sy

On en tire :

(8)

et

( cov /T = cov A/Sp T %

cov S, /AD = 2 cov AD/BC + 1 cov A/S, - 1
A oY Y A T
3 3 3

cov CD/T = 4 cov CD/BA + % cov C/8, + % cov D/Sp ~ %é'

cov SA/SB = % cov AD/BC + % cov AC/BD + % cov A/SA +'% cov B/SB

- L
12
g =cov§,/T=1 (cov AD/BC + cov AC/BD + cov AB/CD) + 1_
5 10
(cov A/SA + cov B/Sy + cov C/SC + cov D/SD)u %%
F = 1 (cov AD/BC + cov AC/BD + cov AB/CD) + 1_ (cov a/S, +

10
cov B/SB + cOv C/SC + cov D/SD) = I9
20

v
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Ainsi la variance du tétraddre se déduit des 4 covariances sommet

(face opposée et des 3 covariances Aréte / Aréte opposée.

A . . "
Pour avoir la covariance A/&A, on méne

7 AK perpendiculaire & la face S,, et 1'on

A A

v doit composer les covariances de A avec

' les six triangles rectangles tels que
KHC »

La covariance des deux arétes AB et CD
est identique & la covariance de A avec le parallélogramme CDA'A™
obtenu en portant CA' équipollent & BA (1e champ d!'intégration et
1targument de l'intégrale sont identiques). Celle-ci s'obtient en
portant AP perpendiculaire au parallé-—
logramme et en pondérant les covariances
de A avec les 8 triangles rectangles
tels que PQD.

Si 1l'on est capable de calculer la

covariance d'un triangle rectangle en

- H, PHM, avec un point A situé sur la
perpendiculaire en P au triangle, la
variance d'un tétraédre s'obtiendra par
composition de 48 covariances de ce

type. Une telle covariance dépend de

ﬁk deux paramétres : llangle 6o en P du
:i; triangle rectangle et le rapport
1B PH

t

\ X = par exemple.
AP

I1 est possible d'obtenir son expression

par des développements limités. En
effet, la covariance de A et de la

droite MH a pour valeur :

cov A/MH = log AM - 1 + 8
- tg ©
I1 suffit d'exprimer AM et © en fonction de x et de B0,

dtaccorder un poids x & cette covariance et d'intégrer en x pour avoir

1'expression cherchée.
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Pour le terme log AM, on obtient facilement l'expression exacte de 17if-

tégrale , soit @

2
log AM + AP leg A - %
. PM2 AP
Le terme © est plus délicat & manipuler. On posera 3
tge
t = tg 6 = UE
AH

L=l~t +L~L+L‘oo.
tge 3 > T 9

mais ee développement ne vaut que pour t<l ou MESAH,. Ensuite, on écrirat

2 -l - 'tgzgo PR = 'bg290 £ - tg%00 (1L = 1)
) —Z_ 3 3 . 3
AH AP +PH 1+x l+x

et on intégrera. Il vient finalement

Cov A/MHP = log AM + % cos=0o log (1 + x- ) -3+ 90
2

x cosQGc o 89
+ 1 L(1 + x2) 1 'bgzgo -2 'hg490 + 3 'tg6Qo -4 ‘cgsgo
x 5 T 9
+ 1 *_]_. ‘bg490 -3 *tgégo + 2 ‘bgggo
l+x > 3
(9) + 1 +x22 iy 'tg60o -4 'bg890 + 1 4 x2 + x4/3
' 7 9 2
(1+Jz;2;2 4 (") 3
8
1g 6o
9

Exemple ¢ le Tétraédre régulier.

- Soit a la longueur de llardte. Les 48 termes se réduisent a

2 seulement que 1l'on calcule par la formule précédente. On trouve :

Cov Sommet / Face = log a — 0.I445
Cov Ar8te / Aréte = log a — 0.20I2
F = log a ~ 1.1172




Dtol 1'équivalent linBaire du tétraddre régulier
. Bq = l.466 a
On rem&a‘que que, le volume du tétraddre étant _]___VE \fz = Q, le cube de

33 4 12
méme volume a pour cdté 0.49 a et pour équivalent linéaire l.32a,
soit un équivalent de 10% environ plus fable que celui du tétrasdre.

Tétraddre plat dquilatérals

. La base BCD est un triangle équilatéral, le sommet A vient

dans le plan BCD au centre de ce triangle.

B

On trouve @
Cov AB/CD = log a = 0.470
Cov A/S, log a - I.444

Cov B/Sy log a ~ 0.595

F = log a - 1.555
Diol 1'équivalent

Eq = 0-95 a

Tétraddre de surface nulle £les trois points BCD coincident)

On trouve

Cov Ar8te/Aréte = La - 1
Cov A/SA = La
Cov B/Sy =La = 3
2
P =La -2
Dled 1'équivalent linédaire : Eq = 0.605 a

Bquivalent linéaire de la sphére : V = LR + L2 - 3,
4

Si on pose a3 =4 B3 (cube de méme volume) Eq = 2,64 a (un peu plus

3
petit gque l'équivalent du cube 2,7 a).

IIT - Recherche d'une méthode générale d'approximation.

Etant donné la complexité de ces formules, on est conduit

. a4 rechercher des méthodes d'approximation.

T/ Dans le plan.

On considére les triangles équilatéraux inscrits et circons—
erits & deux ccrcles cencentricues. Egrux, ils sent équivalents. Une affinité trans—
formo do tels trirnglcs en tricngles inscrits ot circenscrits & deux ellipses homo—
thétiques et cengentriguos, tols que A' BC'. Admettoms quc *ous les trinngles
A'BIC', A"B"C",4..’
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wo XIT o=

inscrits et cireonscrits & ces deux ellipses
soient équivalents, de m8me que sont équiva—

lents tous les triangles équilatéraux A B C.

On montre facilement que les triangles

A' B' Ct, A" B" C" ont méme aire S et

Si

n 2 2 2 2 .
méme somme B =a + b + ¢ des carrés

des trois cbtés (c'est une conséguence .
directe des propriétés de 1l'affinité).

donc ils sont équivalents, on en déduit que l'équivalent linéaire

d'un triangle ne dépend que de sa surface S et de la somme 32. De

2
fait, nous avons vu que cet équivalent n'était gutre que\| R + 2S.

Ce
du

le

de
ce
B!
et

3

On vérifie ainsi 1l'hypothése de départ.

On obtiendra une approximation un peu
moins bonne, mais susceptible d'8tre
généralisée, en introduisant le carré
équivalent au triangle équilatéral, clest—

3—-dire le carré de cdté 0.69 a = 0,796 h.

carré a une aire S 0.55 ah un peu plus grande que l'aire 0.5 ah

0.475 a2 + 0.632 h2 un peu plus petit que

triangle; et un R2

2 X : .
BQ = gi + 2 h du triangle (excés de 10 % pour la surface, défaut
2 3
5 % pour le BQ). Dans llaffinité transformant A B C en A' B! CY,
carré se transforme en un parallélogramme construit sur le cdté
C!' et la médiane A' M, avec des cBtés de longueurs 0.69 B! C!

0.796 A' M. Les parallélogrammes ainsi construits pour tous les

trimmgles A' B! C!', A" B"™ C",..., sunt tous équivalents, comme conjugués

& une méme ellipse. Bt leur équivalent linéaire -
2 2
Eq = 0.4 (g? +2m ) + 0.55 g o5
0.50 2 3 0.50
différe trés pu de l'éguivalent EE + 2 m2 +28
2 3
des triangles. En premiére approximation, donc,

un triangle sera considéré comme équivalent

au parallélogramme counstruit sur un c8té a et

la médiane m, avec des cbtés 0.69 a et 0.796 m.
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2/, Pour des tétraddres,

K4

nous rai sonnerons de fegen similaire. On consi-
dére les tétrasédres réguliers, égaux entre
eux, inscrits €t circonscrits a deux sphéres
concentriques. Par affinité, il leur corres-

. pond les tétraédres inscrits et circonscrits

& deux ellipsofdes homothétiques et concen-

triques, Nous admettons que ces tétraddres -
qui n'ont plus la méme forme - sont encore
équivalents. Or ces différents tétraédres admettent trois invariants

2 2 . " 2 s 2 .
la somme R =éfai des carrés des arétes, 1o somme S =‘aSi des corrés

des faces, et le volume V. Denc 1l'équivalent d'un tétraédre ne dépend
L. . 2 2 . . . as

que de ces trois invariants B, S8 et V., Mals si 1l'on considere le

eube équivalent au tétraédre régulier d'aréte a, c'est-a~-dire le cube

de cdté 1.;6? a = 0.54I a, lo méme offinité transforme ce cube en
2,7 :
porallélépipédes quelconques, construits sur une aréte BC, la médiane

IM de la base BCD, et la droite Jjoighant le sommet A au point de

concours H des 3 médianes de BCD, ayant des c8tés de longueurs :

Id

0.541 a sur BC
0.54I X 2 _ 0.625 sur I
3
0.54I\f§'h - 0.662 h sur AH = h

Nous admettrons qu'un tel parallélépipéde donne un équivalent
approché du tétratédre. Pour le tétraédre régulier, par définition, cette
méthode donne l'équivalent exact. Pour le tétraédre plat équilatéral,
elle denne un équivalent de 1.08 a (au lieu de 0.95) .Pour le tétraddre
de suface nulle, enfin, elle donne 0.662 a (au lieu de 0.605 a). On

remarque que le volume de ce parallélépipéde est égal &

0.5I2 X 0,591 X 0.615
1/6

= 1.12 fois celui du tétraddre

3/. Pour un prisme oblique, ayant pour base

un polygone inscrit et circonscrit & deux ellipses homothétigues, on
raisonnera en transformant par affinité le prisme droit ayant pour baze

un polygone régulier et pour hauteur le diamdtre du cercle inscrit

a4 ce polygone. A la limite, si le nombre des c8tés du polygone aug-
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mente indéfiniment, on trouve un cylindre obligue & base elliptique.

///;55m—-\\ On raisonne en transformant par

affinité le cylindre de révolution
de hauteur h égale au diamétre de
. la base. Il est dlailleurs plus
simple d'assimiler un tel cylindre

-

& un parallélépipéde convenablement

. détermins.

QL Consi@érons maintenant une pyramide obligue ayant pour base un

parallélozremme quelconque. Une telle pyramide se déduit par affinité
de la pyramide droite & base carrée inscrite et circonscrite & deux
sphéres concentriques. Une telle pyramide - qui va jouer un rdle
privilégié analogue & celui du triangle équilatéral pour le plan —
n'est pas quelconque. Si a est le cdté de

la base gquadratique, et h la hauteur; on
trouve que 1' on dolt avoir, pour gu'il existe
deux sphéres l'une inscrite et llautre cir-

conscrites & la pyramide,

h=a %[ 1 + V2 = 1.0985 a
' 2

Le volume d'une telle pyramide est 1 ha2 =
3
1.0965 a3. Nous ne connaissons pas son
3
équivalent linéaire rigoureux. Mais, par analogie avec le tétradédre
régulier, on peut penser qu'il excéde légérement celui du cube de méme
volume. On admettra par exemple que cette pyramide est équivalente

au cube ayant un volume de 10 % plus grand, soit un cdté de :

3 ,
\ﬁ,lo X 1.8985 a = 0.74 a
v 3

Pour plu;>de simplicité - et en égarg & l'arbitraire du facteur 1.10 -
nous prendrons 3/4 a = 0.684 h . Par affinité, on voit que 1l'équiva-
lent d'une pyramide oblique ayant paur base un parallélogramme guel-
conque de c8té a; b est donnée par le parallélépipéde comstruit suxr

le parallélogramme et sur la médiene OM (droite joignant le sommet

0 au centre M du parallélogromme) et ayant des cB8tés de longueurs s
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3 a,3 bet 0.684m (m étant la longueur de la médiane OM). On trouve
7} _

S

0.684 a (au lieu de 0.605 a) pour
la pyramide de surface nulle; et 1,50 a
(au lieu de 1.53a) pour la pyramide

de base carrée et de hauteur nulle.

6/ Troncs de pyramide. Soit maintenant un tronec de pyramide oblique

ayant pour bases deux parallélogrammes
semblables de cBtés a b et a' b'. Deux cas particuliers ont été ré-
solus : la pyramide (a' = b' = 0) et le parallélépipéde (a = a';, b =
b'). Nous allons chercher & résoudre
le cas général par une formule d'appro-—
ximation analogue & celle qui nous a
permis de résoudre le probléme du tra—

péze. Nous introduirons le paramétreﬁ H

. f
>\=a"‘a.' =‘b-—b,
a + al b + Db?

»~

AN =0 correspond un pargllélépipede,
s
a’A

Si 1l'on introduit la section médiane UVW& , le paramétre A

I

1

1 correspond une pyramide.

est égal au rapport UP = UQ s ce paramétre ‘A caractérise sans ambi-
ou ou
guité chacun des membres de la famille des troncs de pyramides admet—

tant une méme section médiane AVWZ et une méme droite médiane MM' ée
longueur m. Nous poserous :
A =TUV =a + al B=VW="D>+ bl
2 2
Pour A = O, on a un parallélépipéde construit sur les trois ar8tes

A, B et m. I1 est caractérisé par ses trois invariants :

j=v)
il
b
+
tov]
+
=]

- o)
2 2 2 - e - - —
So = Sl + S, + 53 avec Sl = ﬁlB 82 = Bl s3 = Kim
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Pour N = 1, on a la pyramide de sommet M'! ayant pour base le parallé-
logramme de c8tés 2 A et 2 B. Cotte pyramide est équivalente au paral-

- lélépipéde d'invariants.

2 2 2 2
; R, =9 A" + 9 B" + 0467 m
1 T %
2 2 2 2
sl=_8__1_sl+1.05(s2+é3)

16

v, =47V, X 1,10

(O

Par analogie avec le probléme du trapéze, nous attribuerons au tronc
de pyramide de section médiane UVWZ, de droite médiane MM' = m et

de paramétre'%un parallélépipéde équivalent d'invariants

32 (M) = (1= %2) 82 4 )\? Ri
2
. S (’)!g)=(1--'2\2)s§+’}?‘szs;:zL
. v (™) =(1-’}12)V.+f>\2vl

Pour expliciter ces formules, nous introduirons les notations symétri-

gues suivantes :

A =2 + a B=D4+ b?
2 2
,}=§;é = _e‘B_
= g - a!
EZA = g a (JB = b = Dt A B
2

I1 vient ainsi :

2 2 2 2 2 2 2
R = A" + B +m +~%(6A+GB)“O'533 eep m
AB
2 2 2 e, e 2 2 2 e2 2
- 8% = 8] + 83 + 87+ 65 _AB s +0.05 (ef s; +_B &)
) (10) 1 3 1% o = 3 =
(,2 B
A
e e
) V=V_ + 037 AB V
o = °

En particulier, $i la section médiane est un rectangle et si
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MM! est perpendiculaire & ce rectangle, on a les formules simples
suivantes

2

2 _ A% 4 B o4 ome o+ 1,25 (% 4 + egB) -~ 0.533 °2°p 2

R

it

2.2

s =278 +n° (A2 + B2) + 4.0625 e e, AB + 0.05 mg(ei + e2)

(11) B

V = ABm + 037 eAeBm

Les deux parallélogrammes ab et a'b' étant semblables, les
expressions ci-dessus ne dépendent en réalité que des trois longueurs
A; eA

ne changent pas si 1l'on effectue une similitude générale sur la pyra—

et m. Les autres paramétres sont des paramétres de forme., Ils

mide tronquée, ou une translation de l'une des deux bases le long de

ltaxe de la m@me pyramide. Cette remarque permet lc calecul des cove-

riances g et g' du tronc avec les bases ab et a'b!y, et la covariance
. C ., de ces deux bases.

aa

Pour calculer g!', par exemple, effectuons
un déplacement dm de la base a' le long de
m la médiane, la base a restant counstante.

Pour abréger, on écrit e au lieu de ©,°

Le volume du tronc étant v, on trouve :

(v + dv)2 (F + aF) = F + 2vdvg!
gl=F+"%—V§_F‘
av

La covariance g' s'exprime simplement & partir du logarithme F = log Eq

de l!'équivalent linéaire du tronc. Les variations de Ale et a' sont

s -

liées & dm par :

de == dA = ~5d a' = e dm

m

- Pour le volume v, on trouve facilement 3
av =3 8 9.91.1=3a»12 4m

) v 2 12 1 m 2 2 m

a 8 +aa 34 +e




gimilitude :

ar

On obtient ainsi les expressions générales de g et gt (expressions

indépendantes de toute hypothése faite sur F)

g =F+ 13 22 4e° (1-22F)
6 13 JA

(12)

Enfin, si 1%en considére la variation de la covariance g pour le méme
. 1 . .
déplacement d m affectant la base a, on obtient l'expression de

la covariance Caal H
1
Caa™ = g + v dg

qui s'explicite ainsi s

Caa’ = g+ 13 A2+e2 (1L - adg)
T2 34

(O8]

En tenant compte de l'expression déja obtenue pour g, on trouve,

apes quelques manipulations algébriques 3

(13) Caat = F + (38%4c°) (4°+ 3e0) = A (34%46%) (34°41762) 3F

2 12 9 2 12 DA
+ 1 (3A2+e2)2 2°%p

=4
18t SA

Les calculs pourront &tre effectués numériquement en prenant pour F
la fonction F(Bf S? V) relative au parallélépipdde, les invamiants

RQSQet V ayant les valeurs indiquées ci-dessus (10). On se souvien-

dra que l'on doit poser B = E%A,j% étant un parametre de forme) .
Mais on s'apergoit alors gu'a la limite, pour al=0, clest-a-dire

lorsque 1l'on a affaire & une pyramide entiére, les formules (12)

ou (13) conduisent & un g' et & un Caal infinis. On doit en conclure
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que les invariants (10) permettent bien d'obtenir une expression
approchée de 1l'équivalent lui-méme, mais qu'on n'a pas le droit dlen
déduire, par dérivation, des expressions approchées des covariances.
Pour le calcul des covariances, il convient de partir d'une expression
de l'équivalent vérifiant certaines conditions générales, que nous
allons expliciter.

IV - Méthode d'approximation pour les Covariances et les variances

d'extensions. Soit, avcc les notations du paragraphe précédent,

F(g?edm) le logarithme de 1l'équivalent du tronc de pyramide. On a
posé X = A au lieu de A = a + al. D'apr &s 1l'équation (12) -~ la cova-

. 1 . s s .
riance g restant finie lorsgue x = e, c'est-a-dire ldrsqulon a affaire

& une pyremide entiére, on doit avoir :

(14) l—-(x+a)§'_£=K(x—e)2

X

X étant une fonction de x, em prenant des valeurs finies pour x = e,

Sa dérivéeéég est donc de la forme ¢

X
3F = 1 - K (x--e)2
J3X xHe x+e |

. . . L. 1 .
On voit facilement que, s'il en est ainsi, le Caa™ prend aussi une
valeur finle lorsque x = e. Pour le montrer, il suffit de vérifier que

1 - (x+e) ég est lui aussi divisible par (xfe)g. Or on a, dlaprés (12)
22X
ot (14) :
g=F+1 3x?+e2 {1 - x—e —L%l_(Xhe)B»

(x+0) X+e

otLg y de méme que‘g ¥ ses représentent des fonctions de x e m restant
1 —2.273

finies pour x = e. Il résulte de cette expression de g que Caal
restera finie pour x = e si la dérivée en x de (g — F) est divisible

2 P .
par (Xpe) . Or cette dérivée a pour expression 3

2 .
28 ~3F —o (xe)2 _J 2 ¢ 3
3% BX = (X+e)3 +5 2 (X—e) +__B 3 (:X'_-e)

2
et cette expression contient (x—e) en facteur. La condition (14)

est donc la seule & laquelle nous puissions assujettir & priori

notre fonction F,
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Pour aller plus loin, il convient de faire une hypothése sur
la forme méme de F. On connalt cette fonction pour ¢ = o, ¢cl'est-a-
dire pour le parallélépipéde (x,m). Soit f (x,m) = F (x,mye = o).
Df'autre part, F doit &tre une fonction paire de e, puisqulen inter—
vertissant a et al on change e en — e, sans modifier F. Nous proposons

une expression de la forme :

(15) F

ol y et z sont deux fonctions inconnues de x et de m que la condition

.

f+ e2y + 8%

[}

(14) permet de déduire de l'expression connuec de f. Cette condition,
en effet, s'obtient en écrivant que l'expression :

1 -adF =1 - (x+e) (f‘+e2yl+e4zl)

X

ol les accents indiquent une dérivation en x, est divigible par
(XPG)Q. Comme f; y et 2z, par hypothése, ne dépendent pas de e, on
exprime cette condition en écrivant que Fl et QFl slannulent pour
3e

X = e 3 soit

1 -2 Xfl -2 X3y1 -2 xszl =0

1
x f} +5 ng + 9 stl =0

En résolvant en y et zl, oy obtlent les deux équations différentielles

o~

(16) gt - xfl 5
8

. 8

qui s'intégrent par quadrature; dés lors que l'égquivalent f du paral-
1élépipede est connu. Sa constante d'intégration, qui est en réalité
une fonction arbitraire de m, devra “tre déterminée par d'autres
moyens. Dans cewtains cas, de simples considérations dimensionnelles
permettent d'obtenir facilement son expression.

Si y et z sont deux solutions de (16), on peut exprimer Fl en

fonction de fl° On trouve facilement

Fro- et (1-2?_)2+%9_2_—-§__e_‘_"_
2 £ 85
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et par suite 3

1 = (xte)Pt o (1-0)2 (1426415 62 + 5 &2) = £ (z+0) (1~0°)?
x ( =8 2 8_3) 2

o]
M

X

Cette expression est bien divisible par (x-e)2. Les équations (12)
permettent d'écrire les expressions de g et gl. Pour abréger l'éori-
fure, on pose ¢

t=g
b'e
4+ = o dénote un parallélépipdde et t = 1 unc pyramide. On trouve

alors 3

-
}gl =F + 1 (3+t2) (Q+2t+15 2 4 g + - (l+‘8)3 xfl)
6 3
(17)
g=F+1 (3+t2) Q-et + 1 £ - 5 £ - (1.-40)3 xflj
6 ) .

. . . 1 A
Enfin, pour avoir l'expression de Cea  , on ecrira

2
Cogt =8+ 1 ;_4_-_10___2 [l - (l+*b):sc2--;-g
3 (1-t) %

De (17) on déduira :

L 98 _ L oF+ t2(1-t)2(1-i_ t + 25 ) & (1-1)° xt (.-%-mﬁ
RES X 24 48 6

-2 t3

< ) = £2fn (1-.1;)3 (3+t2)
6

Dol finalement ¢

@8) C,l=F+1 (3+%%) (3497 - 25 w4y - 1 xf* (3447) (1411 -
6 24 24 3 3
2,2 2, 2
o LAy 1 (3+t7)7 (1-t7) ="
5 t7) T8

Ces covariances gg' et Caal dépendent de Fy, mais non de ces

dérivées. Seules y figurent les dérivées ' et f" de 1l'équivalent

f du parallélépipéde (qui 1lui, est trés bien connu). Si donc on ne
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veut pas intégrer le systéme (16), on pourra se contenter de calculer
F par les invariants (10) et calouler les covariances par (17) et (18)
comme si F était une solution de (16). Ce ne sera 13, évidemment,
qu'une approximation grossidre, moins grossiére cependant gque si 1l'on

dérivait effectivement 1l'expression de F,.

V —- Krigeage d'un tronc de pyramide droite par deux grandes sections.

Soit un tronc de pyramide droite de hautecur h
construite sur deux parallélogrammes ABCD

et A'B'C'D', de c8tés ab et al!b! (avec a =
b

%;). On prend comme variables :

X =ga+ta! e = g-a! et n
2 2

On suppose h petit vis & vis de x = a+al
2

et de b+b' . Dans ces conditions, le loga—
2
rithme de 1'équivalent du parallélépipéde

correspongant & e = 0 est donné par la

formule des grandes sections 3

(19) f(x,h):?{(o) +f_1_1__2_log§_+_7_{_}_1__2_+_'11$£_}£_
g5 R 2S5

J(0) est le log de l'équivalent de la base, c'est~ié-dire du parallé-
logromme construit sur x et b x. L'aire S, le rayon équivalent R et
le périmétre doivent &tre oon%idérées, vis & vis des dérivations et

2 y
intégrations, comme de la forme k. X , k.x et k.X. On calcule éi par

1 2 3 3%
la formulc de similitude, soit s
(19°%) x 3f = xf1 =1-h§_f_‘=1-(fp__2_10gg+<_f_p_2_+fé€h3)
ax 3h (3 8 h 36 s 5 32)

Portant cette valeur de xf'! dans le systéme (16), on obtient facile—

ment, en intégrant par rapport & x, les cxpressions des deux fonctions

y et z de la formule (15). On trouve :
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16x 6 Sx? SX? 82 x?
(20)
2o 3 +4 32 legraeAf W + ALY
32x4 18 Sx4 h 72 Sx4 35 XA

En portant dans (15), en posant + = e, on obtient l'expression appro-
x
chée suivante pour le log de l'équivalent du tronc surbaissé de pyra-

mide droite 3

(p-¥(0) +4 12 1088+ TH 2+ € L0+ 4% (L -4l 106 R

8 S h 2SS 15 2 %6 &S h

AR ) et (e reg R AL

(21) BT 25 32 18 S r 728 35
£ p
2

En particulier, si nous faisoms t = 1, nous obtenons l'!'expression

approchée de l'équivglent de la pyramide surbaissée :

(22) F-5(0) + 1L +4 12 10gr + A 1+ 84 Lpd

32 18 S b3 5 525 s°
LeiX(lO), l'aire S, le rayon équivalent R et le périmétre;fsont rela—
tifs non pas & la base elle-méme, mais au quart de cette base, c'est~—

a-dire ou parallélogramme construit sur a+al = a et b+bl = b. La
2 2 2 2
méthode d'approx1matlon développée au paragraphe II1 conduirait &

considérer la pyramlde surbaissée comme équivalente au parallélépipéde

construit sur 3a, 3b et 0.684 h. En ramenant los notations au quart

4 4
de base a _ b, cette méthode donne :
-—x—-
5 2
-2 5
F = ‘5(0)+1og3 +"‘€O,684_1_1_(10gg log 1,5
6 2.25 S h 684 12
A 15 x0684i_)_@_3__
15,54 5
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=X(o) + 04405 + 0.034‘((_1_71_2_ log R + 0.04654 h2 + 6,34{£h3'

S h S 1000 S2

: expression ol seul le terme d'ordre 3 introduit unc différence nota-
ble avec la formule (22). En toute rigueur, il nc nous est pas pos—
sible de choisir entre ces deux formules - pulsque 1l'exprcssion exacte
est inconnue. Mais, pour le calcul des covariances, c'est la formule
(21) qu'il convient de dériver. Pour des raisons de cohérence, clest
également celle-ci que nous adopterons pour calculcer dee covariances.

Calculons maintenant les covariances g et g' du tronc avec ses

deux bases, et Caal de ces deux bases entre elles, On utiliscra les
formules (17) et (18). F est donnée en (21), 1'expression de x f' cn

19bis). Pour calculer f'" on dérivera (191bis soit
?

(23) XY = -1 -

WA

B log B + 7L b2 - of £
S h 12 8

On obtient les expressions suivantes :

g! = ¥(10) + 7_ +° -3 441 (344°) (=19 tz..; )
16 - 32 3 8 8
+<LQE - 23 + iﬁ + 1 (3+t2) (l+t)3)
o) S 72 1 7 216 )
24) /
\ +4§_ﬁ log R (L - 4 ﬁg_(zmz) (141)°)
‘\ S r (6 6 18RW )
)
+{;ﬁ (L -2 3 4 :sf_ +1 (+42) (1+8)°)
S2 (15 25 3 30 )
g =\5(o) + T tg -3 4+'l (3+t2) (t ~Q_t2 +3 t3)
1. 32 8
A2 (7 -4 11 7)) (1 1))
S (12 I8 T2 216

(25)




(cal=3(o) + 1% -;_t4+;(3+t2) (—-2_}.’02-*2’04)
) a 16 32 6 8 8

S (72 18 72 216 3 3
(26) A2 log (@ -1+ #% 4 3082 (14842 < 14))
S E(E 6 I8 18 )
+ALp> (1L -2 £° 4 _'_tf’_ + 3482 (13 +° - t4))
2 (15 25 3 45

Pour effectuer le Krigeage du trone de pyramide pam ses deux faces,

on prendra un estimateur

- Az + (1~5) =

A étant le poids de la grande section a, et on aura 2

(27) -1
D
Avee 3
N ==3(0)=1log (1-t) - g + g' + Ca.al
(28)
D =2 %(0) - log (l—~t2)+2caal

7
On remarquera que Z(O) disparalt de ces formules.




