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NOTE GEOSTATISTIQUL N° 96

LES PROCESSUS D'AMBARZOUMIAN LT LEUR APPLICATION EN GEOLOGIE

En paralléle avec la note de J. Jacod "Sur un modeéle simple
de sédimentation détritique", je mnote ici quelgues indications sur
les procesgsus d'Ambar.

I — RETATIONS GENERATES

1 - Définition -

Soit H(t), 2(t) et Y(t) = H(t) -~ Z(t) deux fonctions (aldatoi-
res en général) que l'on peut interpréter comme représentant

H(t) : la cote du niveau de la mer
H(t) au temps t

B %2(t) : la cote du fond sous-marin (au
- " point (x,y); de sorte que Z(%t)
Z(t) est en réalité z(t,x,y)

v(t)

il

Y(t) : la profondeur au temps t et au
point (x,y)

Soit enfin X(at) (en wéalité X (dt)) une mesure aléatoire re-
7
présentant 1t'élément moteur de la sédimentation.

On suppose que le mécanisme de la sédimentation est régi par

1'équation différentielle simple
(1) 4z = (H-Z) dX = Y aX

(1) exprime que la sédimentation dZ(t) est proportionnelle &

la fois & 1'élément moteur dX(t) et & la profondeur Y(+). En



perhiculier, si la profondeur est grande, la quantité sédimentée dZ
sera grande édgalement, en moyenne, et inversement, de sorte que le
mécanisme décrit par 1'équation (1) doit avoir un effet régulateur :
enn. particulier, on doit s'abtlendre & ce que ce processus possede de
honnes propriétés ergodiques.

Pour t > t_, la solution de (1) s'éerit

~(X()-%,) f*‘ ~(X($)-X(7))
(1) 72(t) =2_ € + H(z) e X(dT)

0
. t
o

ou encore, en termes de prcfondeur :

B
-(%(%)=X,) +/ e—(x(t)—Xu))

t
0

(2) (%) =Y € H(dT)

Nous dirons que Y(t) est un processus d'Ambarzoumian si X(t) et H(%)

sont des processus & accroissements indépendeants, positifs et station-
naires - (en général indépendants l'un de 1'autre) - Y(t) est alors

un processus markovien.,

Ia reletion (2) décrit un mécanisme de sédimentation le long
diune verticale. Si 1l'on se donme une famille X(x,y)(t) de procesg-—
sus dont leg accroissements Xk,y(dt) représentent 1'élément moteur
de la sédimentation en chaque (x,y) G!RZ, la relation (2) conduit 3
une fonction aléatoire YX y(t) et décrit cette fois la sédimentation

’

dans 1'espaceiR3.
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On pourra construire un processus Xk,y(dt> possédant les propri-
étés voulues (é (x,y) fixé, Xi,y(dt> doit &tre & accroissements in-
dépendants et stationnaireé} a pertir du schéma booléen suivant : on
se donne un ensemble aléatoire plan A borné et une fonction aléatoire
f(x,y) dont le support est A, et on passe en boolden ([3]) dens R =

= {(x,y,t)} avec une densité 6dx dy dt. On a alors :
o
X, y(dt) = f(x-g, y-¢)

selon que le segment [(x,y,t) , (x,y,t + dt)] rencontre ou non un
grain primaire AE'

Dans cette note, nous étudierons les processus Z(t) et Y(t) le
long d'une verticale (& x et y fixé), et nous comsacrerons une &tude

ultérieure a l'extension de ces processus dans 1'espaoe!R3.

2 — Générateurs Infinitésimaux.

Caractérisons d'abord les processus & accroissements indépendants

positifs et stationnaires X et H au moyen de leurs transformdées de

Laplace
g B <‘P—KX(t)> _ o~ tx(A)
g & (ka—\H t\> _ e tn(d)
avec o0
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Si X et H sont des Poissons composés (mesures 51%51 et Qi%;l

sommables de O & 1l'infini) le générateur A de Y(t) est donné par :

_]mudx) b n(d5) 4, +/;°(Z o) Kldx)

(4)(2) = - | : / )
+}éff(z+x) EL%El

Mais ceci se met sous la forme

x

/f(chx) = £(2) i(ax) +/f(Z+X> = £(2) n(ax)
X X

0 0

N
W
s
5
™
p——
1l

11 suffit de faire un passage & la limite pour voir que (3) définit

encore le générateur A dans le cas général (mesures k(dx) et h(dx)
a OQ s OO0

vérifiant L/ 51%21 < ® etq/éﬁi%&l < 0 gans que les intégrales de
1 1

0 & « existent nécessairement).

Bxemples : Pour f(z) = e "M

, on obtient la transformée de Laplace

du générateur A sous la forme

®aze™ -z
— - & -
(4) AeM:/e . (ax) - n (1) e
(@]

Pour f(z) = 2N (si toutefois cette fonction est dans le

domaine de A)
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Dans la plupart des applications, nous nous limiterons au cas

ou le processus H est de la forme
H(t) = t

(élévation réguliere du niveau de la mer, ou, ce qui revient au méme,

subsidence continue & vitesse constante)

Dans le cas de la subsidence continue, on a n(A) = A et h(dx) =

= §(dx). Les formules (3), (4) et (5) sont alors remplacées par :

(31) 4 t(z) =/f(ze—x> =—2(2) ¥(ax)r £1(2)

o X
m .
) Az e ™ az
(41) pe M o [ & X-e k(dx) - A e M
0
(51) Azt = oy (0 2 2T

Nous examinerons ci-dessous d'autres cas particuliers.

3 -~ BExistence d'une loi limite.

Examinons les conditions d'ergodicité du processus d!'Ambar Y(t).
Pour t tendant vers 1'infini, la relation (2) montre que Y, e_X<t)
converge presque slrement vers O (si X(t) n'est pas identiquement nul).
I1 existera donc un régime stationnaire et le processus sera ergodique

si et seulement si le deuxiéeme terme d//<a'(X(t)_X(T)) H(d7) converge
0

en loi vers une variable finie.
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Or, X(t) et H(t) étant &4 accroissements indépendants, on a 1'é-

t

quivalence en loi :
-t
/—(X(t)—xun | Qz,/ ~(X(v)
/e H(at) = é H(dT)
0]

0
et la variable du second membre converge presque slirement vers la

variable ‘
t y OQ
-X ~X{%
er (ntan) = (o/e (Pu(as)

Oim T

Y =
t— 0
le processus est ergodique si et seule-

D'ou la condition cherchée

ment si
'—/‘X(“Hmt) < o (pjs.)

(6) v
0
et la loi limite de ¥(%) (ou loi du régime stationnaire) coincide alors

gvec la loi de cette variable Y'.
En particulief, l'egpérance de Y' est

o0}

E (Y') = E /e_tX(”H(dt)

0

Elle est finie pourvu seulement que n'(0) existe, c'est-a-dire pourvu

gque la mesure canonique h(dx) soit sommable, et on a alors

B (1) =/e"txmn'<0>dt S

o]
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La loi limite de Y(t) existe alors a fortiori et admet la méme

espérance
o0
1/
= B(Y'!') = h
E(Y) (¥ ) e A (dx)
En particulier, dans le cas d'une subsidence continue, n'(0) = 1

la loi limite existe toujours, et son espérance est alors 1/y(1).

4 — Recherche de la loi limite.

Ta loi limite F(dy), ou loi de la variable Y' définie en (6)
(lorsqu'elle existe, c'est-a~dire par exemple lorsque n'(0) existe)
vérie F A £ = 0 pour toute fonction f du domaine de A. Il suffit 4!
ailleurs de se limiter & f(z) = e "M (0 < A < ). Ainsi, compte
tenu de (4), la tranformée de Laplace ®()) de la loi statiommaire B
est l'unique solution de 1'équation intégrale

o0

(7 n(x)~@()\) = - /@(M - o(h e

5 X

)

k(dx)

Si la mesure h(dx) admet des moments jusqu'da 1'ordre n -1 (in-

clus), il résulte de (5) que z™

est dans le domaine de A pour
0 <A < n,. On en déduit (bn peut aussi le vérifier directement &
partir de la représentation (6)> que la loi limite F admet des moments

My Myyoenl qui se déduisent des moments h?"hQ""hn de h(dx) par :
0 o

n
_ ] k
(8) T = Xy %;; Cp M1 Mok (n < no)

En particulier, dans le cas de la subsidence continue (h(dx)zé(dx))




on ah = O pour tout n > 0 et ho =1, d'ou :
! = 1 m - l’l!
(8') My y (1) n—1 v(1) x(2)...x(n)

Tes moments m(A) = E(Yx) existent également et vérifient (tou-
jours dans le cas de la subsidence continue) la relation de récurren-—

ce

(8m) x(\) mm = A m(A-1) (A= 1)

Bxaminons quelgues cas ou il est possible de résoudre explicite-

ment 1'éguation (7) -

5 - Classification des types de subsidence et de sédimentation.

Pour l'essentiel, les cas intéressants correspondent a diverses
combinaisons des hypotheses suivantes :

a/ Subsidence continue (ﬁ(t) = t, ou n(A) = A, ou h(dx) = 6(dxx>

b/ Sédimentation continue (X(t) = at, y(\) = Aa, k(dx) = aé(dx})

c/ Sédimentation par saccades. X(t) est alors un Poisson compo-

sé, on a
rOO
JM = C < 00
5 X

Le nombre des paquets de sédimentation déposés pendant le temps
t est un Poisson d'espérance ct, la loi d'un saut AX du processus X(t)
est % 31%51 . Comme les valeurs Y_ et Y _de Y(t) immédiatement a-

vant et apreés un saut AX se produisant au temps t vérifient



nous considérerons la variable w = efAX (facteur multiplicatif) et

nous désignerons par G(dwm) sa loi, qui se déduit de % 51%31 par un

changenent de variable évident.

d/ Sédimentation comportant une composante continue et une com-

posante saccadde. (X(t) est de la forme X(t) = at + X1(t) avec un

X1(t) vérifiant les hypothéses c/)

e/ Subsidence par saccades : H(t) est un poisson composé, dé-

fini par un paramétre b (espérance du nombre des saccades par unité

de temps), et la loi des sauts AH de H(%).
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1l - RECHLRCHE DE CAS D'INTEGRABILITE

1 — Les equations du prcobleme.

Dans le cas de la subsidence continue et d'une sédimentation

par saccade (a/ et Q/ dans la classification ci-dessus), la loi 1li-

mite F admet pour transformée ®(A) l'unique solution de 1'égquation

intégrale
A
~ o
(7") o(A) = =33 Z@(m) G(dw)
ol G(dw) désigne la loi du facteur mulbiplicatif = = e-_AX. Comme

les fonctions XA, A > O sont dans le domaine du générateur-A, la loi

P peut également &tre définie par ses moments

e}

m(\) :/x” F(ax) (A > 0)

0

m()\) sera, en effet, l'unique solution probabiliste de 1'éguation

(8"). Comme on a ici :

° -AX 1
x(A) = i—'i k(dx) = ¢ /(1 - &™) G(dw)
(0] [6]

on peut désigner par :

! -\ log +
= () =/wx Gaw) = E[e 0¥ - (e M)

le moment d'ordre A = 0 du facteur w (@(A) est aussi la tranformée

de laplace du saut AX du processus X(t)}, et 1'équation (8") se met



....11_.

sous la forme :

(8"') mﬁk—ﬂ = ¢ 1 - W(K)

m () A

Au second membre de 8"! figure la transformée de Laplace de P(AX > x).

Comme ¢ est un simple paramétre d'échelle, nous prendrons

d'une relation plus générale que nous allons établir (mais que nous
n'utiliserons pas par la suite : le lecteur peut s'il veut passer

directement au paragraphe suivant ) - Introduisons les notations

_ 0 =Az
3 %
@a(h) =F fa,x :v/rzaéa_hz F(dz)
J 0

Compte tenu de l'expression du générateur infinitésimal :

1
A f(z) :b//g(wz) G(dw) - f(z) + £'(=z)

)
et de

d = —

dz fa,k(z) * fa—1,x <Z> A fa,k(z)

la relation F A £ = O qui détermine la loi F s'écrit

1

(a) (142) 2, (M) =a e . (A) +(/wOC o, (W) G(dw)
A |

Pour o = 0, on obtient (7'), et pour A = 0, (8"1).
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2 - Lol gamma.

Supposons que AX obéisse & la loi exponcntielle P(AX > x) =

= e % s0it 6(dw) = o %1 g (loi beta de parametre o et 1).
Avec ¢ = 1, (8"') donne
m (A—1 — 1
m(\) o + A

et la (seule) solution probabiliste est

I (1+a+))
I (1+a)

m(\) =

La loi limite P est donc la loi gamma de parametre 1 + «.

On le voit aussi & partir de (7'), qui exprime 1'équivalence

en loi :

Y=3S+0OY

(8, variable exponentielle, IJ de loi G). D'une manidre générale,

si 8 est une variable gamma (o) et IT une variable beta (B,y),
?

By

on a la regle multiplicative

= S
SOC - HO‘:B o+
et, en particulier, Sa = Ha 1 S1+a' Par suite :
?
Siaa = 51 ¥4 Sy

et la loi P cst bien la loi gamma (1 + a).
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Malytiquement, enfin, (troisiére démonstration), on met (7')

sous la forme :
A
1 1 o1
a(n) = TR "o vép@<u) o u ap

on multiplie par x“(1+x) et on dérive en A, d'ol 1'équstion différen—
tielle

(. + 1) @+ (1 +2\) & =0

dont l'unique solution probabiliste est (1 + A)—1-a.

3 - Lol gamma bétifide.

Prenons maintenant pour G la loi :

a1

(9) Gaw) = (pa o™ + gl ") aw (B >0, D +q = 1)

Si p et g sont positifs, cette lol s'interprete comme une loi ccmpo—

sée, et correspond par exemple au cas ol la sédimentation comporte

deux composantes, ou deux facieés a et b : p'et g sont les probabili-

tés pour que le dépdt AX soit de type AX_ (de loi a ® ') ou A%, (ae
loi B HB—1), .
Mais il n'est pas nécessaire que p et g soient tous deux positifs.

Supposons, par exemple

O<B=suo

Lt'expression p o =1 4 q B ob T = B [Bg + ap wa—ﬁ] est une densité
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de probabilité sur [0,1] si et seulement si on a :
(9") q =20, ap + Bfg =0

en particulier p peut &tre négatif). Le cas limite ap + Bq = O donne
la loi

Gdw) = &-QL_'_—@E- [m6—1 - wam” dw

et AX est alors la somme de deux variables exponentielles de lois

e "M of o7BX (pour o = B, AX est une variable gamis de parametre 2,

et G admet la densité o° w® ! log % ). lMoyennant les conditiors (9'),

le 3(dw) édcrit en (9) est une loi de probabilité. ILa loi limite F

solution de (7')‘ou de (8"') est alors la loi gamma bétifide définie
de la maniére suivante : sa transformée de Laplace & est la fonction

hypergéométrique.,

(10) ®<K) = T <1+a} 1+, 1+qa + DB, - A)

Son moment d'ordre A = 0 est

(11) m(p) = & (Utratd) I (1+8+A) I (1+ga+pB)
T (1+a) I (1+8) T (1+qa+pp+h)

Avec B < o et g = O (par exemple), on 1it sur (11) que m(A) est

le moment d'ordre A d'une variable Y de la forme

(111) T F Sg Tger, q(a-p)

du produit d'une variable gamma (1+a) et d'une variable beta
(1+8, qa-gB). On le voit ercore sur la représentation intégrale

classique de 1l'hypergéométrigue (10)
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1

0! o — T (1+q06+pf3> /B 1- Q_(OC—B)—"] __._.._....(_j:_}.c___.__
(o) () I' (1+8) T (qo-gB) o = (1-x) (1+Ax)1+“

. De cette représentation intégrale, on déduit aussi que R{dx)

admet la densité :

21
(12) £(x) = —L{itae rpe) __x /uﬁ—a-1<1-u>q<a-~s>-1e

r (1+a) T (1+8) T (qo-gB) ©

X
v du

qul est une fonction hypergéométrique confluente de seconde espece.

Nous allons donmner de ces résultats deux démonstrations indépen-
dantes.

Partons d'abord de (8"). Avec la loi G(dw) définie en (9), on a

1-w(M)_  _ B , 9 - -0Qo+tDpB+A

A atA BA (atn) (B+N)

et la (seule)solution probabiliste de (8") est le m(\) écrit en (11).

Partons maintenant de (7'), qui s'éerit ici :

A N
(1+2) @(n) = ~%§ &/f@(u> W ap + f% u/@(u) P
(0]

0]

Multiplions par A% et dérivons en A. Il vient
(ag A% 1+ (1+0) A% a(n) + W\ + AT @ () =

}\ .
qB (o—-B) ka_ﬁ_1o/ci(u> WP ap + gp 2% a(n)

O

1+B—a

Multiplions alors par A et dérivons encore une fois en A. On



- 16 -

(12)  (1+a)(1+€) @ + [1+qo + pp + (3+a+f) A] @' + A (1+A) @" = O
dont la sclutbion générale est de la forme
AT (14, 148, 1+qarpp -~ A) + B A 2% PP 1 (14p(0-p), 1+q(B-a), 1~qa=pB ,-1)

avec d'ailleurs B = 0 et A = 1, puisque & est la transformée d'une loi.

D'olt la relatioa (11).

sentiels (o, B et p = 1-q), plus un paramdtre 4d'échelle (le coeffi-
cient C gui a été pris ici égal & 1). FElle doit donc pernéttre de

couvrir une assez large gamme de possibilités expdédrimentales,

4 - Cas d'un facteur w = p constant.

Toujours avec le parametre d'édchelle C = 1, pour G(dw) concentrde

en un point p (0 < p < 1), la relation (7') s'derit

(14) o(A) = % @(rp)

La variable Y est de la forme

[0¢]
Y o s s
= Led
n=0 o

les Sr étant des variables indépendantes de loi expenentielle réduite.
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Autrement dit (cf. Ammexe), la solution prcbatiliste de (14) est :

(14") o(n) = [T ——
n=0 1+Ap

k

En décomposant en fractions rationnelles le produit [ l 1 =
n=0 1+Ap

falsant tendre k vers 1'infini, on obtient la représentation :

et en

(141)

i Vi Vo W Ve Vi Vi Y W W W W Vi "o Yo N
I
P
I
~—
S

Cette loi admet donc la fonction de répartition :

X
n

(2]
i

(1411) P(x) =1- ), A& P
n=0 oo

On peut montrer que E(YA) = m(\) existe pour A complexe guel-

congue, ¢t que ce moment est

(15) m(A) =T (1+0)

En particulier, les moments d'ordre entier positif sont



(151) m = -
T Oy (1999) - (1)

et les moments d'ordre entier négatif :

(
(15m) 5 o p At
(

. 1
m(-1) = log —
(-1) g 3

T1 est clair que (15) est bien solution de (8"') gui s'éerit

ici
a(A-1) _ 1=p"
a(An) A

On trouvera en Annexe une $tude plus poussée de cette loi, €%

comment, en particulier, on peut en déduire une loil non logrormale

mals admettant les mémes moments d'ordre entier que la loi lognor—

male (loi de Jacobi)

5 — Regle de pondération.

Supposons que noue conraissions la loi limite F(dx), solution
de (7') ou de (8"') pour un facteur w dont la fonction de répertition

est G{w). Alors, la loi pcndérde de F(dx) par x', soit :

Y
FY(dX) = 5%77 Plax) (v = 0)

cst la solution associde au facteur » dont la fonction de répartition

est
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Gy(m) =@l G(w)

v
Bn effet, si w()) = (//wx ¢(dw), on a ausei
0

1

A ¢}

Adinsi (8"') s'écrit (avee C = 1)

]
EM. = w?\— 1 G(w) dw
m(A) %{ .

D'ou, pour y = 0 :

1
-1 - ¢
! A1) - /w}\ 1 - Hw) dm

et la lci FY(dX) associde 5 ¢ admet donc bien les moments

_ +)\)
¥ m ()

ce qui démontre la regle de pondération.

Remarque : Si IJ et Dy ont les lois G(dw) et y ol dw, w' G(w) est

la fonction de répartition de Sup (1T, Hy). Lo rdégle de pondération

Y
X s s .,
montre donc que ETVT P{dx) est la Joi limite agssccide =zu facteur

rultiplicatif Sup (I, UY)°

La reégle de pondération n'apporte pas de solution nouvelle si
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1'on prend pour G une loi du type (9) (o et B étant simplement rem—
placées par a + y et B + y). Par contre, si G est concentrde en p

(U< p< 1), cette régle montre que la loi de densité :

=

- X
n

N 2]
Z __%XYQP

_ 1
(17) fY(X) o &

o]

est la solution associée au facteur multiplicatif :

o= 3Sup (pa H,Y)

dont la fonction de répartition est :

0 siw=<p
Hw) = w ! sip<w< 1

1 siw >

Cette loi fY admet la transformée de Laplace

o0 'Y-l-']
' = _HLW) ny _1___
(17") @Y(K) —— gg% A D <1+xpn>

Blle dépend de deux parametres essentiels (p et y) et d'un paramétre

d'échelle (C pris ici égal & 1).

6 — Principe de Dichotomie.

Nous allons maintenant établir un deuxiéme principe qui, combiné

a le regle de pondération, nous permettra d'atteindre des cas plus
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généraux d'intégrabilité.
Partons de la remarque suivante : si 1'on remplace G(w) par q +
+ p G(w) (loi composée selon laguelle la nouvelle variable est nulle

avec la probabilité g ou obéit & l'ancienne loi G avec la probabilité

] - w 1 - pw
N A A
p), la regle (16) montre que —— se transforme en ~—y—"
1 - w 1 - pw
(18) Mw) - g + p G(w) = ——X——A - ——“X—“L

Si au contraire nous pondérons la mesure G(dw) par mY, le moment

w(A) devient w(A+y)/w(y), soit

(18') G(dw) ~ ﬁ’% ¢(dw) = w(dr) - z&%l_

Avec v > 0, on a w(y) < 1 et on peut poser

p = w(y)

Appliquons d'abord la pondération (18') & la mesure G(dw), puis
la transformation (18) & la fonction de répartition ainsi obtenue.

On trouve
,w
-

1 4
(18") G(w) - q + /uY Gaw) = —pd o L)
0]

Plus généralement, on peut encore appliquer la regle de pondération
apres la transformation (18"), et ceci nous donne la régle que nous

allons exploiter :
[ 7]
-

1
(19) Gw) — o} ma - JU.Y Glau) = -—-—-}-\——-—?-\- - ! —}\GUE‘?\';Y'FO(,)
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D'autre part, d'apreés la regle de pondération, si la loi limite

associde & G est F(dy), la loi associde & la F.R. o™V G(w) est

a+y

Y — _ P(dy), et de plus 1l'on a la rigle
m( at+y )

1 - T = w(A+y+a)

G(w) » =" G(w) = —D o

A Ay+a

Si donc Y(a,y) est la varieble aléatoire solution de (8"') pour la
aty
transformée par (19) et si Yp est la variable de loi 5%3:77 P(ay),

il résulte de (19)

A—1
E (Yo, e )

E (Y(a,y)K) y+a E (pr)

Par conséquent la (seule) solution prcbabiliste pour la loi de Y(a ¥)
?
est
A AT +ot
(20) B (Yy ') = I (1+i+a) L (trary) g oy M
&5y

r (1+a) T (1+a+y+r) p

En désignant par II la variable Beta (1+a,y), ce résultat se met

T+o,y

sous la forme d'une équivalence en loi :

! Y = Y
(20") Ay Y P H1+“7Y

Ainsi, il suffit de comnelitre la solution F agsociée & une loi G pour

en déduire les solutions Fa associées aux transformdes Ga v de G
? ?

dans la transformation (19), soit
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(20m) Ga’y(m) = o*[1 - w(y) +/uY a(du)]

(0]

De plus, le procédé peut &tre itéré indéfiniment, et l'on voitd

ainsi apparaitre la possibilité de former les solutions associées &
des familles de lois G dépendant d'un nombre de parametres aussi
grand que l'on veut.

Examinons donc le résultat de 1lt'application répétée de la trans—
),

...(an, yn) des

17 Y2, ”'Yn les variables obtenues en applica-

tion de la régle (20'). On remarque gue pondérer la loi du produit

formation (19) avec les valeurs successives (a1, Y,

parametres. Soient Y

(XX') de deux V.A. par vne pulssance B quelconque de la varisble cou-
rante x équivaut & former la loi du produit des pondérées de X et X!

par ce méme P

(xx*) =X X!
P P D

I1 est clair d'autbtre pert que la pondération par wﬁ de la loi

de M, v donne la loi de II . On déduit alors de (20') que 1'itérée
Ly T————

atB,y

Yn‘vérifie 1'éguivalence

n
I H1+an’Yn

(21) Y =7Y'T1

n
n tragr 2 (agrry) vy Tieagh 22 Gy )y

n
Y' désignant la pondérée de Y par > (ai+yi), dont la loi est
i=1

1

21 (a.+y.)

y EUT e gy
m (E(ociﬂi))

et I, . désignant toujours la veriable Beta (u, v). .
H
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I1 reste a voir a quelle ggg_Gn déduite de G par application
répétée de (19) est associde la solution Yn gue nous avons explici-
tée en (21). 1I1 n'est pas facile d'expliciter 1l'expression de Gn

dans le cas ou G est une loi quelconque. Nous nous limiterons au

o a
cas le plus simple possible, celui ol G(w) = w 2, et ol la variable

Y associée est la variable gamma d'indice 1 + @,y Qque nous noterons
. , . e
S1+“o (ia variable Y'!' qui figure en (21) est donc S1+“o+§:(ai+yj)>

’ (04
(22) o) =w ° , Y =28

Sous cette hypothése, la transformstion (20") donne

o o oty
o e, %o 0
(22) GO‘;’Y(w) ao+Y wT OLo+'Y

L'itération de cette transformation donnera donc GIl sous la forme

composée @

= By (n)
(23) Gae) = 2 pln) w5

que l'on pourra, par exemple, ordonner selon les puissances décrois-
santes de w. On calcule les coefficients Bk(n) et pk(n) a l'aide de
relations de récurrence faciles & former (sinon & résoudre explici-

tement). Appliquons la transformation (22'), avec a = « et y =

n+1

= Yoo & chacun des ternes de (23). Celd donne

n ) -
Gn+1(w) =L Py () [ L m“n+1 + By(n) By (n) 1 Tt

k=0 Bki(n)_wnﬂ Bkzn)+Yn+1 ”
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D'ou les relations de récurrence cherchées

~

py(n+1) = py(n) Ynjfézzﬂ (k < n+1)
Do (OF1) = v é}o Bk(i%{ijjlﬂ
(231) “
< By (nt1) = B, (n) + Gy T Yop (k < nt+1)
B q (1) = g
L

En perticulier, les exposants B admettent 1l'expression expli-

cite

n
(n) = . .
Byim/ = oy + iz:itm (ay +v5)

I1 pourrait &tre intéressant de chercher & résoudre explicitement

les pk(n) dans certains cas particuliers, par exemple
Ly = 0y T oeeal) = 0y Yy T Yo = e =Yy

(trois parametres essentiels, en plus de n, & savoir a s et Y) .
Nous nous contenterons ici de chercher la solution de ce cas particu-

lier lorsque n ~ o, neg et ny restant finis.,

7 — Exemple d'une famille de solutions.

Prenons a, fixe, A, = 0y = eee =0 Y1 = Yo T oees =¥, et appli-
quons le principe de dichotomie n fois de suite. DLa variable Yn de

(21) est
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Y =85

n T+a H1+a+(n-1)(@+Y)’ Y =

II

T+a+{n=-2) (oaty), v "% T+, y

Elle admet le moment d'ordre A\ :

T(1+a_+n(a+y)+\) L r(1+ar(n=X%) (atry)+A) T(1+(n-k+1) (aty))
0 T*r~ :

(n) =
@n ) | P(1+ao+n(u+y)) k=1 T(1+o+(n-X%) (aty) T(1+(n-%k+1) (oty)+A)
Posons
n(a+y) = b
ny =g

et faisons tendre n vers l'infini, b et g restant fixes (ainsi que ao).

De
T(1+a_+b+)\) = P(1+at 22X pry) T(1+ar 225 pi)
B 0 ij ) n
log m&k) = log + log = —
T(1+ao+b) k=1 P(1+a+ == b) T(1+ot === b+A+y)

résulte (en dédsignemt par ¥(z) la dérivée logarithmique I''(z)/T(z))

que mn(k) converge vers la limite m(A) donnée par :

I(1+a, +b+A) b
log + g [/ [Y(1+bx) - ¥Y(1+bx+A) ] dx =
F(1+ao+b) 0

log m(\)

ll

T(1+o +b+r)
0
= log +
F(1+ao+b)

T'(1+b) T(1+0)
T'(1+b+0)

= log
Pour retrouver des notations plug familieres, nous écrirons a au lieu
de «_, B eu lieu de b et y au lieu de g/b. La loi limite de Y que

nous venons d'obtenir admet donc les moments

n()) = L (1xa+rB+r) [ L(1+B8) T(1+A) v
I (1+a+B) P(1+8+))

a = 0, ﬁ.z 0, O =<y < 1)

(
(
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Etudions cette loili F et la V.A. correspondante Y. On voit sur

(24) que Y est le produit

= Sap T,y

d'une V.A. gamma (1+o+B) et d'une varisble X dont les moments sont :

(241) a(a) = (L0x8) n(1) )Y
. T(14B+0)

Cette expression est la pulssance y du moment d'une V.A. Beta

(1,1+8) de densité (1+B)(1—y)ﬁ. Montrons que X y est elle-méme con-

’
centrée sur (0,1), et plus précisément qu'elle est de la forme

-7
x, =e By
By

o Z est une variable positive et indéfiniment divisible.

Bsy

En effet, le moment n(A) qui figure en (24') est la transfor-

mée de Laplace de la loi de 2 (si du moins cette mesure est bien

By
une probabilité), et il faut montrer que l'on a :

2.9}
L_e—xx
- log n(A) = / ——  H(ax)
0]

avec une mesure H remplissant les conditions habituelles. Or (24!')

donne

4

= Log n(:r)

il

v [Y(1+B+N) - ¥(1+A)] =

[2¢]
= 1 1
! gég <}+n - A+@+n>
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et cette expression est la transformée de la mesure H remplissant

les conditions requises et admettant sur (0,0) la densité

e ™ (1-eP%)
.1-efX

(24m) h(x) = v

Cas particulier : Je ne suis pas arrivé a former 1l'expression expli-

clite de la loi de . Mais, dans le cas particulier ou B_est un

Z
By
entier n, (24') se réduit a

1 Y 5 Y N Y
n(n) = (m) (m) (Eﬁ)

et dans ce cas 7 se présente sous la forme d'une somme de n variables

gamma (y) indépendantes.

z o= s p1ls (@ L 1g ()
n,y Y 2y oy
En particulier, pour n = 1, on a Z1 y = SY, et notre varishble Y de
H

loi P est de la forme

i
wn

' Y
(2411) ¥ 2+a <

Cette loi dépend de deux parameétres essentiels, En pondérant sa

densité par yé, on obtient une variable Y' de la forme :

1
=T+ Sy

(25) Y S (6 > - 1)

il

2+0+8

Bt nous disposons cette fois d'une loi & trois parametres essentiels
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dont le principe« de pondération nous garantit qu'elle constitue la

solution associéde a4 une loi Ga ¥y 5 gue nous allons maintenant déter—
? H

miner.

Recherche de la 1oi G.- Plutdt que de faire un passage & la limite

sur les relations de récurrence qui définissent les parametres de la
loi (23), nous appliquerons directement la relation (8"') avec 1l'ex-—

pression (24) de m(A). Celd donne

(251) 1=w(A)  _ 1 (g+n)" ~  BtA 1
Y Y 1=y
A atB+A A atB+A AL (BA)

Cette expression est la transformée de Laplace de la fonction 1-H(x),

H(x) désignant la F.R. de la V.A. X telle que = e"X. Elle se

présente comme le prcduit de trois fonctions faciles & inverser

Y1
1 L X ax (0O <y < 1)
A Y ()
C Y g7Bx
1 . X e dx

BA_ §(dx) - « ef(“+5%§

otB+A

(
E
(
5
é (pa) 1Y r(1=y)
2
\

Effectuons le procduit de convolution des deux premiéres mesures

X d
1 / (o) 3TV @B gy = BRI (o) YT o oPuE
r(y) T(1-y) Y% I 0



Convoluons maintenant par la troisieéeme mesure, en remarquant gque 1'on

a

o e-—(oc-kﬁ)x% o BUx o <e—-ﬁux_ e-—(oc+[3)x)

a+p-pu

Noug Trouvons donc

1
. - - —(a+
1 - H(X) = E‘.Il_ﬂ_l /U—Y(?—H)Y—1 [ e Bu}_{_ X <e Bu-)-{ e * B)X>]dx
o 0 a+p-pu

clest-a-dire

1 -Bux -(at+p)x
1 - H(x) = Sin I y U/ru‘Y(1_u)Y—1 B(1-u) & + o € .
I 0

o + B(1-u)

I1 s'agit donc bien d'une loi de probabilité. Le changement de va-
riable w = & % transforme 1 -H(x) en G(w). Adnsi, la loi G pour la~

quelle la solution est la variable Y définie en (24') admet 1l'expres-

sion /1 1
Glm) = p®*B Sio Ty juYCow'T o s psing v/u-m-u)v 2P qu
I o a+pg(1-u) N 5 wrp (1-)

Elle est bien du type (23) généralisé. On peut d'ailleurs calculer

explicitement la premiere intégrale, qui est une hypergéométrigue
1

Sin I 'Y/u—Y£1—U-)'Y—1 du = F(1 1s — ﬁ) = (_ﬁ..('._)y
i I o a+p(1-u) ’ T T i

D'olt 1l'expression de notre loi ¢

(26)  G(w) = (..@.)Y L0+, B Sin Ty /ﬂuﬂﬂ £u
oa+p 1 b arp(1-u ) u
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En particulier, on vérifie sans peine G(1) = 1.

Cas_particulier : En prenant B = 1, et en appliquant la reégle de

pondération, on voit que la variable

_ 1 g

= | 1+6 Ty
(27) i = Sota+s €

produit d'une variable gamma (2+qt+d) par une variable gamma exponen—

tiée, est la solution associée au facteur multiplicatif IT admettant

la F.R.
1

Y ; =Y )Y .
<1$ m1+o¢+6 + Sin I v U//u (1-u) mu+6 du
@ II 0 1 +a-1u

(27)  &(w)

Il

(avec . 2 0, O sy =1, & 2 0 : mais la condition en § peut sans doute
8tre améliorée en & >-1 : ce point reste & vérifier). On note que

cette famille de solutions dépend de trois parametres essentiele.

Rerarque : On peut interpréter (27') comme une loi composéde : le

Y
facteur IT est une beta (1+o+d,1) avec la probabilité (&%%) , et, avec

la probabilité complémentaire, il est une beta randomisée, de paramé-

tre (U+8, 1) avec une V.A. U admettant la densité

(ot1)Y sinmy uw ! (1-uw)Y
(a+1)Y = 1 I T+o-u

ILes lois de type (27') pourront donc &tre utilisées pour décrire

une sédimentation & deux facieés.
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Le cas particulier a = 0 est intéressant, car la premicre composante

disparalt. On voit, d'apres (27'), que la variable

-3
(27) T=s5,, € M0 (v 20, 8=0)

2+8
(deux parametres essentiels, et un parametre d'échelle, est la solu-

tion associde a la loi :

]

(27" 1) Glw) = Sin Ty /u—y (1—u)Y_1 mu+6 du
g 0

Te facteur [T correspondant est donc une beta Dﬁ|6 1 randomisée par
TOy
un paramétre U obéissant & la loi beta (1-y,y). Avec II = e ~AX , on

voit que la- fonction de répartition des sauts AX du proceséus X(t) est

1
1 - H(X) = M /u_Y (1_u)Y-'] e—<u+6)X
n 0

D'ou 1'égquivalence en loi

S1
AX =
+
0 H1_Y’Y
ou encore S1
(27" me e e

Plus généralement, on peut prendre B quelcongue €t faire a = 0 dans

(26). On obtient la loi :

1
: _ _ Bu+o
I o]
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qui est celle d'un facteur I = & 2% gyec :
)
AX = !
+ 8
FIy,y

La variable Y associde admet les moments

-
m()) = (I' (1+B+6-I-7\)) ! <1" (1+6+7\.2>Y

r (1+g+n) / T (1+8)

Elle est du type

ol Y& est une autopondérée de la variable ZY définie par :
Bz )] = (@ (1a))"

On vérifie sans péine que log ZY est une V.A, indéfiniment divisible.

Ces V.A., et leurs autopondérées dont les moments sont du type

(f (oﬁ-?\))'Y

constituent une généralisation intéressante des lois gamma. Si %!
est 1'autoponddérée de ZY (densité x fY(X)’ si fY(X) est la densité
de zY), la relation T(2+A) = (1+A) T'(1+A) donne

-8
7zr & ¥
Y

il

Z
Y

(SY : gamma de paramétre y). Cette relation généralise une propri-

été bien connue des V.A. gamma, et suffit & caractériser la loi de
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2. s en cffet, par récurrence, elle détermine les moments d'ordre

)
a

entier m, = (n!)Y, et la transformée de Laplace

_ Y e Al
2, (M) = 20 (=) R

I1 serait intéressant de trouver une expression explicite de la

densité de lsg loi de Zy'
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IIT - EXEMPLES DE SCHEMAS DE SEDIMENTATION

Nous présentons maintenant la formulation probabiliste de
quelques types possibles de sédimentation. Nous n'étudions le phé-
nomene que sur une seule verticale, sans perdre pour autant de vue
l'extension & l'espace entier que nous aborderons ultérieurement.
Outre les processus Y(t) et Z(%) eux—mémes, qui représentent la va-
riation dans le temps de la cote topographique (et ne sont jamais
observables directement), nous devrons dans chague cas étudier la
loi de la série sédimentaire engendrée par le mécanisme de dépddt,
puisque, dans les applications, c'est elle quil constituera la seule

rédalité observable.

1 - Subsidence saccadée et sédimentation continue.

La sédimentation se faisant d'une maniére continue, on a X(t) =
= at avec un paramétre a constant. ILa subsidence H(t) est au con-

traire un processus de Poisson composé avec :

( B (e-AH(t)> _ e-tn(n)
() = b (-y(V)

Tes saubs AH du processus H(t) se produisent & des instants poissoni-

ens (de paramétre b) et leur amplitude obéit & la loi
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Dans 1'intervalle séparant deux sauts, Y(t) décroit exponentielle—

ment

T(t) = Y(o) e8¢

et augmente de AH chaque fois qu'un saut se produit

Y(t)

La mesure k(dx) associde & X(%) se réduisant ici & ad(x), 1'équation

générale (7) de la loi limite se réduit &
b (1-y(A) a(A) = - a A @' (A)

d'oll 1'on déduilt immédiatement la loi limite

A
(28) log () = - 2 /kﬁiﬁl dp
0

Si G désigne la loil des sauts AH de la sédimentation, la loi

limite F de Y(t) est donc la loi indéfiniment divisible associde &

rea i o h
la mesure cancnigue 5 (1—(}(}()} ax .

Désignons par Y et Y" les valeurs de Y(t) immédiatement avant

et apres un saut AH, et par T l'intervalle (de loi Eﬂ_bt) séparant
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deux sauts consécutifs : on a

( oy~
( Ty =Y, o+ oF
-al
- _ v T n_ « +
( Yn+1 =1 e =X, I
On note que le facteur multiplicatif I = ool obéit & la loi de
densité o o® ! avec o = % (loi beta o;1). TLa loi limite de Yn"

est donc celle d'une variable Y vérifiant
(281") Yo = (Y + AH) I
Sa transformée de Laplace vérifie donc

& (\) =

A
<, O/mo a7 (p) u® " ap

et 11 suffit de dériver pour retrouver 1'équation différentielle

dont la solution est (28) : & =&, et la loi limite est la méme

pour Y(t) et Ynf. On pouvailt le prévoir en remarquant que les sauts

se produisant selon un processus de Poisson, la valeur de Y(t) au

moment ol le saut se prodult doit avoir la méme lol a priori gqu'en

un instant t quelcongue.

Cherchons la probabilité de transition du processus Y(t), soit

Pt(z, dy) par l'intermédiaire de sa transformée de Laplace

x

Ht(z,x) =/e_}\y Pt (Z7 dy)

0]
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TLa relation (2), avec X(t) = at, donne
-t .
v(t) = Y e 4 / o %) y(aq)
-0

On en déduit :
b

Y (% )_Z—a't _ ~
Ez(e“)>= e ME —b[[w(xea“’)]dr =

A
exp {- Az e 78 _ gj/f 1:gﬁﬁl dp }
Jy sat
re

i

Ainsi la probabilité de transition est lide & la loi limite &(\)
par la relation suivante (éui résulte immédiatement de (28)> :

at

o -
(29) m(z,\) = - (}\(;\zat: oMz e

Série sédimentaire résultante. Dans 1'intervalle de temps Tn sépa-

rant les sauts AH et AH
n n

Y la quantité sédimentée, qui est la puis-

sance (observable) de la couche sédimentaire numéro n, est

Sa loi (limite), se déduit donc de F par la relation :
(30) S= (Y + AH) T

1,0

Soit, en transformée de Laplace :(avec toujours a =

wlo
~—r
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1
(301) B (™M) =V/C® () v Ow) @ (1-w)* " au
0 :
Les S, observés le long d'une verticale ne constituent pas, en géné-
ral, un processus de Markov. Nous nous contenterons de trouver la

loi des puissances S1 et S2 de deux couches successives. Les rela-

tionsg

-|- —
5, =Y -1, = (1 - n1) Y

+
1

(31) <
S, = (1 -my) ¥,7 = (1 -1, (m v,% +am|)

" -aT
ob 1l'on a posé I, = € D (variable de densité o ma—1) donnent

_ _ _ + . _
NSyt Sy = [Ak (pen) - p o M) YT ¢ p(i- M) AH,

Désignons encore par :

+
~AY
)

¥(\) = E(e =& (A) v (n)

y(r) = B(e M)

les lois de Y' et de AH. La loi & deux varisbles (S1,32) est donc

Sy o [l . ~1
(311) E(e 172 =% [u* Ty (u(1-w) au /¥ (p=n)v-puy) v¥ lav

0 0
Il n'y a aucune difficulté & déduire de (31'), ou mieux de (31) les
moments des deux premiers ordres de (81,82). Effectuons ce calcul,
puisque ce sont en général ces moments que l'on utilisera pour tester

ce schéma dans les applications,



Calcul des nmoments de S

1

et S

40 -

2

Désignons par h

AH, o, et M,

1

= E(AH) et h

2

= E(AH2) les premiers moments ds

ceux de Y (ou Y(%)) et par

_ o e 2 . B 2
by = B30y gy = BOS,), pyy = B(S,%),s wyp = B(8,8,), pyy = B(S,7)

ceux de (31, S

De (28') on

d'ol

Les moments m!'

r~

[

|
i

-

Ta relation (30

:

A\

.

o)

1 1

2 2 72

1

_ o
myo= (o +hy) o5
n, = (m2 + 2 m1h1
m, = o h

m, =2h, + a2(h1)

2

déduit (avec toujours o = b/a)

et m'2 de " sont ensuite

m'1 =m, + h1 = (1+a) h1

m', =m, +h, + 2mh, = (1 + %)(h2 +2ah,
) donne E(S) et E(S2)

B(S) =y = pp = W'y g = B,

E(s%) = Hyq T Bpp = 1y T1+a§%2+a) B 1ga (b

2

+ 2 h1?)
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Pour avoir Py le plus simple est de multiplier membre & mcmbre

les relations (31) :

2
_ _ _ + _ _ -+
8,8, = (1 - )01 - m)(¥y) m + (1 -1m)(1 - 1m,) ¥, AH,

D'ol
h
= 84 ' 1 _ o 2 2 2
byp = ——5——— 1n', + h, = — (=% =-h,") +h
12 (1+(X.)2(2+O(,) 2 (1+(X.) 1 1 (1‘*’@)2 £ 1 1
En particulier, la covariance est :
h
2
COV(S1SZ) = —“g——z (2? - h, )
(1+a)
Exemple : Lol Gamma
Si les sauts AH obéissent & la loi exponentielle y(A) = E%X )

on trouve pour la loi limite de Y :

log ®()\) = - g'log (1+ 2)

it

Ctest la lol gamma de parametre a g (et C comme parsmdtre d'échelle).

On a donc

CY

m
Q
o
1
[0]
Q
=
)

S1+a

Bt les puissances sédimentées S vérifiernt

C 8 = S1+a (1 - Ha,1) = 3

FElles obédissent & la méme loil exponenticlle que les sauts AH. D'aprés
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4

les propriétés des lois gamma, on vérifie gque les pulssances succes-—
sives S1S2 sont indépendantes pour la loi statiomnaire : la série ob-

servée constitue donc un processus de Poisson.

Remargue : Ce premier schéma présente l'avantage de permettre des
que g

calculs simples relativement & la loi des puilssences successives,
En ce qui concerne l'extension & R3, il ne permettra guére de décrire

que l'empilement de couches continues de puissances constantes et re-

levant d'un seul et méme facies, ces couches étant séparécs par des

joints stratigraphiques qui marquent les sauts AH de la subsidence.

2 — Subsidence continue, sédimentabtion par saccades.

Ici H(t) = t, X(t) varie par saccades poissonniennes de paramdtre

C, et on désigne par G(dw) la loi du facteur multiplicatif = = efAX,

ot AX est un saut de X(%).

e

(%)

=

I1 s'agit donc cncore d'un schéma comportant des couches de méme fa-

cies sépardes par des joints stratigraphiques. lais ici ces couches




ne sont plus nécessaircment oontinues'dans lt'éspacec. Si Xx,y(dt)

est constituée a partir d'un schéma booléen, comme indiqué plus

haut, le processus représente la superposition de paguets de sédi-
ments d'extension limitée dont les mises en place successives, quasi-

instantanées, ont lieu & des instants aléatoires. On obtient donc

un schéma de sédimentation lenticulalre

- o0
La relation {7), avec n(A) = A etk//-k&%}i-l = 0, n'est autre que 1la
0

relation (8''1!)

1
(8nr) d(N) = -X%/@(x w) G(dw)
(0]

longuement étudiée dans le chapitre IT.

Désignons par Yn+ et Yn— la profondeur immédiatement apres et
avant 1'arrivée de la n lentille (& la verticale d'un (x,y) donné).
En régime stationnaire Y obéit & la méme loi a priori &(A) que Y(%),
solution unique de l'équation intégrale (8"'). Cette équation s'é-

crit aussi :

(32) v L0+ omy



(T variable de densité C efCt

, intervalle séparant la mise en place
de deux lentilles, II indépendante de T et de Y et de loi G(dw). En-

+ -— . V'
tre les Yn et Yn , on a les relations de récurrence :

( v+ _ -
( Yn =1, Iy
(33) (
Y, =Y T+ =1 +p@ ¥
n+1 n n n N n
En particulier, en régime stationnaire, ona ¥ =T + 0 Y , et Y

vérifie bisn (32).

Exemple (lois_gamma) : Si les sauts AX du processus X(t) ont une loi

exponentielle, w = ETAX obéit & une loi Beta (a,1) de densité

ldw) = o «* ! dw

Ta solution de (8"') ou (32) est alors la loi gamma de parametre ot

et de densité = ¢ v e~ %Y. TLes relabions de récurrence (33%)
T(1+a)

montrent que Y _ a la méme loi a priori que Y(+), et que Y, obéit

4 la loi gamma de paramétre «. En ce qui concerne la série sédimen-

taire résultante, on obtient exactement le méme résultat que dans le

cas particulier du 1° étudié plus haut : gur l'axe des z, les joints

stratigraphiques dessinent un processus de Poisson (bien qu'il s'agis—

se ici de lentilles et non plus de couches continues).

Plagons-nous de nouveau dans le cag géndral (loi G quelconque).

Les moments successifs m de la loi statiomnaire ®(A) de Y(t) (ou Y_)
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sont donnéds par (8), avec ici :

00 1
- AX .
v(\) = ‘//i-:J§~——u k(dx) = C [1 —d/wx G(dw) ]
o 0
1
En particulier, en posant w, = E(w") =U//;nn #(dw), on trouve
0
_ n !
(34) m, =

ot (1=w,) (1=25) + o o (1-w3)

Dans le cas ol le facteur multiplicatif w est constant, on re-

trouve la loi

(341) N <~_—Qﬁ;>
n=0 C+Am

étudiée en Annexe. Ce cas particulier est intéressant, car il con-

duit pour les puilssances S S successives des lentilles ren-

1’ 2’...
contrées le long d'une méme verticale & un processus markovien. In

effet, on a ici :

S
_ - - _n_
Sn = (1-=) Yh ou Yﬁ = -

1-=

Comme w est constant (et supposé comnu) la connaissance de Sn équi—~

vaut & celle de Yn_. Or, 3 Yh_ fixé, S S ne dépendent

n+1? "n+2?°°°

plus de ce qui s'est passé antérieurement & Yh_ . Les relations

YI’H"| = Tn + @ Yl'l
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g'éecrivent ici

) 1= (1-w) Tn + @ S

n+ n

La loi a priori de S est ®(A(1-w)), pour la loi @& définie en
(34'), et la probabilité de transition P(s;dy), loi de Sn+1 a S, = s

fixé admet la transformée de TLaplace

-AS —-wmAS
E( < 1’1+1‘S = S) = € .._._.,g_._
: n C+A(1-w)

(noter que 1'on doit avoir S > m Sn’ ce qui limite a priori le

n+1
domaine des applications pssibles de ce cas particulier intéressant)

Série sédimentaire résultante . Dans le cas d'une loi G quelcongue,

on n'aura pas en géndral un processus & renouvellement markovien. La

. - _ - N +
relation Yn+1 = Tn + nh Zn = Tn . Yn donne
Sn = (1~Hh) Yh
5, = (1—n1) Y,

D'ol la loi a priori de (81, 82)':

1 1
Q_KS1_“82 L// C u//
(35) E( ) = / T Ty G(dm2) @(x(1—w1) + U m1(1—m2))G(dm1)

0]



Pour p = 0, on trouve la Lol a priori des pulssances :

3
(35") 5™ = /a0(1-0)) 6a)

0

La relation (34) permet de calculer les moments de S = (1-I1) ¥, soit,
avec toujours wm, :u//én G(dw)
B o)
n
(35") B(s?) = —at Bli=m) |
<EL (
& (1w).. . (1)

Ces relations permettent, en particulier, le calcul de la variance

et de la covarignce

2 (1-2w,+w )
B(s) =4, B(s%) = = —
C (1—w1)(1—m2>
. 1 =3 w, + 3 v, - o,w
p2(s) = ik 2~ %1%
G (1—w1)(1—w2)
B(8,8,) = B [(1-m) ¥,7 (1-I,) (P +L, Y, )] =
= (1-w,)% —e Lt (0, w,) (1-w,) ——2
1 C(']—w1) C 12 [ 02 (1-131)(1—1212)
L (e, ¢ 222
C 1 1 - o,
W, — 2~ + ©m,@
Cov (8182) = 1 5 2 12
C (1—w2>
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Bquation d'evolution et résolvante du processus a loi gamma.

(La fin de ce paragraphe n'est pas utile pour la suite).

Si 1'on pose f£f, = P, f, 1'équation d'évolution s'écrit :
% t 4

aft
= AT
Lorsque le facteur = admebt la densité « wa—19 cecli s'écrit
3£, (x) o2, (x) 1 e
(36) Il = =0 £, (%) + e+ 0o/ (k@) e
)

Posons wx = y. Avec ce changement de variable

c)fJE of

X
(361) =" [ gt r 0ty -z 1= “J//ft(y) y* ay
‘ 0

I1 suffit de dériver en x pour voir que f, vérifie 1'équation aux ag-
rivées partielles

. aft of éft @ft

e I . % Tt g
a3 Lam Ot lrals - 120

Pour rédsoudre cette équation, prenons les transformées de Laplace en

o0
—ut
t (passage & la résolvante R =\//53 u”PJG). En posant
J 0

(o8]
—ut
® =R T :c// e at
b Y T

1'équation (36') devient :

X
x> [ u Dy~ f, +C ®, - 3% 1=¢Cu« w Y y
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et, en dérivent en x :

0 62@ :
(37)  ap ®H + [(C+p) x—a] BEE -x —S;% = q fo(x) + X f'o(x)

La solution générale de 1'équation sans second membre est une
combinaison linéaire de deux fonctions hypergéométrigues confluen-
tes. En principe, donc, on saura résoudre l'égquation d'évolution
(36) ou (37).

Fn particulier, avec f(x) = & M

, ®H représente la transformée

de Laplace de la résolvante de ce processus

o

_ -\y
o A ~J/ R ay) e
. (x, \) By (Xf ¥)

et 1'équation (37) permet d'en trouver la forme explicite.

Seconde équation pour la résolvante

Appliguée & @M, 1videntité (pI-a) R, = T domne 1'équation

d'évolution (37). IL'identité RM (pI-4A) = I, de son c8té, conduit &

une équation différente (plus facile & résoudre directement). De

: 1
A G—KX = - C e—7\X + OL/C\%—NDX o woc_1dm - A S—KX
oo 0

cette identité permet de déduire :

1
(p+C+n) @H(x,x) - C au//ép(x,kw) 5% lge = e
0]



Avec le changement de variable u = Aw, ceci devient

A
AL (uron) B - e ™M = ¢ oc/@u (x,u) u® ! au
0]

D'ou, en dérivant en A

(38) alp+r) @ + A(p+C+r) -‘% = g e Morx e™
Ceci s'integre. On trouve
1
o Co. -1
. . = -1 — —-AVX
(38") @M(K) = 1 o u/1'V vrR (C+p+?xv)c+H (a-Avx) & aAv
: T O
(C+u+n) T

3 — Paciés de Profondeur.

T(t) Voici un exemple de processus

N de sédimentation qui se ratta—
Faciles €,

,/ﬂf che au précédent. On suppose
L N R SRR o Ay
. P . que le mécanisme de la sédimen~—
Facies e Y ,//L !

i ' i 4 tation procede comme en 2 -,
' } —

—_— > > . .

e e e mais on se donne un seuil g de

profondeur, et on admet que les

sédiments présentent le facies e, ou e/ selon qu'ils se sont déposés

4 profondeur Y(t) inférieure ou supérieure & s. Comme H(t) = t par

hypothése, on remarque que la pulssance d'une couche e, (ou eo) est
égale & 1l'intervalle de temps dcould entre 1'instant ol Y(t) est deve-

nu inférieur & s et celul ou il est redevenu supérieur., Ainsi, 1'axe
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des t peut se lire comme un axe des z, et la succession des ¢tats

e, e1,... observés en projetant sur l'axe des t les intersections
successives de y = Y(t) et y = s est ddentique a la succession des

facids que 1l'on observera & la verticale d'un point domné.

Comme les périodes ascerdantes de Y(t) obdissent & la loi exporen—

: ""Ct s 7
tielle € , L'état e, est récurrent (en ce sens gque le processus re-

art & O en oublisnt son passé chague fois qu'il entre dams 1'état e )
P g a4 o’?

et la série sédimentaire constitue un processus cyclique a 2 états

dont la loi est déberminde par la loi des deux variables (non indé-
pendantes en général) LO et LT’ longueur d'un état e, et de 1'état e,

gul le suit.

si, de plus, le facteur w obéit & la loi bets &e densité o wa~17

AX

ax

w est de la forme € 5% avec un AX soumis & la loi exponentielle e ",

I1 en résulte que la longueur L1 d'un état e1 est indépendante de la
longueur LO de 1'éfat €, qui le précede., Ainsi, dans ce cas particu-
lier (qui correspond & l'exemple étudié en 2 - : la loi stationnaire

de Y(t) est une loi gamma de paramétre 1+a, et les joints entre len-

tilles constituent un processus de Poisson sur l'axe dcs z) les facids

de profordeur €, et e1 se succedent selon un processus de renouvelle-

ment & deux états.

Relations avec la résolvente du processus Y(4) (Cas_de_la loi gamma).

Désignons par nO(X,x) (x = 8) et n1(x,x) (x £ s) les transfor-

mées de Laplace du temps d'atteinte de 1l'ordonnée s par le pracessus



Y(t) du 2 - , lorsque Y(o) = x, et par A c% A, deux sous-ensembles

de [R, tels que A =8 , A, =<8 (par exemple, [s, +x] et [0,s5]). On

établit sans peine les relations

r : 1
. - o1
Rk(x,A1) no(x,k)\é/ﬁx (ws, A1) o w . dw (x =2 8)
(39) <
R}\(XQ AO) = n1(X97\> R}\(X7 AO) X = S)
et les relstions comﬁlémentaires : -
R, (x,4,) = + mn,lx,\) R (s,4,) (x <s)
A 1 A 1 A 1
(39') X
-1
1 = 7 (x,)\) _
RA(X’AO) = ;)\ + nO(X,?QJR?\(wS’AO) o w? 1dw
\
(x = 8)
valables cette fois seulement pour A = [s, «] et A, = [0,s]. Ces

relations montrent que les lois

1
0, (M) = (s,n) 5 n (W) = \é/n1(ws,x) ¢ w" ldw

des durdes (inddpendantes) des états ©ur €, successifs se rattachent
directement & la résolvante du processus Y(t). On notera aussi que

les relations (39) s'appliquent pcur tout Aoz s et tout A, < s, de

1
sorte que le rapport

R, (x,A )
n1(X77\) = A0 . 2 (x < 8)
RA(S’AO)

est indépendant du choix de l'ensemble A, = s.
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Recherche de la solution explicite. (Pacteur w admettant la densité

o ma-1).

On peut aussi chercher a déterminer directement (R et n, sans
passer par l'intermédiaire de la résolvante de Y(t). 3IEn effet, gF

vérifie

SE 1 -
~(A+C) (s—x) (A0 T . _
n1(X,x) = € A Cdw n1((X+T)w,A> o &% dw
0 0
S=X ‘ S—T
~(A+C) (s-x) —(A+C) (s=x=1)
= e 4 e __QdT T]1(Y,7\> 0 ya-1dy
o} (S—T)O(' ]
Dérivons en x. 11 vient :
on j/X
1 _ _ Ca o1
(40) > - (A+C) n, o ﬂ1<y,X) yooay

- . . o ;o N
Multiplions par x . et dérivons a nouveau en Xx. On trouve :

o) - an ©2n
1 1 1 —
a(h Ty = 8% ) +x <KK+C) 0x 7 32 > =0

et, finalement, 1'éguation différentielle
(401) x i+ (@ - (k+0)g> n% -~ ahm, = 0

ol l'on reconnait 1'équation (37) sans second membre. Avec les no-

tations classiques des hypergéométriques confluentes, la solution gé-

nérale de (40) est
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@, (Ga)x) + Bx% p(r - &L

n(x) = A F( X

%1% , y 2 = a, (C+A)x)
Pour o > 1, B doit &tre nul & cause de la condition n < 1, et B =0
subsiste méme pour « < 1, (car la solution obtenue pour « > 1 vérifie

encore l'équation intégralé de départ si a < 1). Compte tenu de

nks,%) = 1, la solution cherchée est donc :
1
, C
_ tx(Crn) EL & 1
F(g+§ y oy (C+A)x) u/e o () O g
(41) n,(x,2) = - s
e e R
ts(C+A) TEx -1 T -1
e t (1-1) dt
9] -

(la représentation intégrale dcrite & droite est valable pour A > 0).

De (41), on déduit la loi n, de_la durée de 1'état e, & partir
de
1 8
nq(x)‘= a‘//n1(ms, N % Taw = ga ‘/(ﬂ1(X,K) % Tax
o s~ “o

Pour obtenir une expression explicite, on remarque que (40) donne

en x = 8
n, (A) = % (MC - Eiﬁéﬁ;ﬁl veg)
et on en tire : 1 N
JRICENE t%;% 1 (1*t)%¢% .
(417) n () = LG o

a Ay e« C _,
t(C+N)s  C+A (1 t)U:X
e t - at

0]
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Loi de 1'état e, ~ De la méme maniére, on partira de
1

~(C+A)t 0 o1
n(x,\) =[ € cat = * [ n,(@(x+),0) o =" dw]|
0 (x+1) . J
- X+t
En posant y = (x+t)w, on trouve

R

1 X+t

u/n(w(Xth),x) 2" law = —%— L//n(y,x) y*lay
s (x+%) S

X+T

En posant ensuite : u = x + t, 11 vient :

(e9] UL
~(C+A) (u- 1
(42) i) = J[ s [}ﬁ)“ . & d//rﬂxsk) y“"1d;J
X u .

Dérivons en x. Celd donne :

X
' o
(421) %g n(x,A) = (C+A) 1 - i% A n(y,2) ¥ lay - o)

Fn multiplisnt par x* et en dérivant & nouvesu, on retrouve (40!')
x4+ (o= (C+tA)x) n' = a A n=20

La solution n_ (x,A) est donc de la forme :

(43) 0 (A) = & B (Fys oy (GRM)x)
+ B (0070 21T T (1= &2, 2-0, (C+A)x)



Pour déterriner les constantes A% et B,, on écrit que (42') est

7\"

vérifié
2 )| = (e (s c
9% 170()(77\)[ = ( 4'7\,"’]0(5,}\) -
xX=8
et que no(x,x) tend vers O pour x infini. Il n'y a pas lieu d'expli-

citer dci ces calculs. Nous nous contenterons des moments d'ordre 1

et 2,

Calcul des espérances m et m, .

Soit m,(x) = - o_ n, (x,2) 1'espérance de la durée de 1'état e
1 TR "0 1

4 partir d'un instant ol Y(t) = x (= s). Il n'est pas facile de déri-

ver directemect (41), mais (40!') donne :
xm" + (¢ ~cx) m' + o =0

dont la solution (compte tenu de m(s) = 0) est

Celd se met sous la Torme
1

cus  cux
m1(x) = oc(1—u)oc_1 c _-€ du

cu
0

(44)

00
n _n

= T(1+q) 2: _Eex

n=1 n I'(a+n)

NN TN TN TN



Ltespérance m, de la loi statiommaire de la durée de 1'état e

1 1

1 .
m, = au/ﬁ;1(mx) =% 1 4

0]

s'en déduit ensuite. On trouve sans peine

1 S
cs —-cts _ _
(441) m, =S € /t(xe at = saecs/u@ecudu
0 (o)

Pour calculer commodément la durée moyenne m, de 1'état €, le plus

rapide est d'utiliser le théoréme de renouvellement : la probabili
m

r - . . ' AY .
té a priori de Y(t) < s est i , d'ol :
e
S—a(gcsu//ua e 4 o <
0 _ G a .—Cu
T = - //u. e du
o) 1 I'(1+a) Yo

On en tire

m, o+ m, = I'(1+a) (cs) @ ecs
C

(45) = S—o:éosu//ua Erou au

Désignons, plus géné,alement, par mO(X,s) (x = 8) la durée moyenne
résiduelle de 1'état e, lorsque la profondeur initiale est x = s
(1le m de (45) est donc mo(s,s). On écrit directement 1'équation

intégrale
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X
m(x,s) = m(x,x) + g-a /m(y,S) v ay
X S

Soit, d'apres (45)

00 X
x% m(x,s) = ecx/u“ e " au + oc/m(y,s) 7> ay

X S

et, en dérivant

o om - ¢ CXC// o —cu -’ _
b e us e du X

On en tire

x 0
mo(x,s) = q//c y ¢ % dyu/fua e % qu - (x-g)
y

S

Cela s'explicite
(45") my(x,s) =

./0[0 e‘c(u~1)x e‘c(u—1)s —c(u~-1)x —c(u-1)s

- X _ye

1 C(1—u)2 (1-u) ] uqu - (x-s)

Variances. Pour calculer les variences, on écrira :

0
2
o 1 - F (%)
1 0y —— 0
2 (mo + mo ) uzf mo x dx
1 - P (x)

et on utilisera le fait que o est la densité résiduelle
0

du séjour dans €5 lorsque l'on part d'un point quelconque au dessus

de s
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( [0.0]
g 5 2 u/fxa e O% mo(x) dax
Lim +2)= =2
E 2 0 mo %
( u/pxg e °* ax
, S
(46) (
S
% g 2 x& g X m1(x) dx
1 1 y_
2(m1+m )=

o
¥ S
U/an e % ax
o

Ces espérances et ces variances sont aisément tabulables.

4 ~ Premier schéma de turbidites.

Nous prenons toujours une subsidence continue H(t) = t, mais

la sédimentation va ccmporbter deux composantes, 1l'une continue
b H

1'autre discréte. Autrement dit, nous prenons :

X(t) = a t + X1(t)

ou X1(t) est un processus & sauts AX poissénniens. Tes sauts AX

de X1(t) se produisent donc a intervalles de temps aléatoires T

obéissant & la loi exponentielle e ~°t

-AX

, et nous désignerons par

w = & le facteur multiplicatif, et par G(dw) sa loi.

En se reportant & (2), on voit que le processus Y(t) est cons-
titué de périodes de sédimentation tranquille, pendant lesquelles

on a 3
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—a(t—to)

lov) =[1-v1s)] €

entrecoupées d'épisodes ol Y(t) passe brusquement de Y(t_ ) & Y(%t)
Y(t+) =w Y(t_)

La profondeur Y(t) reste toujours comprise entre 0 et 1/a, et le

processus d'Ambar a 1l'allure suivante :

y(t)

P

Toi limite de ¥(4). Appliquons (7) avec n(A) = A et

L
a

t

X

kdx) . % 8(ax) + C @, (ax)

ol G, est la loi des sauts AX (G désigne celle de eb—AX). (7)
s'écrit
!
- (47) (C+a) @d) ==anxa(r) +C U//@(xw) G(dw)
: )
Exemple : Processus & loi beta.

=1 sur (0,1). Ta loi

Prenons pour G(dw) la loi de densité o w
limite ®(\), ou loi stationnaire, est l'unique solution de 1'équation

intégrale



A
C -
(48) (C+ ) @(n) +ara(n) = =% /clﬁ(u) w1 ap
A o
Multiplions par A% et dérivons en A. Il vient

a N o' + (M+ (a+1) 2a +C) & + (a+1) @ =0

On reconnait 1'équation différentielle des hypergéométriques con-

fluentes, dont la solution est
A R(ott, art + 2, -2y @) T a1 -2, -0 S- N

avec d'ailleurs B = 0, puisque ¢ < 1. Ainsi, on btrouve

1
_ A%
a(n) = —llxasb) /e = % (-0)P et (g =2)
r(1+a) T(B) o | a

On reconnait la loi beta de parametre 1 + a et B = % (qui est la

loi de a Y).

Autre démonstration : Solent Y£ et Y; les valeurs de Y(t) immédiate-—

ment avant et aprés un saut AX. On a :

(T-m, 1
(49) aT

1.
(a Yf[’l+1



-aT
ol Il obéit & la loi beta (a,1) et € ™ & la loi beta (§,1). On

rappelle aussi la formule multiplicative des lois beta :

z

S a,b

X S S

atb,c a, bt+c

(Sa b ° variable beta, de parametre a,b). Dans ces conditions, la
’

loi a priori de a Y; est la loi beta (1+a, B). 3En effet, suppo-

sons a¥Y =98
n

T On déduit de (49) et de la formule multipli-
H
cative
+ =
é a¥ = Sa’1+ﬁ
E 1 -2’ = g
é 1 -a¥ ., = 86,1+a
é a Yn+1 = S1+a,B
de sorte que a Y£+1 obdit bien & la méme loi que a Y£ (d'autre part,

la loi a priori de Y£ est idenfique &4 celle de Y(t), et il s'agit

donc bien de la loi beta de parametre 1+a et 8).

Série sédimentaire résultante. Placons-nous de nouveau dans le cas

général (facteur w de loi G(dw) quelconque). Désignons par s, la

: iéme
lentille(correspondant au n

. i¢

puilssance de la n eme saut du pro-
cessus X) et par Sﬁ la puissance de la formation déposée par la sé-
dimentation continue au dessus de Sn' On a les relations de récur-

rénce



KXy¥

_ R + -
S =2 -7 =Y ~-Y =1~ Hh) Yn
(50) T
+ ~ain
s - -e )

w2

1
SN
S

|
=

|

. A
SIl et Sn ne sont pas indépendantes, ni méme, en général, en dépen—

dence markovienre.

1
Cherchons la lol stationnaire des puissances S et S .

Toi de la puissance S d'une lentille. Si @&(A) est la transformde

de la loi stationnaire de Y(t) (donc aussi celle de Y ), la premidre

relation (50) donne pour la loi gg(x) = E(f:—xs)
d//1
(51) 7, (A) = / d(A-Aw) G(dw)

Par exemple, dans le cas du processus & loi beta, a Y est une varia-
ble beta (1+a,B), et 1 — II une variable beta (1,a). DTa loi multi-
plicative montre que aS = (1-[1) a¥ obdéit & la loi beta de paramdtres

1t et at+p (densité (a+B)(1—X)a+B—1)-

. . ,
Lol de la puilssance S d'une passée continue.
. _.1'
Y = 1 Y admet la transforméek//@(xw) ¢(dw), et é - 1" 1a
0
transformée

- Ayt A
E(e @ ) =€ & Jo(-w) G(dw)
0
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Par suite, d'apres la seconde relation (50)

0 ~at
1-e - Ot

' At )
(511)  wy(n) =B (&™) =/<-3 " o(A(1- %) ¢ at
: e

1
On pourrait de méme chercher la loi stationnaire du couple (Sn’sﬂ)

H
(ou, aussi bien, du couple (Sn,S ) qui n'est pas nécessairement

n+1
la méme). Mais la formule (50') ne permet gudre d'espérer qu'il
soilt possible d'effectuer des calculs explicites. Par contre, on

1
pourra, en général, calculer les moments E(Sn S m).

Calcul des moments. Les moments m, de la loi statiomnaire &(\) de

Y(t) ou Y sont donnés par la relation (8') avec ici :

—KAX)]

x(A) =an+ o[t -Ee = an+ o[- B(@)]

1
31 l'on pose @, = E(w™) :J//wn G(dw), on a donc
0

{ n !

v(1) %x(2)e..x(n)

A

(52)
’ y(n) =an+ C ~C w,

.

Les relations (50) permettent ensuite le calcul des moments de S et

1
S . Contentons-nous des espérances, variances et covariance. Pour

les espérances



-
1 - @,
E (S) =
4 a + C(1—m1)
1 — @
B (S') = % + 1
J a + C(1 1)
\.
On notera la relation :
! 1
E(s)~E(S) =g

qui pourra étre utile lorsqu'il s'agira d'estimer les parametres
& partir de données expérimentales. Pour les moments d'ordre 2,
on trouve

2 (1 - 20, tw

B(5%) = 1 ") = 2 (1 - 2
(at+C - Cw1)(2 atC - ng)

B(S %) = (1 2EH[HJ”"fnz}( = O>

C+a C+2a

+ wz) m

1 2

1- C
- 2 ( 5 " m1 m1) (2r0)
1 _ 1 . C
E(Snsn) = <j6 - 222;25:> (1—&1) m1 + ;%6 w, - w2) m,
E(Sljl Sppg) = (1 —w)) ];é ( '<1§+ (o) my) = ( “;Z ~ oy my) (aSO)Z

a a C+a C+2a

L L i e e Y T T i e . T Y P W N e i VY

2 mw,m
T i L T [ R . >]

t
On notera, en particulier, gue Sn n'a pas méme covariance avec SIl

. et Sn+1'



Cas du processus & loi beta., On a déja vu que a S est une variable

beta de densité (oﬁ—ﬁ)(1—-X)OH~-B"1 (avec B = g)° En ce qui concerne

1
S, ona :

. ~4T
a8 =afl-8,4, (1 - )

i}

On peut former une représentation intégrale de 1a loi de cette va-
riable, et, en particulier, tabuler sa fonction de‘répartition.

Mais 11 n'y a pas urgence,

5 —~ Subsidence et sédimentation saccadées.

La série résultante est lenticulaire & deux échelles différen-—

tes, les a-coup de la subsidence définissent des macrolentilles

(lentilles, parce que, en cerbtaines zones de l'espace, il arrive
gue rien ne se dépose pendent l'intervalle de temps séparant deux
d-coups de H(t), si par hasard le processus X(t) reste muet pendant

ce temps). Chaque macrolentille est comstitude d'un empilement de

microlentilles dont la puisssnce moyenne diminue du bag vers le haut

(puisque la profondeur Y(t) diminue pendant les périodes blanches

de la subsidence) - H(t)
Z(th ‘
e
. B R RN — |
Mmicro
lentille
macr
lentille




Si les saocades de la subsidence sont constituées de sauts AH de loi
¥(r) = BE( efKAH) dont les manifestations au cours du temps consti-
tuent un processus de Poisson de parametre b (n{A) = b(1 = ¥()))
dens les notations du premier paragraphe), et si les sauts de X(%)
constituent un processus de ?oisson de parametre C, G(dw) désignant

AX

toujours la loi du facteur multiplicatif w =€ -, la loi station~

naire ®(\) de Y(t) est la solution de

g
o
= w) Gldw
(53) a(n) oo~ oE ) ‘é/@(x ) G(dw)

Exemple : Prenons pour G(dw) la loi de densité « 5%

et pour

¥(\) la loi exponentielle

v(n) =

L'équation (53) ci-dessus donne

A
A1+ —22 ] 8(A) = a(//é(u) w7 ay
C(a+)\) (o

Dérivons en A. Il vient
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<Oﬁb + abz) o + <1+—-——-——b7‘>q>'=o
C(at+n) C(a+n) C(a+K)

D'ou
' .
&, _(+a)b + N
& ac + (b+C)A a+A
et en intégrant (compte tenu de ®(0) = 1) :
a b
N 1 (Al g
(54) e(r) = (1 + 2) |—350—
1+a—6?\
oa b . .,
Posons B = iof - Da loi (54) admet la densité :

a C
(541) f(x) = (—-—a C) P {i' b~ 4 P xP e DbiC *
b+C La T(g) b+C T(1+B)

On peut interpréter cette loil comme une loi composéde : Y(t) obéit

a la loi gammg de paramétre g = a0 avec la probabilité £ , et
b+C b b+C
& la loi gamma de parametre 1+8 avec la probabilité —— . Nous
b+C

verrons dans un instant 1'interprétation de ce résultat.

Puissance des macrolentilles. Immédiatement avant un saut AH, Y(t_)=

=Y (en régime stationnaire) admet la loi (54). Par suite, immé-

diatement aprés le saut AH, Y" = ¥ + AH admet la loi :

1+B
_a_ a(n) = ]
a+h 1 + —= A
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qui est la loi gamma de paramétre 1+f. Il s'édcoule ensuite un temps

T (de loi E%X) avant l'a-coup suivant de la subsidence, et le nombre

N des lentilles qui se déposent pendant le temps T est un Poisson

de parametre CT. Par suite, la fonction géndératrice de N est

x

0t (1-8)=Db%
E(sN) = b‘//e dt = —>RP
0 b+C - Cs
1
(loi géométrique ¢ p = b (L ).
n b+C  \ b+C

+

Si N = n, la profondeur passe de v ey H1...nh, et la pulssance

de la macrolentille est donc
—_ — ‘

Pour N = 0 (prcbabilité g%a) cette puissance est nulle, et la couche

est lacungire. D'une maniere générale, on a :

1l

B(H) = b =

B R
LTy Ty b+C - ¢ E(T)

b . C o
B C
b+C¢  b+C 1+ (1+ E)“
Ainsi
~ gvec la probabilité E%E , le macrofacteur H1...HN est égal a |
~ avec la probabilité @%% , 11 admet la densité B %P1 (sur 0,1)

(d'olt la présentation (54') de la loi de Y : avec la probabilité
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E%@ , Y7 obéit & la méme loi gamma (de paramdtre 1+8) que Y', et

avec la probabilité 6%5 & la loi de paramdtre B).
Par suite

~ avec la probabilité 3%5 , la puissance de la macrolentille est

nulle.,
~ gvec la probabilité 3%6 » cette puissance S obéit & la loi expo-
nentielle de densité
_acg 5
al e b
b+C

Loi des n premiéres microlentilles (d'une macrolentille donnde).

Dans 1l'hypotheése ou une mracrolentille donnée comporte au moins
n
n microlentilles (ce qui a lieu avec la probabilité (%%é) ), les

n puissances de ces microlentilles sont de la forme :

@2}
I

+

w
[
<
+
bo |
=
1
i

avec des facteurs IT indépendants (de densité « ma—1) et YH obéissant
& la loi gamma (1+B) ci-dessus. De :

W 5 S
s Vs 2...8 M _ YK1 Mo M (1-11, Mo .

A4 A Ay
EAQ L S g (-I)
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on déduit la loi simultande de ces n puissances, sous la forme

. A,tee ot
A A 1 n T(1+B+A,+foeeth )
E (311...3n n) ==<%;9> 1 LE—

b+C r'(1+p)
2+...+7\n) P(1+x1) F(ath,) INGEEN

oo e &

T'( o+ ) T(a) T(1+n,)

n-1

1+>\n) T(1+a+h,)

T(1+ath oo th ) I(1+o+h,

1

iéme . o
lentille vérifie :

E(S k) =& d>h T(1+8+A) o V! T(1+a) T(1+)\)
n b+C I(1+8) A+a (1)

et la somme S1+...+Sn_de ces n premieres microlentilles:

En particulier, la pulssance SIl de lan

_ -+
Sitee S, =X (1 - I, Hz"‘”h)

6 ~ Second schéme de turbidites.

Prenons maintenant une subsidence saccadée (comme en 5 -)

mais une alimentation X(+t) = a t + X1(t) comme en 4 —-. Comme X(t)
comporte une composante continue, les macrolentilles deviennent des

couches continues., Chacune de ces couches contient des intercala-—

tions lenticulaires (correspondant aux sauts de X1(t), et les

puissances de ceg lentilles décroissent en moyenne de bas en haut

3 1'intérieur d'une méme couche.




Y (t)
%
g T 772>
7T = :
e F2 <,
@ T2 <7 L7
LZZID LI ITD

Nous traiterons le cas suivant

"‘7\AH) . d
RSN

menifestant selon un processus de Poisson de paramétre b.

H(t) : sauts AH de loi ¥(\) = E( e (exponentielle) se

X(t) = a t + X1(t), les sauts de X1 se manifestent selon un proces-—
A
sus de Poisson de paramdtre C, avec m = € |

obéissant &

la loi G(de) = o «*! dw




Loi limite de Y(%).

Soit Yh" et Yn+ les valeurs de Y(t) immédiatement avant et
aprés un saut AH de la subsidence. Y(t) et Yn— ont la méme loi

en régime stationnaire.

s(r) = 5[ e ] = 5[ M)y

Celle de Y'Y sten déduit par

+
e = L s

o . . ieme ig
Désignons par Tn le temps écoulé entre la n et la nt1 me

saccade de la subsidence.(loi e“bt). on a les relations de récur-
rence
- + —aTn
Twr = T © Iy My .-l

o1

avec des facteurs II indépendants, de lol o w dw, dont le nombre N

aléatoire est un Poisson de paramdtre (C Tn)' Te facteur multipli-

-aT

catif de la couche, soit € H1...HN, obéit a la loi :

\N
B[ (et n1...nN)7‘] = 5[ e72M (ﬁx) ] =

u(n) =
CTA
= B[ e M T ] = d _ (atp) d
d + an + E%% ane & (aa+C+d)K + od

1 et —XZ

les racines (négatives) de a A2 4 (ag+C+d) A + od = O. On trouve

Décomposons en fractions ratiommelles. Désignons par -\
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=N\ o—=A
U(x)=%[ LAy . ]
Mhg Ay Aomhy MR,
Posons
o=\ o —A
_d 1 - 4 2 _
P =2 %, (A% » T e U (p+q = 1)

et 51 = K1 » By = Ay 11 vient :

U(n)

It

P B *a "B

Ainsi, le facteur :

7 = e—aT I H2o.-HN

admet la densité

B, ~1 B,—1
b 51 Z 1 +q 62 Z 2

(si p et g sont = O - ce qui n'est pas obligatoire - on peut inter-

préter cette loi comme une loi composée).

Nous tombons donc sur le cas d'intégrabilité étudié en II, 3 :

+ .
dY est le produit d'une V.A. gamma (1+B1) par une V,A. beta (1+52,

QB1 - qu)

+._
(55) ay’ = S1+B1 n1+52’q(31_52)
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(trois paramétres essentiels et un paramdtre d'échelle). Elle admet

pour transformée de Laplace l'hypergéométrique

(551) ¥(A) = F(14B, 1+By 1+aB +PBoy = M)

l'expression de sa densité figure en II, 3, formule (12), et celle

de ses moments en (11).

Ia loi de Y = Y(t) (ou plutdt, celle de 4 Y pour &liminer

le paramdtre d'échelle d) s'en déduit par :
a(n) = (1+M)¥(A) =pp, /¥(w) = +af, [ ¥(w) w
0

0

On trouve sans difficulté que cette loi est une loi compcsée de

deux lois gammas bétifides :

(55") @(A) = p B(By» 1By 14AB TPy, —A) + o F(148,5Bos T+aB T2B, M)

Loi de la puissance S d'une couche

Désignons par Z le facteur multiplicafif des macrocouches (dont

61—1 Fo—1

la densité est D 51 Z + q 32 Z )s et par S la pulssance d'une

macrocouche, On a 1'équivalence
(56) 5=7Y" (1 -2
dtou :

] 1
_ B~ -1
(e ™My = 51t/rw(xz)(1—z) laz + ¢ BZL//Q(xz) (1—2)62dz

0O ]
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Or la multiplication par une variable beta (1,51) remplace la varia-
bla zamma (1+B1) par une exponentielle. On déduit donc de (55) et

(551)

(570 B(e™) = p B(1,14B,, 1+ B +PByy = A)
+q F(1+B,, 1, 1+aB +DB,, —A) =
1
. r(1+af +DB,) ‘//;52 (1_u)q(B1—62)—1 o,
r(1+8,) I'la(p,-g,)) o 1420

T'(1+q8,+0B ) U g8, +pB,-1
‘g 17 PPo J/p(1;u) 1T '_SEL"'1+B
F(QB1+p52) 0 (14+20) 1

I1 n'y a aucune difficulté & en déduire la densité de 3.

On formera de méme la loi simultande de deux couches successives

( s,

I

Y (1-2)

s. = (Y'z + am)(1-2")

Bn posant f(z) = p B, 2 +dq B, 2 et ¥(A) = B( & ), on

trouve

Sy
~AS, —uS
gfe | " 2] =£//b//W[x(1—z) +pz(1-5")] —3 2(2)£(z")azdz’
o Yo d+p(1-2")

Structure des couches,

Te nombre N des lentilles rencontrées dans une couche (sur une

verticale) obéit & la loi géométrigue
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TL
p}_’]_ = P(N = 1’]_) = —b— ._..G__
b+c b+c

Placons-nous conditionnellement en N = n (couche & n lentilles) et

désignons par Y, et YE les valeurs de Y(t) immédiatement avant et

apres le dépdt de la lentille k :

(Y =1

EY;:YZ%

é _

2YJ1’=Y1 I,

Y; - Y;—1 Zn

s

T = Y; bpyq = ¥ 2y My 2o I 2y Zn41

Les facteurs multiplicatifs Z et II sont indépendeants : IT a la densité

o wa—1’ et Z est de la forme Z :fa—aT , T obéissant & la lol expo-
nentielle e (Pre)t , soit
E(Zx) _ b + ¢

Z a donc la densité B ZB—1 avec B = Egg « On peut en déduire la loi

de la puissance de la couche & n lentilles, ou méme la loi simulta-
née des puissances de ces n lentilles et des n+1 passées interca-

laires. Contentons-nous de la puilssance de la lentille numéro k :

+

+ -
S, =Y, - Yk =T, (1—nk) =Y Z,...%,. 10

k k 1. k .cch_1 (1 - Hk)

1
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On trouve

L ~1
(58) E(s,M) = <£_hiz_> { _ELi> L(1+e) T(1+A) B(Y, M)

+o+al oA INGET 2SS
I1 n'est pas difficile de calouler E(Y+K) 4 partir de (55')

1
{149, + ) T(14+B8,+7) "y
+}\) _ ( QB1APBQ : 61 uBZ (1-—-u)
r(1+g,) Tlalp=B5))  T(1+8,) o

du =

BT a(B,=B,)~1

F(1+q61+p52) P(1+B1+x) r(1+g2+x)
r(1+q51+p32+x) P(1+B1) T(1+,)

Sous forme d'équivalence en loi, (58) donne

= Y
(58") Sy = S By

7 — Troisieme schéma de turbidites.

Prenons, a nouveau, une subsidence continue H(%t) = t, et un

X(t) de la forme X(%) = Xo(t) + X1(t), les sauts AX (AX1) appa—
raissant selon un Pcisson de parametre p C (g C = (1—p)d) et le

—AX —AX
facteur multiplicatif w = € © (=€ ') sdmettant la loi ¢, (dw)

(@, ().

Par exemple, les sauts AXO correspondront au dépdt d'une cou—

che continue (AXO indépendant du point (X,y)D, les AX1 au contraire

au_dépdt de lentilles discontinues (AX1 dépend de (x,y), et ne




differe de 0 gue sur un ensemble borné de RZ). Le résultat est un

exac—

milieu stratifié €, contenant des lentilles inteicalaires e1,

tement comme dans b, 4- avec cette différence que le faciés e, est

stratifié (et non plus homogene), et que les lentille se déposent

aux_jeoints stratigraphiques séparant leg couches continues:

Toi stationnaire de Y(t).

Soit Y 1la valeur de Y(t) avant un dépdt (avant un saut de X(t),

qui est un AXO avec la probabilité p ou un AX, avec la probabilité

1
q). On a 1'équivalence en loi

Y—:é,Yn m+ 1T
Cﬂ : D GO + q G1 , T : loi exponentielle Eb_Ct; ¢ étant un simple
parametre d'échelle, nous prendrons ¢ = 1, ce qui revient & dtudier

C Y(t) au lieu de Y(t)).



Ta loi statiounnaire @®(A) de Y (bu, aussi bien, de Y(ti) vé—
rifie donc 1l'égquation intégrale

. " 1
(59) 2(M) = % y//@(xm) [p ¢ (dw) + q G1(dw)]
(6]

—

Lois de YZ et de YT.

Soit Y 1a valeur de Y(t) immédiatement aprés un dépdt (de
nature non précisde), et Y; (resp. YT) ce méme Y conditiommelle-—
ment lorsque le dépdt qui vient de se produire est du type e, (resp.
e1), ce qui a lieu avec la probabilité p (resp. q). On a évidemment

i + a
-\Y
e ° /@(7\&) Go(dm)

0]

-t 1
B(e H !/@(7\13) G, (a0)

0

e
{]

(60)

Il

Pour plus de commodité, on peut écrire ceci sous forme d'équiva-

lence en loi en désignant par I, et [I, des variables de loi I, ot

1
11

1 ) r
+ =
YO =Y HO
(60%) X
yho=v @
1 1
\

Lol des pulssances,

Désignons par 3 (81) la puissance d'une formation e (e ).

On a évidemment :
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wn
m

Y(1 - no)
(61)

w2
1t

Y(1 ~ n1)

On écrira sans peine les relations correspondantes en termes de

transformées de lLaplace.

Exemple de processus & loil gamma bétifiée.

§1 G, et G, sont les lois de demsité o %1 et g aP1, 1a 1oi

de Y est la loi gamma bétifide étudide en II, 3 :

(62) Y=Y

M

= Si4q HB+1,q(a—B)

Cette équivalence en loi ne vaut que pour a = B. Mais cette dissy-
métrie entre o et p disparait dans les expressions (10) et (11) de
a(\) et de m(A). Si o < B, on échangera donc ces paramdtres dens
1téquivalence (12). Toujours pour « = B, on déduit de (61), (62)

et de la regle multiplicative

gue la puissance SO d'une formation €5 est le produit d'une expo-

nentielle par une Beta (B+1, q(a—B)).

(621) S0 = 51 Tgit,q(amp)



Ici encore, la dissymétrie entre a et B disparait des expressions
ont toutes deux des lois

analytiques, et les puissances §_ et Sy

gammas bétifides.
-AS
JE(e )

(621) AS
Ble 1

il

F(1,1+8, 1+qa+DpB, -A)

(f

F(1+a7 1, 1+qot+pB, -\)

On formera sans peine les moments et les densités de ces lois

4 1l'aide des résultats de II, 3.

Remarque : Complte tenu du principe de dichotomie II, 6, on pourrait

traiter explicitement le cas de n faciés.(II de loi Gi avec la proba-
. —1

bilité v, et G, (dw) = ay w = ).

Autre exemple : On peut aussi utiliser la loi [26), interprétée

comme une loil composée, avec

f

Go(w) = w1+a+6

1
Sin IT v ‘//;—Y§1*u)y =0 qu
I o 1+a-u

If

(o)

.Y

La loi a priori de Y = Y est donnde en (27) :

1«
Y = o e- 1'*"6 »

Y
b2+oc+6

et les relations (61) permeltent d'en déduirs les lois des puissances
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SO et S1. Celle de SO est d'ailleurs du méme type gue celle de Y,

avec S2+a+6 remplacé par une exponentielle S1 ¢ en effet, 1 - Ho
est dci 17, 1S et la regle multiplicative habituelle donne :
[ ] .

Sorars M, 1408 = 5

D'ol 1l'éguivalence
- —1l_ 5
s =8, © 107y
0 1

La pulssance So est le produit d'une exponentislle par une gamma

exponentiée.

emarqgue : Ces lois (61) ne sont utilisables que si 1l'on est capable

ge distinguer l'une de l'autre deux lentilles €, (par exemple) gui
se sént déposées l'une sur l'autre sans intercalation d'une foriia-
tion € e Si 1'on ne sait pas faire cette distinction, on observera
des lois différentes; que nous allons maintenant étudier sous le nom

de loi des macrolentilles.

8 ~ Lol de la puissance des macrolentilless.

Nous poursuivons dans le paragraphe 1'étude dw troisieme schéma
des turbidites commencées dans le paragraphe précédent, mais nous
supposons maintenant qu'il n'est pas possible de distinguer l'une

de 1l'autre deux formations e, qui se sont succédées immédiatement,
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sans dépbét d'un facieés e, intercalaire, ni de méme de distinguer

1

deux facies e1 sans eo intercalaire. On observe ainsi une alter-

nance de macrolentilles de type e, et €. mais chacune de ccs ma-

1
croformations est constitude d'un nombre aldatoire de microlentil-

les de son type. Le prubleéme consiste & relier la lol de ces ma-
croformations & celles des microlentillzs, et & essayer de carac-
tériser le processus observable & 1'échelle supéricsure (altermance
des macroformations de faciés €, et e1)-

Solt y = YO la valeur de

y ()
Y(t) avant un saut de X(t),

y %
Yo ! /I
\ ] ////142 ///1/,ﬁ et placons-nous condition-
§ rd
- b'/)

nellement dans l'hypothése

s

o1 ce saut est un AX (mar-

quant, par exemple, le début

d'une macrolentille eo). Tes
sauts ultérieurs se produisent selon un processus de Poisson de pa-
rametre C, et chacun d'eux est un AXO avec la probabilité p. 11 y
a donc n passées €, exactement (y compris la premitre) dans la ma-
crolentille e, que nous étudions, avec la probabilité g pn—‘I (n=1)
iéme

81 Y est la valeur de Y(t) avant le n saut, on a :

Y1 = I'I1 YO + T1 , Ty = T1
Y2 = H2 Y1 + T2 , T2 = T1 + T2
Yn - Uy Zn——1 * Tn ’ Ty T T T Tn
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(11: Toi Go(dm), 7 : loi e CF (mais nous prendrons C = 1). Dési-

gnons par H_ (A,p3y) la loi conditionnelle de (Yh’Tn> pour Y _ =y
et lorsqu'il y a au moins n sauts AX, consécutifs, et par H(A,pn;y)
la loi de (Y,t), Y désignant la valeur de Y(t) immédiatement avant

le premier saut AX, terminant la série, et T désignant le temps

1

écoulé jusqu'a ce premisr saut AX On a évidemment

1‘
‘00

(63) ' H = Zzl q pn"1 o,
n=1

D'autre part, les relations de récurrence entre les Yn et les Ty
donnent

)\Yn 4 MTI’J_ = A % Yn_1 ‘+ L Trl""l + (?\'f'p,) Tl’l

d'ou résulte

1
| ) = 1
(63') H (Ajp) = TR !Hn_1(Km,p) G (dw)

relation valable pour n = 1, avec H_(Mp) = E( e™) = e,

-1

Multiplions (63') par g pIl et sommons de 1 - & 1'infini. En com-

parant & (63), on voit que la loi H vérifie la relation :
~ 1

(64) HOuw) = o/ [e €7 + p 80k, 1)] 6 (aw)
/ .

Si 1'on sait résoudre cette équation intégrale, on déduira plusieurs

conséquences de cette loi H(A,u), que nous écrirons explicitement



- 86 —

maintenunt : Ho(x,p;y) : loi de la profondeur Y et de la durée <
a4 l'issue d'une succession de micro-dépdts e, prise conditionnelle-
ment lorsque la profondeur Y(t) est y & 1l'instant du premier dépdt

ICI
O

eme

a/ Toi de la n™""° microlentille. On l'obtiendra en rempla-~

cant g par 1-p dens l'expression explicite de H, et en développant
en pulssances de p : comme les Hn ne dépendent manifestement pas
de p, il suffira dtidentifier ce développement & (63) pour avoir

H .
n

b/ Pour p =0, on obtient la loi :
ﬂO(K;Y> = H(),0)

de Y{(%4) au moment ol se produit le premier saut AX,, sachant que

1
Y(t) valait y immédiatement avant le saut AXO inaugurant la série

de dépdts €, gui vient de s'achever. On formerait de méme la loi

n1(x;y) relative & une série e,

De ces lois conditiomnelles, passons aux lois a priori (celles
du régime stationnaire).Comme 1'alternunce des facids est régie par
une loi géométrique, la loi F1(dy) de v (valeur de Y(+t) imédiate-

ment avant le saut AXO qui termine une série €, colincide avec la

loi de Y(+t) prise conditionnellement dans 1l'hypothése ol le saut

précédant t ébait un AX cette loi est donc celle de (YT + T) =

1
=T 4+ Y H1 dtapreés (60').
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Posant donc
™~ o0

N (M) /no(x,y) P, (dy)

Y0

Il

3 o0
n (A) = /m(x,y) F(dy)

]

\

on a : R
o y
n, (A) = Ze"w 7 (ay) = 7 /O/@(?\m) ¢_(dw)
(65) ﬁ 00 N
n1<}\> = Z€~7\y F.I(dY) = ‘1'_{1_'}? O@(?\m) G1(dw)

\

D'aprds la relation (64), ob 1l'on doit remplacer y par une varlable
de loi F1(dy), et faire p = 0, ces lois a priori n et n, des pro-
fondeurs aux instants terminant les séquences S et €. vérifient

le syvstéme d'éguations intégrales
q

!

) 1 1
ﬂo(ﬂ - T_g*_x /TLI(?\W) Go(dm) +TiL}\ /'ﬂo(?\w) Go(dw)
0

(66) < , ° ,
n1(?\) = 7{%—\ o/no(%.w) G, (dw) + T%X O/m(?\m) G1(dw)

De fait que l'oma & =7p Mg + q Ny chacun des systémes (65) et
(66) entraine 1'éguation intégrale (59) qui détermine la limite
® . Inversement, dfailleurs, (65) montre gu'il suffit de connal-

tre & pour déterminer (s et g«
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c/ TLoi de la succession des faciés

Précisons maintenant la loi qui régit lt'alternance

des macro-facies e et e, Conditionnellement pour Y(to) =y 3

1'instant to du saut AXO inaugurant une séguence € le temps TO

au bout duguel se produit le saut AX, qui termine cette séquence,

1
et la profondeur Y(to + 1) = YO atteinte immédiatement avant ce
saut AX1 obéissent & la loi conditionnelle HO(A,p;y) qui vérifie
1'équation intégrale (64). Or la puissance SO de 1la macrolentille

éo est, dans cette hypothese :

(67> S:y+T_Y

3i donc nous désignons par :

-AS_—uY
¥ (npsy) = B(e 0 Oly)

la loi conditionnelle de (Y,T) sous les mémes hypothéses, nous

trouvons

(67') vo(hpsy) = e ™™ B (u-r,n57)

et une écriture analogue pour la loi Y1 d'une macrolentille e1.

Ainsi la lol a priori de la puilssance SO (ou S1) d'une macrosérie
e, (ou e1) est
—xso m—x
Be )= /e 5 (=) F(ay)
(68) °

%4
e )= L/e'"w 2 (=2, 05y) F(dy)
0
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La loi simultanée de la puissance SO d'une série e, et de la puis-

sance S1 de la série e1 qui la suit (1l'ordre de succession n'est

pas indifférent) se ddduit également des lois HO et H1. On a, en

effet

S = V4 + TO - YO
(69)

S1 = YO + T1 - Y1
Yy désignant la valeur de Y(t) immédiatement avant le premier saut
AX, dnavgurent S . T et Y  ont la loi Ho(x,u;y1), et T,,Y, la loi
H1(x,H;YO), de sorte que (69) montre gque la loi de (SO,S1) doit en
principe se déduire de Ho et H1. Toutefois, on pourrait penser que
la déduction effective nécessite 1lt'inversion de la transformée de
Laplace Ho(x,p). Nous allons voir gu'il n'en est pas nécessairement

aingi,.

Loi de (YO,TO,Y1,T1)

D'aprds la propriété de Markov, & Y fixé, la loi H1(x1,u1;yo)

de Y1 et T1 ne dépend plus des éléments antérieurs au début de 1la

série €41 et, en particulier, ne dépend pas de TO ni de Yqe Dtapres
(64) elle vérifie 1l'équation intégrale

—?\ wY
. — ¢}

Désignons par

-\
}1(7\07M0y7\1yu13y1) = E( e

-0 T ~A, ¥, -, T
o o YoTo 171 Y1
|y,
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la loi conditiormelle de (YO,TO,Y T1) prise en transformée de

17
Laplace, et par J(y1;dyo,dto) la probabilité conditionnelle de

(YO,TO) & Y fixéd., On a évideument

o “N¥ o Ho b
(707) HAgspgshsuy37,) =d/g(y1;dyo,dto) e 7° %% H (nhusy,)

"Koyo‘”oto

ultiplions donc (70) par € et intégrons selon J. Celd

va donner

( 1
( o) - G /
g H(Agsbgoh b3y ) = T HO(AO+X1w,MOly1) ¢, (dm) +
(71) E ,
b _
§ * 1+)\1+p,1 vO/\H(xO’P«Oﬁ\JImaP«”yAI) G,](dca)

et cette équation intégrale montre que la lol conditionnelle H &
quatre variables doit pouvoir se déduire de la loi conditionnelle
H, & deux variables (qui elle-méme ne dépend que de GO) et de la
loi G1° I1 n'est toutefois pas certain que 1l'on puilsse résoudre

effectivement ces équations intégrales. Aussi allons-nous calculer

au moins les moments d'ordrs | et 2 de SO etAS1.

) .

Calcul des moments de (80,81

D'apres (69), les moments d'ordre 1 et 2 de 8, et 8, a y fixé

se déduiront des moments conditionnels de YO, To’ Y1 et T1 €N Y45
ces derniers étant d'ailleurs des polynomes d'ordre 2 au plus en

Yy lesquels a leur tour ne dépendent que des moments d'ordre 1 et

2 des lois GO et G1a Nous poserons
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et nous devons montrer que les 5 morents

2 2)
t N I~
B(s,), B(5,), B(S, ), B(5,8,), E(5,

1
se déduisent effectivement des 5 paramétres p, Wiy Woy Wy mé. (1le

paramétre d'échelle étant pris égal & 1l'unité).

Ncus procéderons en plusieurs étapes.

a/ Moments de 8, & vy, fixés.

TLa relation (64), écrite sous la forme

1
(1eaep) Ho(Apsyy) = ‘//kq e "4 p Hy(Woyps5y,)) G (dw)
Q

En développant au 2&me ordre en Ay, et en identifiant les coeffi-

cients de A,p, x2, Ap et MQ, on obtient les relations

m1—1 = q m1y1 + P w1m1

i Y e N e . Vi T Ve W W VN
=
|
N
)
o
g
N
o
N
+
e
3]
N
=]
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D'ou les moments de YO et TO a2 Y, fixés :

( 1 +q o,y
(m, = 11,
gA T -»p o,
(
.1
E m,, 1
E 2(1 )
.__}_ wy
_ 1 4 =y 2
(72) émﬂ T =D =, toawy vy ]
g 1+ q =,y
~ 1 1 191
Em12_ 1-p w, [q " 1—pw1
(
_ 2
gmzz‘ )
qQ

La relation (67) donne ensuite

IE(SOW) =Tyt my -my
(727) ,

2 _ 2 _ ] _
[ E(SO |y1) =y,"+ 2 y,l(m2 m1) P, by, - 2m,

Ce gqui s'explicite grice & (72). Des substitutions évidentes

donnent les moments de Y1, T1 et S1 a YO fixé.

b/ Moments a priori de Sge

D'aprés (72) et (72'), on les désuira des moments

1 1
a priori (p1, p11) de y, et (p1, u11) de Y - Drlapres (72), et
1

les relations oblenues en permutant les deux variables, p, et by

1
vérifient



(1mpory )y = T+am g wy

t 1 1
(1—Qw1) by = 1+pm1 p1

Dol 1 ( ')
(. _ e wymey
E B(Yy) = 1=pw , ~qw §
(73) g b (o)
E(Y,) = ,
g 1 1—p03,|-q_w1

1
De méme, d'aprés (72), p,, = E(Y12) et pyq = E(Y %) vérifient

H
r(1‘P Pp) Byq T 20yt awy by

1

1 1 ]
(1= wo) by = 20y + 0wy by,

D'ou
o ' -
(T2 2 (kq.w2)¢4yo)+-2 qI32£KY1)
° 1= Dpwy - o,
(73') % '
(1.2 - 2 (1-p wy) B(Y,) + 2 pw, B(Y)
1 1 - D Wy, = 4 mé

\

Passant aux espérances en Y, dans (72') , et remarquant :

SLY, m (1)) = g (M5 + 0wy B,
1 +qw E(Y,)
— 1 1 1 1
E<@12(Y1)> = T=pw, [q - o =, ]
- [+ E(Y )]
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on obtient :
r . o - ®,
E(SO) =3 + h(Y1) - E(YO) =

il
4 1—pw1-—qm1

2) 1T - (1+Q)w1

o 2 2 0
D - T E( —=
(74) J B(S,7) = B(Y ") + = = 7+ g I - p o,
1 - =
L 20 -
q 1—-pm1

N

En permutant les variables, on écrira facilement E(S1) et

2)0

B(s On note la relation simple

1

(74") B(S,) + B(8,) = o=

(on n'oubliera pas, cependant, que le paramdtre d'échelle C a &t4
pris égal a 1, et qu'il s'agit donc, en réalité, des moments de

G 5o et G 81).

c/ Covariance de 5, et 8,

Reste & calculer E(SOS1). En permutant les variables

dans (72'), on a :

1
1 ~

_ 1 _ . _ !
E(S1|YO) =Y, + 5 m1(YO) = Ezqtafgjj (¢ +pY)

On aura donc

(74m) B(8,8,) = ———— [ a B(3)) + p B(Y, 8 )]
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Calculons donc E(YOSO). A g fixé, on a
B(Y 8. lyy) =5, m(y,) + m () - m (v,)
Prenons 1l'espérance en Y4

B(Y _8,)) = — E(Y)) + B(Y,) + é +qw

0 1 - p @ 1

Portons dans (74"), en tenant compte aussi de ltexpression (74) de

E(So), et des relations (73'). Il vient

1
1 - @

1 TRy

( ~,

E B(8,S,) = e T2 G+ B(Y) - B(Y)
(75) ¢ |

E 2 (wq—mz) q E(Y1) + P E(Yo)

E (1-a w)(1-p =) 1 -Dw,-qw,

On notera cetts expression (75) n'est pas symébrique relativement

aux deux variables : en général donc une gérie e, n'taura pas méme

covariance avec la série e, gui la précéde et celle qui la suit,
et la succession des facies ne constitue pas un processus symétri-

que sur l'axe des zZ.

Exemple du processus a lol gamma bétifide.

Avec les lois G et G, admetbant les densités w1 ey ﬁw6—1,

1'équation intéerale (64) s'écrit pour Ho(x,p;y)

2 -
B(Y,9)] - (Y )
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A
HO(KaM?Y) = & [q e D Ho(u,p)]ua_1 du
A(1+a+u) o

En dérivant en A, on en tire 1l'éguatior différentielle

0 H
<@(q+u) + (1+a)&) HO + x(1+x+u) — KO = g q€ Ay
Ceci s'integre sous la forme
JICE ap
(76) H (hpsy) = —%— ap [x T () T &M Yax

(14n+p) TR

On pourra comparer & (38) et (38'). Pour p = 0, (76) donne la

loi no(k;y)lde YO a 7y fixé sous une forne relativement simple.

En intégrant en Yqs On volt que la loi a priori Mg et n, de YO

et Y1 vérifient :
i

n, (1)

1
ag ag-1 op
g 2 00 0,00 0

O

it

1

(n) = B2 \//;Bp~1(1+KX)Bq (Ax) dx
Lﬁ1 (1+k)1+5q / Mo

On peut facilement, d'ailleurs, trouver la forme de ces lois YO;
profondeur & la fin d'un dépdt €y @ (en raison de la loi gdéomé-
trigque g pIl gqui régit le nombre des lentilles) la méme loi que

Z -+ YO+ (2, variable exponentielle, YO+ : profondeur immédiatement

aprés un dépdt e, gquelconque). Donc
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H
1}

Z + Y Ho

Y, 2272+ Y H1

On en déduit :

r
) = Bay 145, teassp, - 0

n,(\) = g P(i+a, B, 1+qotpp, - M)

)

\

Compte tenu de (76), la relation (67') écrite avec p = 0, soit
¥ (n,y) =™ B (A, Asy)

donne la loi conditionnelle en y de la puissance SO d'une série €,

1

o gt+r -1 apn
T+ A=Ay (1-x)
Yo(x;y) = oag / X [1+A(1=x) ] & ax

e

-y (1-x) .
En remplacant € par n1(}(1—x)> on en déduit la loi a priori
?

de la puissance SO :

(77) v (M) =EB(e °) =

[ LR |
= og (1-x) [ (1+Ax) A F(1+C’6,B,1+qa+ps, -Ax) dx

o]

et une relation analogue pour Y1. On pourrait méme former explici-
tement la loi & deux variables (86,81), mals son expression est

assez complexe., J'ignore d'aillcurs s'il est déja possible de
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trouver la densité associde & la loi & une seule variable (77).
TLes calculs des moments, par contre, ne souléveront pas de diffi-
cultés.

On remarque que ce schéma dépend de 4 parametres (p, a, B et
le parametre d'échelle C) et que les 5 moments expérimentaux E(SO),
E(S1), E(SOZ) E(S12) et E(SOS1) permettent d'estimer ces paramdtres

et dleffactuer un contrdle.
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IV - AUTRES EXEMPLES

Les exemples qui suilvent ne felévent plus des processus d'Am-
barzoumian tels gque nous les avons définis mais rentrent dans la
catégorie un peu plus générale étudide par Jacod dans la note
citée ci-dessus. En particulier, Y(t) ne sera plus, en général,
un processus de Markov : dans la formule de base (7'), X(t) sera
un processus & accrolssements positifs et statiomnaires, mals non
plus indépendants. Plus précisément, X(t) variera par sauts AX in-
dépendants, mais les instants ol se produiront ces sauts constitue-~
ront un processus de renouvellement, et non plus un processus de
Poisson. En ce qul concerne la subsidence, nous pr-ndrons toujours

H(t) = t (subsidence continue).

Cette manidre de représenter les choses entraine quelgues
complications supplémentaires lorsqu'il s'agit de passer a l'espace
BZ. Les sauts AX n'étant plus poissonniens ne pourront plus étre
construits & partir d'un schéma booléen. On devra admettre qu'a

des instants T THye.. constituant un processus de renouvellement

17 T2
se produisent simultanément dans toutIRZ les sauts A1X(X,y),
A2X(X,y), qui seront évidemment des fonotions'aléatoires en (x,y).

Ce schéma conduilt donc, en principe, & une superposition de couches

continues. Néanmoins, si la fonction aléatoire AX(x,y) est autori-
sde & s'annuler sur certains ensembles (aldatoires) d'intdérieur non

vide, ces couches pourront étre localement lacunaires, ou méme len-
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ticulaires. Dans ce dernier cas, cependant, on n'oublicra pas que

la couche est un chapelet de lentilles synchrones - et celd ne per-

mettra donc pas a notre schéma de représenter convenablement un

phénomene comme celuil des turbidites.

1 — Séric continue ou lenticulaire & un seul faciés.

Désignons par R(dt) la loi de l'intervalle T séparant deux
sauts AX consécutifs, et par p(\) = E(EE_AT)
AX

sa transformée. Soit
G(dw) la loi du facteur T =€ On désignera par ¥ et ¥ les
valeurs de Y(t) immédiatement avant et aprés un saut. On a les

relations de récurrence

o= 4m
— + —_
Y2 = Y1 + T1 = Y1 n1 + T1
¥y
Xf
//h ///[/"“”
A +
yi

I1 nous suffit de trouver ta loi limite (stationnaire) de Y et de

=
|

Y™ II. Cette loi est déterminde par 1'équivalence

(78) Y =Y g+ T
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cltest-a~dire par 1'équation intégrale

( y
(78') & (N\) = p(k)u//Q—(xw) G(dw)
0

avec & (A) = E( e ™M ). la loi de Y est alors @' = & /p.

Remarque : La loi limite de Y(%) ne coincide plus, ici, en général,

avec celle des Y , puisque les sauts ne somt plus poissonniens. Fn

Y(t) apparait comme la somme

i}

régime stationneire, la variable Y

Y o 7 d'un ¥ de loi @+ et d'un Z dont la loil est la granulo-

]

métrie résiduelle du prucessus de renouvellement constitué des

sauts AX. On a donc (@veo Py = E(T)> :

p(e™) = o) = ot Lol TGy I

La série sédimentaire résultante montre un empilement de couches

dont les puilssances successives sont

(79)

1
N
1§
i
o
|
|
RO
1
H
b
+
=
=
1
bom |
N

I1 n'y a aucune difficulté & former leurs transformées de Laplace

a4 partir de & .
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( 1
gE(ea—XS) = ‘é/;“(}(1—m)) G(dw)

1 1
-\,9,=-A.0 1 1 '
gﬁx e T2 2) =J//E<i2(1—w ))G(dm )V//%m[X1(1—w)+X2w(1—w )]
0 0 -

G(dw)

ni & calculer leurs momenss 3 partir des relations (79)

Exemple : Processus & loi gamma

Sim= Haaﬁ est une beta (a,B) et T = SB une gamma (B), ¥ est

une gamma (a+8) et YV une gamma (a), comme il résulte des régles
rmultiplicatives et additives de ces lois.

- _ -|-—_
Y= 8, ¥ =5,

La puissance S d'une couche est alors une gamma (5), de méme loi

que T :

S =3 = S =T

a+g Mg,a = 5p

Les puissances successives 81, 82... sont alors indépendantes.

D'apres (79), en effet, 11 suffit pour le voir de démontrer que

Y1— I, et Y; (1—H1) sont indépendants. Mais c'est 1& une propri-

été (d' ailleurs caractéristique) des lois gamma. On le voit en
a g

écrivant
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E(Yx+p HK(1—H)H) _ I(o#B+r+p)  Llatd)  I(B+A) T'(otB)
I'(a+p) INED r(g) I'(oHB+A+y)
- Reh) DBl - et ) m(1-mh)

z

Ainsi, dans cet exemple, la série sédimentaire observée constitue
1 ?

un processus de renouvellement & loi gamma (ﬁ).

Cette indépendance des puilssances successives limite 1'intérét
b

de cet exemple pour les applications.

2 — 8érie continue ou lenticulaire & deux faciés.

Nous pouvons aussi supposer gque les sauts AX constituent un
processus de renouvellement a deux états : l'intervalle T, précé-

dant un saut AXo.et 1'intervalle T, précédant le AX, qui 1lui succe-

1 1
de sont indépendants. Nous moterons les lois P, et py pour T et
~-AX ~AX
0 et 1, = < 1.

T 1

o Gy et G, pour les facteurs IIj = €

En écrivant YO et Y1 pour Yo_ et Y1— , les lois stationnaires

sont définies par les éguivalences :

<
i

o ° Y1H1+TO

(80) 4

<
m

YO Ho + T1

ou les équations intégrales
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s “1
@O(x) pO(K)‘//®1(Km) G1(dw)

0]
(80") 4 5
@1(x) | p1(K)\é/®o(Kw) G_(dw)

il

i

AN

La puissance So d'une couche du type 0 et la puissance S1 de la

couchhe du type 1 qul la surmonte vérifient

5, =¥ _(1-m,)
(81) : 3

(@]
|

= Y1(1—n1) = (Y, m, + T1)(1—H1)

I1 est donc toujours possible, & 1'aide de (80) et (81), de calcu-
ler les premiers moments de (80,81). A dire vrai, 11 se posera un
probleme d'inférence, puisque les 5 moments des deux premiers ordres
de (SO,S1) ne suffisent pas pour déterminer les 8 moments correspon-
dants des 4 variables indépendantes (UO, L s T1). On sera donc
obligé de considérer des séquences plus longues, par exemple (SOy
Sy S;, S;), séquence constitude de 4 couches successives (8 moments
distincts). Ces calculs seront un peu longs, mais pourront s'effec-—

tuer sans difficulté & partir de relations de récurrence du type (81).

BExemple 1 : Processus & lois gamma.

Prenons pour I et [T, des variables beta, et pour TO et

1
T1 des variables gamma (admettant le méme paramétre d'échelle)
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=
i
=
=
]
|

Alors, moyennent les deux conditions

1l

ao + Bo a1 + Yo

(82)

a1 + 51 = ao + y1

les lois statiomnaires de Y et Y, sont des gammas (ao + BO) et

o 1
(ay +B8y) =
Y =8 Y, =8
o] ao+5o 1 a1+ﬁ1
En effet, supposons ¥ = 8 6" La 2&me relation (80) donne
o o
Y, =8 I + S = S + 8 = S
1 OCo+Bo “0950 1y %o Yy OC0+Y1
i = i¢ = ' E 2} e —
Si donc ot a1+51, on a bien Y1 = Sa1+61' t de méme, moyen

nent a,+ty, = a *B, la premidre relation (80) sera vérifige.

En ce quil concerne la série sédimentaire, SO et S1 sont des

variables gamma (BO) et (51) respectivement (et admettant le méme

paramétre d'échelle). De plus, SO et 81 sont indépendantes, et la

série sédimentaire constitue donc un processus de renouvellement
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8 deux états (&ette indépendance, jointe a la condition que le
paramétre d'échelle doit &tre le méme pour les deux lois gamma
limite donc 1'intérét de ce processus pour les applications; de
plus, il se pose un curieux probleme d'inférence : le phénomeéne
observable ne dépend que de deux parametres essentiels, Bo et 51,
a partir desquels il est impossible de recomstituer les 4 parame-
tres essentiels du mécanisme générateur : Ry Qs Bo’ 51, yo.et

Y, 1iés par les deux relations (82)>o

Fn effet, on a par exemple

Hl
]

S, = YO(1 -T) =8 1) S

o o‘o+Bo -6o’ao Bo

Pour montrer que SO et S, sont indépendantes, il suffit, d'apres

1
(81), de vérifier 1'indépendance de Y m, et YO(1-HO), et ce calcul

o

a déja été fait & la fin du paragraphe précédent.

Exemple 2 : Processus & lois gamma bétifides.

Pour construire un exemple un peu moins particulier,

nous partirons de l'hypergéométrique

1
oy I'(y) B=1,. . \Y=B~1 du
Fla,B,v,~\) = r(8) T(1-p) u® (1-u) ?{;Ku)a

qui, pour a > o, B =0, vy =B, est la transformée de Laplace d'une

variable S et nous utiliserons la formule classique de

o
a B,yy-p’
transformation des hypergéomélrigues
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P ) = e -
F(y oy Y=B sy, A) (1+K)Y"a“5 F(@,ﬁyYa A)

Pour y = B+a, cette formule admet 1'interprétation probabiliste

sinple suivante

(83) S0 Mg, y-p ¥ Sy-a-p = By-a Ty,

Cherchons une solution de (80Q) qui solt de la forme

Y =8 I
o a,+6 BorBy

Prenons = d'ou
° HO H(xogé,

Y II_=8S II
Bo’ﬁ’l

o o o
Pour T1 = SB , la formule (8%) domnne.:
1 7o’
Y, =Y I +7T, =8 11 + 3 SR I
1 o 7o 1 g 50,61 51—ao 5O+B1—ao ﬁ1’Bo
Définissons o, en posant
o)

Nous sgvons
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pour retrouver

YO = Y1 H1 + TO

Ainsi, en changeant les notations, en prenant les lois suivantes

II

I
=
Q
ReS
=
I
o |

0 0 5 1 06)1’5

(84)

les équations (80) admettent comme solution les lois gamma bétifides

rY = 3
(841) 3
Y, =8 I
1 a1+yo+y1 y1+ao,yo+a1

pourvu seulement que soit vérifiée la condition :
1" —
(84") B =7, * v,

I1 s'agit donc d'un processus dépendant de 4 parametres essentiels

(et un paramétre d'échelle). Si l'on s'impose des T, =T, & loi

exponentielle, Yo = Y1 7 1 et B =2, il n'y a plus que 2 paramétres

=1

1

essentiels. Ies transformées de Laplace de Yo et Y, sont les hyper—

géométriques

4 He 0 = F(OLOWL“YOWV Vot0ys YotYqtagtoy, -\

Be )= F(oc1+vo+¥1, Yytogr YoTr oty -\)
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En ce qui concerne la série sédimentaire résultante, on a, par

exemple, pour la pulssance SO :

S =Y (1- = 8
© 0(1 HO) HYo+Y1’O°o %o Vo *Yy l-I“Yodr%’q“mo

Par suite, les lois des puisgances sont elles-mémes des gamma béti-

fiéeS. ~
S =9
0 yo+y1 nyo+a1,y1+ao
(85) £
S5, = 8 I .
\

Chacune de ces loils ne dépend que de trois paramétres essentiels
(les mémes), Yo+Y1’ Yo+“1 et y1+ao. ligis cette fois il n'y a pas

indépendance entre les SO et les S, successifs.

1

Calculons les moments de (SO, S1) dans le cas de ce processus & lois

gammas bétifides (on pourrait aussi faire le calcul dans le cas gé--

néral, mais ce serait un peu plus long), soient bgr Hys et

byqe De (85) on déduit immédiatement

(e
g 0 Yo+y1+ao+m1
Cy oty ) (v ey

Yo+Y1+O‘o+(x1

By 7

N

En particulier (mais n'oublions pas que nous raisonnons & un para-

metre d'échelle preés)
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Toujours de (85), on déduit ensuite

E (YO+Y1)(1+YO+Y1)(Y0+Q1>(1+YO+Q1)
p‘ =

E 00 (Yo+y1+ao+a1)(1+yo+y1+ao+a1)

( .

E vty ) Qv by Dy o) (e )
Hag 7

E (YO+Y1+aO+a1)(1+yo+y1+ao+a1)

Cherchons maintenant le moment rectangulaire o d'un SO et du S

1 1

gui le surmonte. D'apres (81)

€]
1l

T, (1—HO)

NN~
w
f

Yom, (1-m) + T, (1-m,)

Donc

(86) ngy, = B(S,8,) = B(s,) B(T,) B(1-m) + EQ1-m,) BIY (1-7))¥, 1]
Pour calculer E(YO(1—HO)YO HO), on se reporte & (84'), et on note

1'indépendance (déjd observée & plusieurs reprises) de

S et S -
2ot Tag,p ©F Sagagl! T Mo g

Par suite

: 2
By (1-m )Y, m ) = E(S_) EB(8;) E( I ) =
0 o’7o0 "o 3 3] Yoty s ytag

OCo(YoJﬂh)(YOJFOW)(Hyom1)

(yo+y1+ao+a1)(1+yo+y1+ao+a1)
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On note ensuite
Yoty
a1+yo+y1

et en portant dens (86) on obtient :

2
(86') Y1(YO+Y1) (Y0+a1) .
25 = *
o1 (a1+yo+y1)(yo+y1+ao+a1)

2
ao(Yo+Y1) (yo+a1)(1+yo+a1)

((a1+yo+y1)(YO+Y1+ao+m1)(1+yo+y1+ao+a1)

on notera que cette expression n'est pas symétrique : So n'a pas

t
méme covariance avec le S1 guli le précéde et le S, gqui le suit

1
t

avec les 2 covariances (SOS1) et (S1’So) on a donc 6 moments pour

estimer les 4 parameétres essentiels et le parametre d'échelle, de

sorte qu'un contrdle expérimental est possible.
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- ANNEXE -

Sur une loi Pseudo-lognormale stable par autopondération

Je me propose, dans ce qui suit, d'établir l'existence d'une

loi différente de la loi lognormale, mais admettant les mémes mo—

ments (d'ordre entier positif) que celle-ci. Cette loi est lide
étroitement & la fonction S(z) de Jacobi, & p- -Lir.de laquelle on
peut reconstruire toutes ies fonctiaié loxodroiiques et ellipti-
ques. Il n'est donc pas sans intérét de voir que ces fonctions
célebres, qui interviennent constamment en Analysc, admettent une
interprétation probabiliste. dJ'ignore si cette loi peut servir a
décrire des phénomeénes rdéels, Du fait que je 1l'ai trouvée en cher-
chant & construire une représentation mathématique de certains phé-
nomenes sédimentaires, il se pourrait que cette loi puisse, par
exemple, &tre utilisde pour représenter 1l'histogramme des puis-

sances d'une formation géologique.

Remarque : On sait qu'engénéral, une loi non concentrée sur un in-

tervalle fini n'est pas déterminée par la suite de ses moments

m, = E(X™) ([1], page 224). ILe critére de Carlemen donne une con-—
dition suffisan}e pour que les moments m déterminent une loi : la
) A"

sériez(mgn 01t diverger. Dams le cas d'une loi lognormale,

on a 3



22 o
m = Yn e 2
et 1
- N -no
Z(mZn) 2n=:1Y-[_Je <.

de sorte que le critere de Carleman n'est pas vérifié. Il n'y a
donc rien d'absurde a trouver une lol non-lognormale présentant
les mémes moments que la loi lognormale., En fait, 1'exemple gque
nous allons donner est intéressant, en ce sens qu'il ne s'agit

pas de lois fabriquées poﬁr les besoins du contre-exemple, mais de

lois qui s'introduisent de maniere assez naturelle.

1
On appelle autopondéréde X d'une V.A. X de loi F(dx) et d'es~

t
pérance m < o la variable X de loi % ™dx). On sait que la

!
loi lognormale est stable pour 1l'aubtopondération (X = aX). Mais

cette propriété n'ést pas un critére de lognormalité : le fait
gu'une variable soit stable par autopondération entraine bien

(comme on le voit facilement) que ses moments sont de la forme

n(n-1)

n 2

.mais 11 n'en résulte pas que cette variable soit lognormale, puis-
gue justement ces moments ne suffisent pas pour déterminer la loi.
On peut seulement conclure que la loi dé cette variable admet les
mémes moments que la loi lognormale. J'ignore si ce critére, né-

cessaire, est également suffisant pour assurer la stabilité par
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auto-pondération. En fait, la loi gque nous allons étudier et qui

vérifie bien ce critere se trouve &tre stable par autcpondération.

1/ Loi de la variable X.

Considérons la relation de récurrence
(1) Xn+1 - Xn m+T

qui intervient dans les processus d'Ambar, et examinons le cas
ot T est une variable exponentielle réduite (paramdtre d'échelle
pris égal & 1) et ol IT se réduit & une constante p (0 < p < 1).
En transformées de Laplace, (1) s'écrit donc '
_ 1
@ (M) = =% 2, (o)
On voit que X, converge en loi vers une variable Y admettant la

transformée

(2) a(\) = T

@(\) vérifie 1'équation fonctionnelle

(3) (1 +a) ®(n) = a(pr)

d'ailleurs équivalente & (2) (car p < 1, et &(p™A) - &(0) = 1).
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a/ Moments de la loi @

En dérivant n fois la relation (3), on trouve
@<n)(o) +n @(n~1)(o) = p" @(n)(o)

Les moments m. existent donc, et vérifient la relation de récur-

rence

_ _n
(4) Ty = n Mn-i

d'olt 1'on déduit ltexpression explicite

(4, — n!
) ‘n (1-p) (1-p°) ... (1-p%)

A son tour, (4') montre que ®()\) admet une représentation sous

forme de série convergente

0
n . n

(4m) s = 1+ ), —L=1 A

LA

=1 (1=p) (1-p°) v v . (1-02)

b/ Densité de la loi @

k
Le produit ]‘T 1 admet une décomposition du type
A _ n=0 1+Ap
Y . En passant & la limite k — oo, on déduit de (2) la re-
1+AD '

présentation :
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[ - A
o(N) = o
n=o0 1+7\pn
n n(n+1
(-1)" »p -%———l 00 1
(5) < A= ]*T %

B (=) (1=p2) en . (1=D™) k=1 1-p

[oe]
Ay = T;T _i_E

1-p

AN

L'inversion est facile, et on voit que la loi ®(\) admet la densité
f(x) définie par :

o X
A -
' n

(51) £(x) = —= e p
n=o

3

Noter que f(x) s'annule en x=0 plus vite que toute puissance de x.
Cela résulte de 1l'expression (2) de la transformée de Laplace, et
aussi de l'existence, que nous allons établir, de tous les moments

négatifs.

¢/ Toi de 1/X .

par ses moments

Nous caractériserons la loi de %

M = E (i ) (¢ = 0, entier ou non)
a x®
Pour a < 1, Ma existe, comme on le voit & partir de (5'). lulti-
-1
"C‘ > ?\.(x L] rd b [ I S
plions la relation (3) par NE) et Intégrons de 0 & 1'infini.

11 vient
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. ~Q
(6) Mo+ oM, =D " M

Adngi, M existe deés que MOC existe - et par suite MOC existe Vv o -

1+a

Pour o = n entier positif, on trouve

n
1-p .
(61) Mopq = pn M,
n n o
et par suite
_ ~ (1-p™) (1-p""1) ... (1-p) 0 _
(7) Vg = | R M1 (n > 0 entier)
A I

d/ Ta loi pseudo-lognormale

Comparons les relations (4) et (7). On voit gque les

moments d'ordre entier mn et Mn~vérifient la relation :

n M - n(g+12 n§2+1) log %

n - n+l _
(8) . M1 - b =€

On reconnalt les moments d'une loi lognormale de variance 02 = Jlo
g

o[-

lMais les quantités

t
sont les moments d'une variable Y = XX , produit de deux variables
indépendantes X et X' définies comme suit : X admet 1la loi (2) ou

(5') ci-dessus (moments mn); X' est 1ltautopondérée de 1/X (densité
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. 1 d . . = s 3 :
1v111x () ;c% , si £ est la deusité de X), de moments M /M.

!
Nous allons déterminer la lol de Y = XX , et montrer, en par-

ticulier, que cette loi n'est pas lognormale.

2/ Loi pseudo-lognormale de la variable Y, ou loi de Jacobi.

Nous alloné en premier lieu déterminer la loi de log Y
& l'aide de sa transformée de Laplace, inverser en utilisant le
développement de la Ffonction S(z) de Jacobi et en déduire la den-

gité de Y.

a/ TLoi de log X. Cherchons d'abord la transformée de Laplace

’ 1
L(\) = B(xY) = E(e 18X
de log 1/X (ﬁoi (2) ou (5'X> pour A = 0. Comme la densité f(x)
s'annule en x = 0, la relation fonctiomnelle (%) montre que 1l'on

a 3

£(x) + T (x) = %f (Z)

Cof |

Multiplions par xM , A > 0, et intégrons de 0 a 1l'infini: on voit
que la fonction L{A) = E(XA) vérifie la relation (4) déja établie

dans le cas A = n entier. Il vient, en effet

(9) L(A) = A L(A=1) = p" L(A)
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Posons

L(A) = T(1+A) H(N)

La fonction H(A), d'apres (9), vérifie donc

H(A) - H(A-1) = p" (L)
d'ow la relation
H(A) = (1= (1=p2™) L (1™ B(A4n)
Pour n - o, le produit a une limite finie. Par suite, H(\tn)

tend vers une limite C(\) vérifiant C(1+A) = C(A), c'est-a-dire

périodique de période 1. Ainsi :

H(A) = o) ] (1-p™™)
n=1
et
(9') L(y) = B(XY) = T(14n) o(n) T'[ (1-p)
n=

Montrons que C(A) est en fait une constante

C(A) = C, =

1 ‘
ﬁ (1-p™)
n=1

Le plus simple, pour cela, est d'utiliser l'expression (5') de 1la
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densité, qui donne une deuxiéme expression de L(A)

o0

(9m) L(V) = (1) Q. A, o™

En identifiant (9') et (9"), et en posant px =z et

(10) P(x) = 1] (1-x o7
n=1
on trouve donc
' c(rn) P(x) = .
(107) (\) B(x) nZ:]O I

Mais (cf. [2], page 478) le P(x) défini en (10) vérifie
P(x) = (1-x p) P(x p)
et, en dérivant en x :
p(%) () = p® (W (0) - n 7 (21D (o)

On en déduit que P(x) admet le développement :

P(x) = 2.(-1)% g, =

n(n-1) n

Bn = P 2 T—T —i~z = é;
0

k=1 1-p

11 suffit de comparer & (10') pour trouver
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[04¢]
_ _ 1
cm_Ao—lT :

Finalement, donc, C(A) est constante et (9') se réduit & :

2]

(11) L(x) = B(xM) = Al T'(1+N) T“E (1-p™)
n=

Pour A entier = 0, on retrouve (4'). Pour A quélcongue, différent
d'un entier négatif, (11) subsiste par prolongement analytique.
Mais - du fait que les pbdles de I'(1+\) sont des zéros pour le
produit infini - (11) a encore un sens pour A entier négatif :

Ainsi L(A) est une fonction holomorphe, et (11) est valable pour

A complexe quelcongue.

b/ Toi de log Y.

En.changeant A en -\, on obtient donc

o0

(1) B(L) = n(-n) = A TG0 | ] (=™
X n=1

il

1
En ce gui concerne la variable X , autopondérée de 1/X, elle

vérifie
(11m) B(x'M) = BQ/XN) | L(=1-2)
B(1/X) L(-1)

On vérifie, en faisant tendre A vers 1 dans (11'), que 1l'on a :

L(=1) = My = log &
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puis on déduit de (11') et (11") que la variable Y = XX vérifie

(12) B = -2 I G- T ™™
log 2 Sin A I n=1 n=o

Montrons que cette transformée de Laplace de log Y s'exprime &

l'aide de la fonction S(z) de Jacobi.

¢/ La fonction §(z) (cf. [2], page 477)

Pour z complexe et |s| > 1, la fonction §(z) de mul-

tiplicateur s est définie par :

stz) = T1a-2)TT¢-—)
0 IS . 9

C'est une fonction holomorphe, vérifiant les équations fonction-

nelles ~

S(sz) = - sz S(z)
(13) .
8(2) = - 7 8(z)

Elle admet un développement de Laurent de ls forme

S(z) = Zj o, 7

Les relations (13) montrent que les coefficients a, vérifient 1la

relation de récurrence



et on en déduit :

(14) S(Z) = B——T (__1)1’1 S— 2 (Zl’l _ Z']—-n)‘

On verra dans Valiron que (pour s = =) la constante o, coincide

A

p
avec le AO introduit plus haut
o8}

o _ 1] —

0 = n=1 1 -

I

n

n

3

Considérons alors ltexpression (12) de E(Yx). En posant

on voit que l'on g 1'identité

)2

| (4
(15) B(YY) = - —0 O 5(2)
log 2 Sin A 1T

avec la fonction S dont le multiplicateur est s = % . Utilisomns
alors le développement de Laurent (14), avec a, = A etz = px.
I1 vient
A
(16) B(Y") =
3 0 n{n-1) -nA log p (n=1)A log p)
(A ) I
A -0" » % (e - e )

B log % Sin A I n=1
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d/ Iaversion de (16).

Calculons la loi de Z2 = log Y en inversant sa trans—
formée (16). ITa série est la transformée d'une série de Meéures de
Dirac placées aux points — n log p et (n—-1) log p qui auront pour
effet de tramslater la transformée du premier facteur. Celui-ci

est

I = T(1\) T(=\) = - r{1+n) T(1-0)
Sin A 1T A

Mais T(1+A) T'(1-A) est la transformée du logarithme du rapport de

deux variables exponentielles réduites, dont la loi admet la den—

z
sité ___g__§_ « A une constante pres, - — est donc la
(1+ez) Sin A 1T
transformée de
z
e e”
—_— du = -~
w2 1+e”
Yo(1+e7)

Ainsi, 72 = log Y admet la densité :

n(z) = (AO)3 Zfz (o)™ n(n=1) JZ+n log p ez—(n—1)log D
z) = C + -1)" P
n=1

2 [ -
Tog 14e2™ log b 1+ez—(n—1}log D

k3 =

D'ailleurs la constante C est nulle, puisque h(z) s'annule & 1'in-

fini., Nous pouvons donc mettre h(z) sous la forme

3 00 n{n-1
h(z) _ (Ao) (_1)11 p 2 [ El’lez _ _:Q1-l’le.Z ]
log = n=1 1+pe” 14p | 7
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T1 suffit ensuite de faire le changement de variable z = log y

pour obtenir la densité g(y) de Y sous la forme

(4)° & nlo-t n 1-n
(17) aly) = —2~ /. (-D%p ° .
log e n=1 +py +p Y

La fonction de répartition correspondante est :

0 log % n=1 1+p1—ny

Y (407 & n(n-f n
(17") G(y)=u//g(X) dx = —> ST (-1 p % 1og| R

Pour y - « , le logarithme équivaut & (2 n-1) log p, d'ol la re-

lation : \
00 n(n-1)
f= (a2 YL (=™ (2 n-1) 2

!
En comparant avec S (1) dont 1l'expression se déduit de (14), on

!
trouve S (1) = - —i§ , ( relation indiquée dams Valiron, page 478)

%o

e/ Autopondérée de Y.

t
L'autopondédrée Y de Y vérifie

E(Y)

B(Y M) = p B(x'h)

Drapres (15), donc



_ =\ —1—
Mais, d'apres (13), S(p 1 X) = 8 (% ) = =D =2 S( A), d'ou
finalement
2
' oy (a) _
(18) BN =p M e L 57N | gy
log 5 Sin A T p

1
La relation (18) exprime que Y a méme loi que Y/p

'Ly
D

et la variable Y est stable par autopondération.
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