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NOTE GEOSTATISTIQUE N° 103
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Temme 1 - Si A est un opérateur autoadjoint (A = A*) positif sur

H, = A est le générateur d'un demi-groupe continu d'opérateurs

autoad joints P, £ = O vérifiant HPtH <1 .

iiontrons que -A vérifie les conditions du théoréme de Hille-
Yosida. C'est un opérateur dense et fermé, puisque A = A¥ .,
Soit A > 0. L'espace image (AI + A)(H) est dense dans H : en
effet, soit X € H tel que AX + A¥X = 0, c'est-a-dire AX + AX = O.

Cn a :

= lIaX + AY||? =
= A2NXI2 + 2 < X, AX > + [1Ax]® = A2xI2 + Iax?
puisque < X, AX > = 0, d'ob IX|° = 0 et X = O.

L'opérateur AI + A admet un inverse R, défini sur cet espace

A
image, puisque AX + AX = O entraine X = 0., Cet inverse est bor-

né, puisque [IAX + AXIZ = A%|x||° équivaut 2 I1R,¥ s L, et

fermé, comme on le vérifie & partir des mémes inégalités, donc

défini sur H entier et continu. Sa norme vérifie bien HRX” < %

de sorte que les conditions du théoreme de Hille-Yosida sont bien

vérifides,



Temme 2 — Soient H et H' deux espaces de Hilbert, A un opérateur

dense et fermé, défini dans A, & valeurs dans H! Alors, les

opérateurs A¥ A et AA¥ sont autoad joints et positifs (et —A¥A

et —AA* engendrent des demi-groupes continus sur H et H' regpec—-

tivement).

Soit FA le graphe de A, fermé dans H ® H', et PX‘Son ortho-

4

ASIL

gonal dans H ® H'. Pour X € H, Y' ¢ H' , on a (X,Y') €T

et seulement si :
V 2 € ﬁA y < XyZ2>+<Y',AZ >=20

ce qui équivaut a :

(a) TN By AT -

Si maintenant (X,Y') est un élément guelconque de H ® H' =
1
. ; , . : .

Iy ®Tys soient (X1, Y 1) et X2, Y 2) ses projections dans T,

.-L N\ ’ r'd < ’ rd .
et I';” . D'apres (a), les éléments X, € B,, et ¥, € B,, Véri-
fient

X = - LA = 1
(b) X X1 A¥Y 5 Y AX1 + ¥ >

et constituent 1l'unique solution des équations (b)., Pour Y = O,

en particulier, les équations

- ¥ * 1 1 —  AS ; '
X=X, + &z, 2'=ax (X €8 ,72 € By
ou 1l'éguation équivalente :

(c) X = X, + A* AX, (X, € Byy))



admettent une solution et une seule. L'opérateur I + A¥A appli-
que donc'ﬁA*A sur H et admet un inverse. D'autre part < A¥AX,X >
= HAXH2 > O montre que A¥A est un opérateur positif, et entralne :

< (I + A¥A) X, X > = "XU2 + “AXHZ 2 HXHZ

L'inverse (I + A.*A)"1 est donc borné et de norme < 1. ZEtant con--
tinu et symétrique, (I + A*A)-1 est hermitien, et son inverse

(I + A*A) est autoadjoint. Par suite A*¥A est lui-méme autoadjoint

et d'aprés le lemme 1, —A¥A engendre un demi-groupe.

Nous dirons qu'un opérateur A sur H est symétrigue (antisy-

métrique) si < AX,Y > = < X,AY > (<AX,¥ > = - < X, AY >) pour X

et Y dans ﬁA.

Lemme 3 — Un_opérateur A sur H est antisymétrique si et seulement

si < X,AX > = 0 pour tout X € ﬁA‘

Si A est antisymétrique, on a pour X € ﬁA :

Inversement, si cette relation est vérifiée pour X, Y dans B,

on en tire :

O=< X+ 7Y, AX + AY > = < XAY >+ < Y,AX >

et A est antisymétrique.



Temme 4 - Un opérateur A sur H est le générateur infinitésimal

d'un groupe continu d'opérateurs unitaires si et seulement si

A est antiautoadjoint (c'est-d-dire vérifie A = —A¥).
a/ Soit _t’ t € R un groupe continu d'opérateurs unitaires sur
H, et A son génédrateur. L'adjoint A* est le générateur du grou-

pe transposé U; = U—t’ d'ou A¥ = =A,
b/ Inversement, supposons A = —A¥, et montrons que A vérifie
les conditions du théoreéme de Hille-Yosida. A est dense, puis-

qu'il est anti-autoadjoint. Pour A # O et X € & on a, d'a-

.A. y
prés le lemme 3 :

2
(a) Iz + axli? = A2ng2 + [l
de sorte que AX + AX = AX = A¥X = O entraline ['Xll = 0, et X = O.
I'espace image (NI - A)(H) est donc dense dans H. En remplagant

A par -=A dans (a), on obtient :

x - Axl® = A% |x2

et on en d4duit que l'espace image (AI - A)(H) est fermé, donc
coincide avec H, et que la solution X de AX - AX = Y vérifie
Nzl = % ¥l - Ies conditions du théoretme de Hille-Yosida sont
donc vérifides -

Soilent alors Ut et U: s T =2 0, les demi-groupes admettant
les générateurs A et A¥*. Les opérateurs U et U: sont isomé-

trigques, puisque, pour X € ﬁA’ on a d'aprés le lemme 3 3



e At et dm 3. Db, A ] S £

d_.vu X, U

1T % tX>=2<AUtX,UtX>;O

Enfin, on a U_bU: - v}y, = I. En effet, pour X e% Te B, = By

t
on a :
d * _a_ * * _ * % *
It < U, UL %, ¥>=35% < U, X, U, r>= < A UtX, UtY > +
* *__% * * *
+ < U X, A JtY > =< (A-+A)UtX, UtY >=0
D'ou < U T4 ¥Y>=<XY>etU Ur = I, et de méme v¥u, = I
tot? ’ tYt ’ Y% .

En posant U_; = U:, t > 0, on obtient bien un groupe continu

dtopérateurs unitaires, dont le générateur est A.

lemme 5 — Un opérateur A demse, fermé ot antisymétrique (A c —A%)

ntadmet pas de prolongement antisymétrigue autre gue lui-méme.

™~

S0it B un prolongement antisymétrique de A, que 1'on peut
toujours supposer fermé, puisque l'on a glors Ac Bc -B¥ c -A%* 3

B est la restriction de —-A¥* & ﬁB'

Ie graphe FB se met sous la forme 3

= 4
=T, @T I‘CCI‘A

rg=T,®lg »

et T'as orthogonal & PA dans H @ H, est le graphe d'un opérateur

fermé C. On a X € ﬁC si et seulement si

X e bgc Byx » < X,%Z > - < A¥X, AZ > = 0 (2 e€ ﬁA)



Donc si et seulement si :

De plus, X vérifie alors < X, BX > = - < X, A*¥X > = 0, puisque

B est anti-symétrique.

Inversement, considérons l'ensemble #  défini par :
c

(a) ﬁ: = (X, X € Byypy » X = A¥AXX, < X, A%X > = O}
et pour X € §_ , posons T X = -A*X. L'opérateur T ainsi défini
c
est fermé : Si Xn € ﬁé converge vers KO et si C Xh = -A*Xh con=
verge vers YO, on a X € By x et Y = -A*XO, puisque A* est fermé.

D'autre part A*(A*Xn) = X, converge vers X , et A*X vers A¥X,
done A*XO € ﬁA* et A*A*XO = XO. Infin, la relation < Xn,A*Xn >
= O passe elle aussi & la limite., Il en résulte bien X, €5, ,

et C Xo = —A*Xo = YO, et C est fermé.

Ie graphe I' j de C est orthogonal a I", dans H @ H. En effet,

A

c
siXebp, et ice bys on déduit de (a) :
c

< X,7 > =< A%A¥X, 7 > = < A*X, A% > = - < 0 X, AZ >

On peut alors définir un opérateur x par son graphe 3
r =I,e@r’l
~ A ~
A c

et, d'apres ce qul préceéde, A prolonge toute extension anti~-symé-

trigue de A. Il suffit donc de montrer p_ = {0} pour établir le
c

lemme,



D'apres (a), 5, est stable pour C c -A%, et sur l'espace 5 ,
c c
1'opérateur C est dense, fermé et anti-symétrique. Soit C!

1'adjoint de C (considéré comme un opérateur de B_ ). On a

~s "~ "N N C -
Cc-C', d'olt aussi C' C o -C C ., Pour tout X € &_ , il en
c
résulte :
~ 2_ 'N _ N@ _ 2
ICxl|© = < C'CX, X >=-<CCX, X> =~ [[X]

D'olt X = 0, et par suite & ={0}
c

Temme 6 - So0it A un opérateur dense, fermé et antisymétrique sur H.

Pour que A soit anti-autoadjoint, il faut et il suffit qu'aucune

des équations

(2) X= -, (a') Xt = A¥X

n'admette de solution différente de 0. Si 1l'équation (g) (resp.

(gi)) admet des solutions non nulles, l'équation (a') Cresp. (gX}

n'en admet pas et A (resp. —A) est le générateur infinitésimal

d'un demi-groupe continu d'opérateurs isométriques St’ t =2 0.

Par hypoth&se, on a A c -A*, et le graphe I'_,, de —A* se met

A*
sous la forme

r = T

A
I'ps orthogonal & PA dans H @ H, est le graphe d'un opérateur fer-
mé B. On voit, comme dens la démonstration du lemme 5, que

X € by équivaut a :



(b) X € B X = A¥A*Y

A¥AX ?

D'apres la démonstration du lemme 5, < X,A¥X > = O entralne

X = 0 siXe€ by (puisque 5, = {0}). Ainsi, pour X et Y non nuls
c

dans ﬁB’ le trinome

(p") < X + AY, A¥X + AAXY > = < X,A%X > + A< X, A*%Y > + < A*X,Y >)

£ 2% < X, A*Y >
ne peut pas avoir deux racines distinctes A, # Ag (car dans ce
cas X + A1Y = X + AQY =0, d'olt X =Y = 0). Il en résulte que
la forme gquadratique < X, A*¥X > est strictement positive ou

strictement négative sur ﬁB. Quitte & remplacer A par -A, sup-

posons~la strictement négative sur ﬁB.

Soilent alors A > O et X € ﬂB . On a alors X = A*A*X, et

le trinome (b') écrit avec Y = A*X, soit :

< X ¢ MAXE, AXK +AX > = (1 + A2) < X,4%X > + A (||XU% + ||a*x?)

n'a pas de racines distinctes. Comme < X, A¥X > < 0, il en ré-

gulte :

2 ]
X + Ja*XI° < - 2 < X, A%X >
c'est-a~-dire ||X + A*X”z < 0, et par suite :
(a) X+ A*X = 0

Ainsi tout X € by vérifie 1'équation (a). Inversement,



(a) entraine manifestement (b), de sorte que by coincide avec
1'ensemble des solutions de 1'équation (a). Par contre, si X'

vérifie (a'), on a aussi X' = A*¥A*X', soit X' € By, €T :
1X'12 = < X', A*X' > 5 O

d'ox X' = O. Ainsi (a') n'admet pas de solution non nulle. En-'
fin, A est anti-autoadjoint si et seulement si 8, = {O} , donc
si et seulement si aucune des deux équations (a) et (a') n'admet

de solution non nulle.

I1 reste & montrer que A engendre un demi-groupe lorsque
(a') n'a pas de solution non nulle. La forme quadratique
< X, A¥X > , nulle sur ﬁA et négative sur ﬁB est < 0 sur ﬁA* .
Soit alors A > 0. On a, pour tout X € ﬁA* :
(&) X - a*xl2 = A2 112 = 20 < X,a%X > + [a*x)? = a2 |2 + [laxx)°

Donc AX - A*X = O entraine X = 0, et l'espace image (AI - A)(H)

est dense. De 1l'inédgalité :

xy < IAx - Axl

1
A

qui s'obtient de la méme manidre que (c), on déduit ensuite que
cet espace image est fermé, donc colincide avec H, et que les con-

ditions du théoréme de Hille-Yosida sont remplies.

Soit alors S, le demi-groupe continu dont le générateur

est A. Pour X € 3A’ on a
d —
Tt < StX, S5;X> =2¢< A StX’ 5;X > = 0
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puisque A est antisymétrique (lemme 3), et 5, est une isométrie.

Par contre, le groupe adjoint Sz , dont le générateur est A, n'

*
est isométrique que si A = = A,

Corollaire : Soit A un opérateur dense et fermé. Pour que l'un

des opérateurs A ou —A soit le générateur d'un demi-groupe

d'isométries, il faut et il suffit que A soit antisymétrique-

Pour que ce demi-groupe se prolonge en un groupe continu 4'o-

pérateurs unitaires, il faut et il suffit que A soit anti-au-

toad joint.

Plagons-nous toujours dans le cas ou la forme quadratique

< X,A*X > est négative, et ol by = {X 2 X+ AXX = 0} « 81 X € by
*X (i f S*X A*S*X—' S* (T_ ) S*‘{ -

S, X vérifie 5.4 + JX=58 (X+ 4 X) = 0, donc X € by o Ia
relation

d oy L

I StX = A% StX = th
donne alors

* _.t = =5
5;X=e"" X (X € 5g)

Les éléments de ﬁB s'amortissent exponentiellement sous

*
ltaction du demi-groupe SJG . Plus généralement, désignons par

5. le sous-espace (fermé) constitué des X € By vérifiant

A

AKX + A¥X = 0

ce qui entraine S:X = ™M g,
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Lemme 7 - Pour A > 0, l'espace ﬁx des X € ﬁA* vérifiant AX + A¥X =

0 est homéomorphe & ﬂB-

Désignons par RX la résolvante du demi-groupe St' Tout
X € H admet la représentation X = (I-A)Y avec Y = R, Xe€ By et
cet Y & son tour se met sous la forme Y = RAZ pour Z = AY - AY .

On a ainsi les relations réciproques :
(a) X = (LéA)RKZ ,y 7 = (AI—A)R1X

De (a) résulte :

(NI+A*¥)X = (ANI+A%) (T+A%) R, % = (I+A*)(AI-2) R % = (I+A%)7Z

de sorte que X € B, équivaut & Z € By, et les relations (a)

définissent unerbijection de ﬁB sur ﬁk
Comme (I-a) = (AI-A) + (1-A)I, la relation (a) s'écrit

aussi ¢

(a') =2+ (1-0) R, Z

et cette bijection est continue, donc constitue un homéomorphis-

me de ﬁB sur ﬁx .

Lemme 8 - Soit H1 le sous vectoriel engendré par les BK’ A > 0. §1
et son orthogonal Ho = H#'sont stables par St et par S: . La

restriction Ao de A & HO est le générateur 4'un groupe continu

1 1
d'opérateurs unitaires S, , avec S, c S, pour t 2 0 et s; c s:

pour t < O.
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En effet, si X € B, S:X = e M x et chague 5, est stable
par S:, donc H_ est stable par §,. D'apres (a'), un élément
Y € H est dans Hj si et seulement si il est orthogonal & Z et a

sz pour tout Z € by et tout A > 0 différent de 1. MNais

<X RZ>=0 (A#1, A>0)

équiveut & < X, 8,2 > = O pour tout t > O. Ainsi H  est 1'ortho-
gonal de l'espace engendré par les St(ﬁB), t = 0. Cet espace é-
tant stable par St’ HO est stable par S:.

Sur Ho’ SJc et S: induisent donc deux demi-groupes transpo-
sés 1l'un de l'autre, dont les générateurs sont les restrictions
Ao et A: de A et A¥ 3 Ho' On a donc AO c -A:. Mais, par cons-—

¥*
truction, l'équation AX + A X = 0 (A > 0) n'a pas de solution
non nulle dans Ho» 11 résulte alors du lemme 6 que A  est anti-
s . *o * .
autoad joint et que 1l'on a SJGS,G = SJGSJG = I sur ﬂo.

Corollaire : Eo est l'orthogonal de l'espzce engendré par les

5, (Bg), £ =2 0.

Temme 9 — H_ est 1'intersection N S,.(H) des espaces images S,(H).
= "o t20 © E

D'apres le lemme 9, on a X = StszX pour X € Ho’ dtol HO c H; =

1
N St(H>' Inversement, soit X € H = N St(H)’ et montrons
=0 =20

X € HO. Remarquons d'abord que H;, stable par St’ l'est aussi
par Sz. En effet, SJG étant isométrique, on a S:St = I (}andis

* A
que Stst est le projecteur de St(Hj>. Si pour tout T > O on peut
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*
b~ = Y
trouver YT tel que X STYT, on a done StX S'r-'b - pour T = t,

* * ' . '
done 5. X € 5__ (H) et S, X € H . Soit alors X € H et Y € By o
De AY + A*Y = O résulte S:Y e Y, et :
‘*'( - -t "«*
< XY > =< Stbtl, Ys>=e™r < th,'Y >
donc < SZX, Y>= e M X,Y > et
T
AT
1 * - L 1 <5
T J/(< stx, Y>= i < XY >

D'apres le théoréme ergodique, le premier membre a une li-
mite finie pour T tendant vers 1l'infini, et celd entraline

< X,Y > = 0. Donc X est orthogonal & B, pour A > 0, et cela en-

A
|
traine X € Ho’ d'ol HO c HO et 1'égalité.

Lemme 10 - Eo coincide avec l'ensemble des X € H tels que :

*'. m** - 2
<8 X, 8 X>=[X° , t=0

1]
Désignons par Ho l'espace des X dont la norme est invarisn-
te par St‘ D'apres le lemme 8, S: induit une isométrie sur Ho’

. 1 . " *
d'ou Ho c HO. Inversement, soit X ¢ H0 « Comme Stst est le

*
t

< Stszx, X>= HXH2 entraine X € St(H)‘, pour tout t = 0, donec

projecteur de l'espace image St(H), la relation < S X, S:X > =

1]
X € Hj d'aprés le lemme 9, d'ol Ho c H, et 1'égalité.




