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NOTE GEOSTATISTIQUE N° 104

FONOTTONS_ALEATOIRES INTRINSEQUES REGULIFRES

Dans ce qui suilt, nous considérerons d'abord un espace
LZ(Q,d,P) muni d'un demi-groupe continu & un paramdtre d'opé-
rateurs S,, t 2 0 vérifiant NStH < 1. Nous examinerons ensuite
le cas d'un groupe continu & n paramdtres d'opérateurs unitaires

U, h € B,

h

On appelle fonction aléatoire intrinséque sur L2 et pour le
demi-groupe St une famille Zt’ t 2 0 d'é1léments de L2 vérifiant

la relation :
(1) Byygr = Sy Zyy + Iy (t, t' = 0)
d'oll résulte aussitdt :

(1) (84-1)2, = (SJG,-‘I)ZJG

A chague F.A.I. nous associerons son demi-~variogramme y(h)

défini par :

v(n) = 3 l12,? (n = 0)

Nous dirons qu'une F.A.I. est régulidre si son variogramme

est borné sur tout intervalle fini. TI1 faut et il suffit pour




celd que son variogramme soit borné sur 1'intervalle (0,1). En

effet, de (1) résulte

loy = Sy Zy + Zy (h = 0)
et, par application de 1l'inégalité de Schwarz :
(2) y(2h) < 4 y(h)
d'ol 1'on déduit

(21) sup ,  v(h) = 2°% gup v(h)
O<h<2 O<h<1

La dérive E Zt d'une F.A.T. Zt (E, projecteur de l'espace E(Lz)
des éléments X invariants par le demi-groupe St’ ou, ce qui re=-
vient au méme, vérifiant AX = 0, A désignant le générateur de St)

vérifie la relation fonctionnelle

(3) E Z =EZ +E %

t+t! t t!

comme il résulte aussitdt de (1). Si Z est résulisre, cette dé-
rive est bornéde en norme sur tout intervalle fini. Pour tout

X € 1%, la fonction £(t) = < E Z,,X > vérifie donc £(t+t') =
= f(t) + £(%') pour t,%%-2 O en restant bornée sur tout inter-
valle fini. Elle est donc de la forme t a avec une constante

a=<25%81%,,X> Par suite, la dérive elle-méme est :

1?

(3') E 2y = t E z1



Nous dirons que la F.A.I. Zt est continue si l'application
de m+ dans L2 définie par t - Zt est fortement continue. Il faut
et il suffit pour celd que son variogramme soit continu en h = O.

En effet, pour h et t > 0, on déduit de (1) Ty = 24 = Sch, d'ou

(4) N2, = 212 < 2 ()

En particulier, toute F.A.I. continue est uniformément conti-

nue.

LEMME {1 - Si y(h) est le demi-variogramme d'une F.A.I. régulidre

Zt’ on a l'indgalité :

v(h) s 40y, (= Sup y(n) , b=t
O<h<i

En effet, de 1'inégalité (2), on tire d'abord, pour h < 1

(a) y(2% n) = p2n y(h) < pen Yo

Soit alors x > 1, et n 1l'entier défini par

1 X

< =T 7

X
o

d'ol résulte 2% < 2x. L'indgalité (a) permet d'écrire :

y(x) = y( e Yo S 4 %%y,



Proposition 1 - Si ZJG est une F.A.I., réguliere, % Zt converge

fortement vers B 7, lorsque t tend vers l'infini., En parti-

1
culier, le demi~variogramme y(g) d'une F.A.I. réguliere et

gans dérive vérifie

lim .1_2 v(h) = 0
h =0 h

Comme la dérive d'une F,A.I. réguliére est nécessairement

de la forme E Zt =t E 2 il suffit de démontrer la derniére par-

17
tie de 1'énoncé : soit donc Zt une F.A,I. régulieére et sans dérive,

et montrons que % Zt converge fortement vers O.

a/ D'aprés le lemme, les % Zt sont bornées en norme. Soit

done tn une suite de réels > 0 tels que tn — o0 et que les % Zy
n n

admettent une limite faible Z, € L2. Pour t > 0, on a d'apres

(1) :

Pour n tendant vers 1l'infini, la deuxiéme expression converge
faiblement vers Zo et la troisieme vers Utzo 3 on a donc ZO =

= Utzo pour tout t = O, c'est-a-dire Z, = E Z,+ lais E Z, =0
par hypothése, et 1 zz converge vers E Z_ . Donc E Z_ =0
tn tn o] o} '

et ZO = 0. Ainsi, la suite % Zt converge faiblement vers 0, et
n n
il en résulte :

lim  +

Zt = 0 au sens faible
't—»OO

b/ liontrons que cette convergence a lieu aussi au sens fort.



Soit, en effet, h réel positif. Par récurrence, la relation (1)

donne :

Zh = UO Zh + Zo

Z(n+1)h = Uﬁh Gy + Zon

d'ol aussi :

n

2 U 7

7 =
(m+)h = 2 “kn

Le théoréme ergodique, appliqué & 1'opérateur Uh’ montre
alors que la suite %h Znh converge fortement, pour n infini, vers
un élément X invariant par Uh’ Mais, d'apres la premiére partie
de la démonstration, cette suite converge faiblement vers 0. Donc

X=0et :

(a) lim ﬁﬂ Znh = 0 au sens fort.

Montrons maintenant que % Zt converge fortement vers O pour

t - o0, et pour cela que %L-Hzt llconverge vers 0 quelle que soit .
n

la suite tn convergeant vers o, En effet, soit kn l'entier tel
que k, - 1 <t <k, et posons o, = tn/kh' La sulte a, converge
vers 1, et Ikhftn] < 1 entraine d'aprés 1'indgalité (4) :

| Hanﬂv— ”Ztn” | = ”an ~ Ztn” s V2 v,

(évec Yo = §u$ y(h)). On en déduit :
<



k)
1 Yo Y( e
—5 (%) = 5 * 7, 2
1 n an i4R

Mais %n Zk converge fortement vers 0, d'aprés (a), et oy, tend
n

vers 1, de sorte que le second membre de cette indgalité tend vers

O. TI1 en résulte bilen —15 Y(tn) - 0, ce qui acheéve la démonstra-

. n
tion.

Proposition 2 - Pour qu'une F.A.I. ZJc soit de la forme StXéX pour

un X € L2, il faut et il suffit que Zt soit continue et sans

dérive, et que son variogramme y(h) soit borné.

Ces conditions sont évidemment nécessaires, car Zt = StX—X

entraine la continuité de Zt’ la relation E Zt =0 et la majoration
1z,1% = 2 (Jx1% = < 85,%,% > ) = 4 %)

Inversement, supposons ces conditions remplies. Comme Zt est con-

T

On en tire, d'aprés (1') :

tinue, posons

T
1 ,
" Td/fSTﬁrdT

It
3N

T T
I - =4 5 -
StXT - XT = T “é[(st I) ZT dt = TJé/(bT I)Zt dv

Comme 2, est sans dérive, le théoréme ergodigque donne

LX)

(a) im (StXT-XT) = 2y (au sens fort)

T—oOO



Mais 1les ZJG sont bornés en norme, donc aussi les XT. On peut

donc trouver une suite Tn tendant vers 1l'infini telle que les Xn
n

convergent faiblement vers une limite Xb. Les StXén-Xﬁn conver—

gent alors faiblement vers 5.X,~X,» et la relation (a) donne :

Corollaire : Pour que 1l'équation AX = ¥ (A générateur de S,, ¥
2

dommé dans L2) ait une solution X € 1° il faut et il suffit que

t
le variogramme de la F.A.I. ZJG = U/f STY dt reste borné.
0

. N ’ ’ . . n
Passons maintenant & 1'étude des F.A.I. définies sur R .
L'espace 12 est muni d'un groupe continu & n parametres d'opéra-

teurs unitaires Uy, h € R", dont le générateur est A = (Ayshyyeeeh).
2

Une F.A.I. est alors une famille %, h € R™ 4'éléments de IS vé-
rifiant

. n
(5) Bt = Uy G0 * % 5 (B €R)

d'ol aussi :
(5') (Uh—:[:)th = (Uh'-I)Zh

La F.A.I. Zh est réguliere si son variogramme est borné sur
tout compact. L'inégalité (2') subsiste, ainsi que le lemme 1.

Si donc on pose 3

Y, = Sup  y(h)
© |h|=1



on a aussi

(@) =4 [n|®y, (o] =21

D'apres la proposition 1, si 7, est une F.A.I. réguliere

et sans dérive, on a pour toute direction a :

1lim 12 y(ar) = O

T - 0 r
ou, si l'on préfére, % Zar converge fortement vers 0. Par contre,
on n'a pas obligatoirement

. 1
lim - y(h) =0
B = [n]?

sauf, comme nous le verrons, si la F.A.I., est continue. Nous dé-
signerons par ¥ l'ensemble des F.A.I. réguliéres, et par L2 c &
1'ensemble des F.A.I. continues., DPour toute F.A.I. Zh € ¥ de va~-

riogramme y(h), posons :

1zI2 =  sup  y(h)
In|<1

iontrons que |l || est une norme sur F¥. D'apres le lemme 1, on a

pour toute F.A.I. de variogramme y(h) 3
v(n) = |zl v 4 [n?] |z

et Iz || = O entraine Z, = O. Soient Z1(h) et Z2(h) deux éléments

de ¥, Yy et Yo leurs demi-variogrammes. L'inégalité de Schwarz

dans L2.donne :



Lz, + 2,2 s (Vy, @) + Vy,(w)?

On en ddéduit Z1 + 22 € 5 (qui est donc un espace vectoriel), et

1'inégalité triangulaire

"21 + Zz" s UZ1H + HZZH‘

gui montre que || || est une norme sur F.

Proposition 3 - L'espace vectoriel ¥ des F.A.I. régulidres muni

est un espace de Banach.

de la norme

liontrons que l'espace normé ¥ est complet. Soit Zn une suite

de Cauchy dans F. Pour chaque h € R%, Zn(h) est une suite de Cauchy

dans L2, donc admet une limite Z(h) € L2

qui, en tant que fonction
de h, vérifie encore les relations (1). 2(h) est donc une F.A.T.
Ensuite, de :

. _ | =
i?i I§u§1 1z, (h) - 2 (h)]l =0

on tire

lim Sup 1z () = Z(w)l| = O
n - |h|st i |
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et 1'indgalité entre normes dans L2, 4 h et n fixés

Izl < 12, (h) - Z(0)| + 1z, (B)]

permet d'en déduire que la F.A.I. Z(h) est réguliere, donc que ¥

est complet.

Corollaire : L'espace L2 des F.A.I. continues est fermé dans F et

constitue un espace de Banach.

~
En effet, si une suite Zn dans L2 converge vers Z € &, et si
Y, st le variogramme de Z , les fonctions continues yn(h) conver-
gent vers le variogramme y(h) de Z au sens de la convergence com=-

pacte, et y(h) est donc continu.

Proposition 4 - L'ensemble des F.A.I. dérivables est dense dans

~s

1°.
2
_lx
PR 1 2% .y
Désignons par o, (x) = —573 e les densités gaus-
E N(Znt)n 2

siennes, et, pour tout Z € L2, considérons les régularisées

z,(h) =L//;t(x) U, Z(h) dx

o~

qul sont des éléments de L2. Pour chague h € mﬁ, Zt(h) converge

fortement vers Z(h) lorsque t — 0. D'aprés les relations (1'), on

a :

z,(h) - Z(h) =9//;t(x) (U -I) z(h) dx =

=ﬁt(x) (U,-I) 2 dx
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D'olt ¢
12,(n) - 2(8)]| < 2 nﬁt(m 7, ax | < 2/%(;:) 12 Jlax
Mais, d'aprés le lemme 1, on a l'inégalité :

lzl = 2|x| ISup Iz, pour x| > a

a h|=<a

d'olu .
/(Pt(x)lllel dx < |§1ll£a Iz, [ésa@t(x)dx +42a 3-%1 mt(x)dx]
T
AR

”Zh" étant continu en h = 0, on en déduit que J/;t(x)ﬂzxﬂdx tend
vers O avec t, donc que Hzt(h) - z(h)|l converge vers O uniformé-

~

ment en h : ainsi Z(h) est limite dans I° de ses régularisées Zt(h).

D'aprés la relation (1), UXZ(h) = Z(x+h) - Z(x), et par suite

on a aussi :

z2,(h) =/[cpt(x—h) - 94(x)] 2(x) ax

et sous cette forme on virifie que les Zt(h) sont faiblement dé-
rivables en h, donc aussi fortement, ce qui achéeve d'établir la

proposition,

gsentation de la forme U, X-X pour un X € L2 est dense dans l'es-

h
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~

pace Lg des F.A.I. continues sans dérive.

En effet, on déduit d'abord de la proposition que les F.A.T.

~e

dérivables et sans dérive sont denses danms Lg . Ces P,A.I., déri-

vables et sans dérive sont caractérisdes par leurs gradients

G ¢ Ea . Mais la relation

_ i
Zh—-/evUnGidn

ol C est un chemin joignant O & h permet de voir que la convergen-

ce dans ﬁé d'une suite de gradients entralne la convergence dans

1° des F.A.I. qui leur sont associées. Or 1l'espace Hy des gra-

dients au sens strict ( G, = A, X pour un X € ﬁA) est dense dans

ﬁa pour la convergence de LZ, et par suite les F.A.I. de la forme
T2
o

UhX-X sont denses dans L




