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ABSTRACT

In order to study objects forming a sub-set "A" of the eucli-
dean space, mathematical morphology uses struﬂ+vrino figures "B",
. and notes the frequency of the realization of events such as "B
intersects A", "B is included into A", etec... Thus, a probabilis-
tic formaljsm which facilitates interpretation is associated with
these experimental techniques. 1If we consider solely the case
when A is a closed sub-set, we obtain a random closed set theory,
closely connected to inte ”ral geometry. After a gencral introduction
to these ildeas, a few simple struct buring figures are reviewed., To
the figure "B", made up of two points, 1s associated the covariance
of the random set "A"%, wherefrom are deduced parameters such as spe-
cific surface, range, star, etc... If B is a line segment, we ob-
tain linear sige distribution. With four points, numbering can e
done, and with two parallel line segments, we can study curvature
distribution. At last, we explain in a more detailed fashion the
mathematical notion of size distribution.
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LA THEORIE DBS ENSEIBLES ALEATOIRES, ET SES

APPLICATIONS EN STEREOLOGIE

Par

G. MATHERON

O - INTRODUCTION

Par morphologie, nous entendrons ici 1'étude et la caractéri-
sation objective des formes gul se présentent & 1'observation. Il
ne s'agit donc pas de¢ reconnaissance des formes, Pour reconnaitre
une forme, en effet, & travers un bruit de fond qui la masque en
partie, il faut déja la connaltre, c'est-a-dire en fait lui attri-
buer une signification., En morphologie, au contraire, aucune si-~
gnification n'est présupposdée %oe qui serait d'ailleurs incompati-
‘ble avec le point de vue probabiliste gqui sera le ndtre).

A point de départ de la morphologie devrait prendre place une
réflexion sur la notion mérme de forme, ou de sructure. En général,
on définit la structure d'un objet comme 1l'ensemble des relations
existant entre les éléments ou les parties de cet objet. Four dé-
terminer expérimentalement cette structure, on doit donc essayer
1'une apres ltautre un certain nombre de relations possibles, et,
pour chacune d'elles, examiner si elle est vérifiée ou non. Mais
1timage que 1l'on va ainsi se construire dépendra au plus haut point
du choix que 1l'on aura fait du systeéme des relations considérées
comme "possibles". Ce choix a priori joue donc un rdle constitutif
et prédétermine la plus ou moins grande richesse de la notion de
structure a laguelle cn aboutira.

I1 en est déjad ainsi dans le cas de la perception naturelle,
a cecl prés que ce choix n'y est pas volontaire et que les proces-—
sus correspondants échappent & la conscierce, La perception, en
effet, ne fonctionne nullement a la maniére d'un miroir fidele et
passif. On montre en psychoclogie expérimentale qu'elle utilise
spontanément des schénes constitutifs, riches et complexes, 1iés &
un monde de significations implicites. Celd explique 1'étonnante
puissance de syntheése de 1'appareil perceptif que nous avons recu
en héritage biologique — msis aussi le fait que les produits gue
cet appareil élabore se révelent particulierement difficiles a
analyser et a formaliser.



De 14 1'idée dc doubler cet aprareil perceptif naturel, et de
dcnner & 1'homme un appareil percepltif artificiel qui jouerait vis-
a-vis de 1l'autre le méme rdle gqu'un ordinateur vis-az-vis de 1'intel-
ligence : le rdle d'un esclave mécanigue capable d'effectuer avec
rigueur et rapidité un tres grand nombre d'opérations élémenteires
entiérement analysables. Aux schemes constitutifs riches et ambigus
de la perception naturelle, nous exn substituerons d'autres beaucoup
plus simples mals dépourvus d'ambiguité. Ce seront des figures struc-
turantes que nous enverrons dans le milieu a édtudier, a la maniere
de sondes chargées de ramener une information limitée mals précise,

1 = LES FIGURES IHFORMANTES

Plagons-nous dans le cas simple d'un milieu & deux composantes
seulement, La premiere composante constitue un ensemble A de points
de 1l'espace, la seconde 1'ensemble I complémentaire de A, Par exemn-~
ple, dans le cas d'un milieu poreux, A sera la réunion des greins
et A° celle des pores. Désignons maintenant par B une figure struc-
turante, choisie pear nous dans wne certsine famille 63 que nous pré-
ciserons ultérieurement. Les relations les plus simples que nous
pulssions envisager pour structurer A sont de la forme B c A (B est
inclus dans A) ou BN A % @ (B rencontre A). lizis nous devrons aussi

’
Y (2 —
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nous intéresser & celles gue l1l'on peut former en appliquant les op
rations logiques "et", "ou", "non" & des relations simples du type
précédent. Nous obtenons ainsi une famille o de relations possibles
et nous considéreroné la structure du milieu A comme parfaitement
conmue si, pour chague relation R efﬁ; nous sommes capables de dire

si R est vérifide ou non par le milieu A.

Cette définition est satisfaisarnte du point de vue formel. kiais
elle n'est pas réellement opératoire, car 11 y a trop de relations R
possibles pour gqu'il soit possible de les examiner une & une. Le
pourrait-on, d4'ailleurs, on ne saurait sans doute que Ffaire d'une
information aussi abondante, Il est donc nécessailre de condenser
cette information, de la soumettre & un traitement statistique.

Cn ne g'intéressera plus au fait que tel ou tel point x particulier



se trouve dans legs pores, ni au fait que telle ou telle boule B
rencontre ou non les grains, car ces renseignements particuliers
serajent & peu prés dépourvus d'intérét par eux-mémes. In réalité,
on s'intéressera seulement a la probabilité pour que ces événenerts
soient réalisés - ou encore (ce qui revient au méme moyemnant une
hypothéée de stationnarité) la fréquence de leur réalisation dans

(
3
le milieu que 1l'on étudie. ([6])

On voit le changement de point de vue. L'ensemble A n'est plus
considéré nmaintenant gue comme une réalisation d'un ensemble alésa-
toire. En tant que tel, il est défini =i 1'on connalt pour chague
relation R possible la probabilité P(R) pour que cette relation
soit vérifide, Ce passage eu point de vue probvabiliste a la signi-
fication d'un changement d'échelle, faisant passer d'un niveau mi-
~croscopique ou granulométrique, ou les relations R ont un sens in-—
dividuel, & un niveau macroscopique ou le milieu apparalt comse
homogénéisé et simplifié. A ce niveau macroscopique, les prcbabili-

tés P(R) acquierent la signification de concepts physico-géomdtrigues
précis (déterministes, et non plus probabilistes). Donnons quelques
exemples en passant en revue guelques figures structurantes simples

(en nous plagant dans le cas statiomnaire) ([2], etc...)

~ La figure la plus simple possible est celle gui est constitude

d'un point x unigue. Il lul correspond la porosité du milieu, ou

probabilité pour que le point x appartienne aux pores.

~ A la figure constitude de deux points correspond, de méme, la
fonction covariance C(h) déja porteuse d'une riche information’
structurale. La comportement de la covariance au voisinage de 1l'ori-

gine est 1ié a la surface spécifique o du milieu., Des formules clas—

siques en stéréologic permettent en effet de caleuler ¢ & partir
des dérivées directiommelles de C(h) prises en h = 0. En intégrant,
au contraire, la covariance C(h), on obtient la notion importante
de portée gui fixe les dimensions des structurcs hypergranulométri-
ques du milieu, ILa covariance, enfin, en tant qu'elle pérmet le cal-
cul de variances d'estimation, joue un ro6le décisif dans les pro-
blémes d'échantillornnage. '



Voici encore d'autres exemples : avec guatre points ftres proches
les uns des autres, on peut dénowmbrer les composantes connexes du

pilieu (ou, plus exactement, déterminer la caractéristigque d'Fuler-

Poincaré). Avec un segment de droite, on obtient les grenulométrics

lindzires bien connues et les paramdtres qui s'en déduisent (les
étoiles, qui domnent les dimensions moyennes des pores aussi bien
que des grains). Plus généralement, avec des figures B convexes

(B peut &tre une boule, un cercle, un hexagone etc...) on obtient
des granulométries pluridimensionnelles sur lesgquelles nous revien—
drons dans le dernier paragraphe. Avec deux segments de droite

paralleles treés voisins, enfin, & deux dimensions, on obtient la

répartition des rayons de courbure des grains et des pores.

Les probabilités P(R), et les caractéristiques physico-géomé-
triques qui leur sont liédes, peuvent 8tre détermindes expérimentale-
ment, et méme avec une assecz grande facilité, grfce azux technigques
fondées sur 1l'analyseur de textures [14], [5] ... Nous n'aborderons
pas ce point, mals nous examinerons plutdt le statut mathématigue
précis qu'il convient de donner au concept d'ensemble aléatoire
que nous venons de présenter d'une maeniére intuitive, I1 est impé-
ratif, en effet, de vérifier la colidité des outils mathématiques
gue 1l'on utilise. De plus, cet examen nous conduira & un rapproche—
ment instructif avec la géométrie intégrale dont on comalt 1'im-
portance pour la stéréologie. Nous terminerons par un exemple,
en étudiant de maniére plus détaillée la notion générale de granu-

lométrie,

2 — ENSEMBLES ALEATCIRES ET GEOMETRIE INTEGRALD

La notion mathématique d'ensemble est probablement trop riche
pour les réalités expérimentales auxquelles nous ;voulons l'appliquer.
Nous ewons introduit ci-dessus 1l'ensemble A constitué des points

appartenant aux grains d'un milieu poreux. Iiais A doit-il &tre



considéré comme un ensemble topologiquement ouvert ou fermé, ou
comme umn ensemble plus compliqué, autrement dit un point de la fron-
tidre de A appartient-il aux grains ou aux pores ? Il n'est pas pos-
sible de donner une réponse expérimentale a cette guestion, car en
fait la notion de point appartenant & la frontiere des grains ne
correspond & sucune réalité physigue. Pour l'expérimentateur, i1l
n'existe pas de points, mais tout au plus des plages de dimensions
petites, mais jamsis nulles, dont les contours restent flous. En
premidére spproximation, nous pouvons transposer en termes mathéme-
tigues cette limitation expérimentale en imposant a nos figures
structurantes B d'étre des ensembles ouverts. Mais si B est ouvert,
B est inclus dans A si et seulement si B est inclus dans 1l'intérieur
de A, et de mfme B rencontre A si et seulement si B rencontre l'a-
dhérence de A :

Be Ao Bce A ; BAAZLGe BABL®D

Adnsi la logicue de 1'inclusion, fondée sur les relations du type
& 4 b o

B « A ne concerne pas l'ensemble A lui-m@me, mails son intérieur A

rae

de méme la logicue de 1'intersection se rapporte en réalité a 1'

adhérence A . Si 1'on utilise simultenément ces deux logiques com-
plémentaires (ce qui est presque toujours le cas dans les applica-
tions), on voit que deux ensembles A et A' sont indiscernables

1'un de 1'autre et doivent &tre considérés comme représentant une
réalité physique unique dés gqu'ils ont méme intérieur et méme adhé-
rence, Dagns ce qui suit, nous nous limiterons pour abréger a la
seule logime de 1'intersection, et nous substituerons donc a la
notion trop générale d'ensemble aldatoire celle d'ensemble fermé
aléatoire [7] .

-

2—1 — Définition d'un fermé aldfatoire.

s _ . ,
Désignons par JF, G et JO les familles constitudes par
les engembles respectivement fermés, ouverts et compacts dans 1l'es-—

pace euclidien kB & N dimensions (dans les applications, N = 1, 2

N
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ou 3). 91 B est un enscmble gquelcongue dans EN (une figure structu-

rante), on désignera par V., la famille des fermés qui rencontrent

B
B . . -
B, et par V7 son complémentaire, soit :

VB_—_{A:Ae:},AﬂB%Qb};VB:{AGaAHB=¢}

La logique de l'intersection est liéde aux VB’ avec la restriction

B € ¢ puisqu'au départ nous nous limitons & des ensembles structu—
rants ouverts, Pour définir la notion de fermé alégtoire, nous de-=
“vons d'abord introduire une c—-algebre sur F. Le plus simple est d'u-
tiliser la o—algébre o) engendrée par les VB’ B € g. Par défini-
tion, les évinements "A rencontre B", B étant un ensemble ouvert,

et tous ceux gque 1l'on peut en déduire en appliguant une infinité
dénombrable de fois les opérations logigues et, ou et non, sont des
éveénements mesurables pour o(¢*). Il reste ensulte & munir 1'espace
probabilisable (&, d(&ﬁ) d'une probabilité P pour obtenir la défini-
tion mathématique précise d'un fermé aléatoire A. A tout événement

V de cette g-algibre est associde la relation possible A e V et la
probabilité P(V) = P(A ¢ V) pour que cette relation soit vérifide.
Inversement, tant gqu'on se limite a la logique de 1l'intersection,
les seules relations R possibles sont de cettc forme, donc sont pro-
babilisables,

q

I1 reste a montrer gqu'il est effectivement possible de construi-
re des probabilités sur une c-algébre aussi riche.

On le voit en
s'appuyant sur certaines propriétés de compacité, et c'est ici gue
notre théme probabiliste commence a s'infléchir en direction de la
géomdtrie intégrale. Notre o-algeébre est assez riche pour contenir
les Vk'pour K compact (évenement : "A est disjoint du compact X").
Inversement, d'ailleurs, la g—-algebre engendrée par les VK, K €JO
est identigque & o(®) elle-mére. Mais il se trouve que les VK, K €46
et 1es'VG,

pace ¥ présente de bonnes propriétés. En particulier, ¥ est un es-

G € ¢ engendrent aussi une topologie pour lagueslle 1l'es—

pace compact. Ainsi o(¢f) est la tribu borélienne assoccide a un es-—

ace compact, et cette circonstance permet de comprendre cgu'il soit
) p 4
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possible de consbtruire effectivement des probabilités sur o).
De méue, on peut définir sur 1l'espace JO des compacts la topoWogi
_ b _
, F e F et les VG’
localement compacte, et colncide d'ailleurs avec la topologie mé—

(f

engendrée par les V G € g. Cette topologie ¢
trigue classique en géométrie intégrale. La tribu boréliemmne gui
lui est associéde condult &4 1la notion de compact aldatoire (moins
intéressante toutefols dans les applications que celle de fermé
aldatoire, car un compact aléatoire ne peut évidemment pas Etre
stationnaire) ([7], [10], [11]).

0-0 — L fonctionnelle. T(K).

On sait que la loi de probablllte d'une varieble aléstoirs
ordinaire est entiérement définie par ls donnde de la fornction ds ré-
partition gqui lul est associée. Il existe une notion analogue pour
les fermés aléatoires. Si A est un fermé aléatoire et P la probzbi-

1ité sur o(0?) qui luil est associée, posons pour tout compact K € JG:

T(K) = P(Vy) = P(ANK# @)

La fonctionnelle T ainsi définie sur JO donne la probabilité pour
gue l'ensemble aléatoire A rencontre un compact K. I1 est facile de
vérifier, inversement, gu'lil suffit de connaitre la foncitiomnesllis 7T
pour pouvoir reconstituer la probabilité P sur o(), c'lest-a-dire
la loi de 1l'ensemble aléatoire, de sorte que cette fonctiomnelle

joue bien vis-a~vis de A le rdle de la fonction de répartition 4

(]

variable aléatoire [10].

On connalt ltimportance, en géomdtrie intégrale, des fonctiown-
nelles définies sur 1'espace JO des compacts [3]. I1 est donc in-
téressant de domner les conditions nécessaires et suffisantes que
doit vérifier une fonctionnelle T sur JO pour &tre la fonctiomnelie

associée a un fermé aléatoire. Il est clair d'abord que 1'on doit

£

avoir T(¢) = 0, puisgu'avcun fermé ne rencontre l'ensemble vide, et



(%) = 1 pour tout K € JO., En second lieu, si Kn est une suite dé-
croissante de compacts et K = N Kn son intersection, on vérifie ;us
e

les VK constituent une suite ddécroissante de sous—ensembles de 3
n

doat 1'intersection est VK’ et ‘par suite la suite T(Kn) doit convsrzer
vers T(X) (continuité monotone séquentielle). On peut démontrer sus
cette propriété est dquivalente & la semi-continuité supérieure d=

la fonctiommelle T (pour la métrigue de Hausdorff). En troisiéme
1’K2’°“
soit disjoint du compact KO nais rencontre les compacts K1,K2,;..a_.

o~
!

lieuw, désignons par Sﬁ(Ko;K Kn) la probabilité pour gue A

Ces fonctions se déduisent les unes des autres par récurrence seloxn
les relations 3

~

o SN g 4
5, (K 5%,) = X, UKD + T(K,)

(1) <

oo K ) :‘Sn_1(KO;K1,...Kn_1) = S (Ko U X 5% 00 5y

4 « 17
SE(YLO,IX
\ .

1

I1 est clair que ces fonctions doivent &tre positives ou nulles pour

tout entier n et tout choix des compacts Ko’K1""Kn'

Telles sont les trois conditions nécessaires que doit vérifi:zr
la fonctionnelle T. On résume les deux plus importantes de ces ccr—

ditions (continuité monotone séguentielle et positivité des fonctions

Sn) en disant que T doit &tre une capacité de Choquet alterndée d'cr-

dre infini., Il se trouve que ces conditions nécessaires sont égzls-

ment suffisantes, ce que nous énoncerons sous forme de théoreme :

Théordme de Choguet.— Soit T une fonctionmnelle définie sur JO. Four

gu'il existe un fermé aldatoire A, nécessalirement unique, vérifiant
T(K) = P(AN K # @) pour tout compact K, il faut et il suffit que

9

501t une capacité de Choquet alternée d'ordre infini, nulle en ¢ =%

(=]

majorée par 1.

Ce théoréme a été établi par Choquet en 1953, [1], dans un ceon—
texte d'aillcurs étranger a la géométric intégrale, Il a pouvr nous
le grand intérét de délimiter, parmi les fonctionnelles définies



sur SO ,la clause de celles gul admettent une interprétation proba-
biliste, et de jeter ainsi un pont entre la géométrie intégrale et
la théorie des ensembles aldatoires. Beaucoup de propriétés inté-

ressantes en gédométrie intégrale admettent ainsl une interprétation

probabiliste, et inversement. Donnons quelques exemples. [11].

En premier lieu, considérons le cas ol la fonctionnelle T pos-
sede la propriété d'additivité forte sur la classe des compacts con—

vexes [3], c'est-&-dire vérifie :
(2) T(KU K') + (KN K'") = T(X) + T(X")

pourvu gue K, K!' et leur réurntion K U K' soient compacts et convexzes.
Les fonctiomnelles de Hinkowski, par exemple, vérifient cette pro-
priété. Si de plus T vérific les cotditioms du théoréme de Choquet,
on montre [11],que 1'ensenmble aléatoire A qui lui est associé est
(presque sfrement) convexe, et inversement. Ainsi, une propriété
simple du fermé aléztoire A (la convexité presgue slre) se laisse

identifier & une propriété de la fonctionnelle T (additivité forte

sur la classe des compacts convexes) classique en géométrie inté-
grale,

2-% ~ Termés indéfiniment divisibles pour la réunion,

Nous dirons qu'un fermé aléatolre A est indéfiniment di-
visible pour la réunion si, pour tout entier n, on peut trouver un
ensemble aléatoire A' tel gque A soit éguivalent & la réunion
A; U Aé U ... U A; de n fermés aléatoires indépendants éguivalents
a A'. Pour exprimer cette propriété, il est commode d'introduire la
fonctionnelle § : ‘

Q(K) = 1 - 2(K) = B(ANK = 9)

gui donne la probabilité pour que A soit disjoint du compact K.



'

!
Si 1'on pose de méme Q (X) = P(A' N K = @), A sera inddfiniment

e - . . N
divisible si et seulement si Q = Q1

, donc si, pour tout n, 1 -
- (;21/n vérifie les conditions du théoreme de Choguet.

Pour obtenir un énoncé intéressant, on doit se limiter au cas
ol A n'admet pas de point fixe (clest-a~dire de point x tel gque
P(x € A) = 1). Dans ces conditions, on démontre [11] le théoreme

suivant :

Pour gutune fonctionznelle T sur O soit associde & un fermé
aléatoire indéfiniment divisible et sans point fixe, 11 faut et il
suffit qu'il existe une capacité de Choguet ¢ alterndée d'ordre infini
et nulle en @ telle que 1'on‘a}t pour tout compact K :

Q(K) = 1 - T(K) = exp {~ o(K)}

Cette fois, la limitation ¢ = 1 a disparu, et 1l'on obtient une
classe plus vaste de fonctionnelles,

Par exemple, les varidétds lindéaires poissoniennes de R.E. Miles

[12], [13], [10], (droites poissoniennes dans le plan, droites ou
plans pdissoniens dans 1l'espace & 3 dimensions, etc...) sont des
fermés aldatoires indédfiniment divisibles définis par des fonction—
nelles ¢ dont les restrictions aux compacts convexes s'identifient

-(dans le cas isotrope) aux célébres fonctiommelles de iinkowski.

Ies schémas booldens, [6], [10], constituent un exemple plus

général. L'idée qui préside & la construction de ces schémas cor—

siste & meubler l'espace & l'aide d'ensembles aldatoires (ou grains
primaires) implantés au hasard inddépendamment les uns des autres et
possédant les ménes caractéristiques probabilistes & une translation
pres, et & prendre la réunion ensembliste de ces grains primaires.
On obtient ainsi un fermé aléatoire dont la fonctionnelle ¢ est de
la forme :

o(8) = o B(A(4' ® k) (K eb0)



6 désigne la densité des germes poissoniens des grains primeires,
E 1'espérance mathématique, A la mesure de Lebesgue, A' le grain
primaire Supposé germé & l'origine, ® l'addition de Minkowski, et
ﬁ le transposé du compact K; c'est—-a-dirs son symétrigue par mpport

a l'origine.

2—4 — T propriété semi-markovienne,

La propriété semi-markovienne [6], [10] va nous conduire
a une autre interprétation des fonctiomnelles fortement additives
de la géométrie intégrale. .Convenons de dire gu'un compact C sépare
deux compacts K et K' si tout‘éegment de droite (x,x') joignant un
point x € K et un point x' € K' rencontre le compact C. DNous dirons
alors qu'un fermé aléatoire A est semi-markovien si, conditionnelie-—
ment pour C N A = @, les fermés aléatoires AN Ket AN K sont in-
dépendants deés que C sépare K et K'. (Il revient au méme de dirs gque
les évenements dont la définition ne fait intervenir que des sous-
ensembles de K et K' respectivement sont conditiommellement indépen-
dants lorsque C est disjoint de A).

On montre, [10],que A est semi-markovien si et seulement si la
fonctionnelle Q = 1 -~ T vérifie la relation :

XU XK' U C) Q(c) = (X U ¢) (X U ¢)

d&s gue C sépare K et K'. En particulier si K et XK' (sans &tre d'ail-
leurs nécessairement convexes eux-mémes) ont une rdéunion convexe,
Ttinterseé¢tion X N K' sépare K et K', comme on le vérifie facilement,
et par suite la vropriété markoviemme entralne :

QKU X'") QXN K') = qQ(x) (k")

Autrement dit, la fonctionnelle ¢ = — log Q vérifie la propriété

d'additivité forte. On peut montrer gue la réciprogue est vraile
I q proq ’



211 moins dans le cas ou A est indéfiniment divisible, Autrement
ait, [11], =

Pour gu'un fermé aléatoire A indéfiniment divisible soit semi-

parkovien, il faut et il suffit que la fonctiomnelle ¢(K)

= - log P(AN K= @) soit fortement additive sur l'ensembvle des

compacts cornvexes.,

Ia classe corrcspondante de fonctiommelles ¢ (capacités de
Choguet alterndes d'ordre infini, nulle en @ et fortement additive
sur les convexes) présente sans doute un grand intérét pour la géo-
métrie intégrale., FEn particulier, si 1'on suppose de plus ¢ inva-
riante pour le groupe des dép%a@ements (ctest—t~dire A stationnaire
et isotrope), on déduit facilément de Hadwiger, [3], th. V, p. 222,

que ¢(K) pour X compact convexe est de la forme :

- N
(1) = = py W (K)

i=0 L

es B, désignant des coefficients = 0 et W.(K) la fonctiommelle de
e i

leKOWSKL d'indice 1.

En particulier, si 1l'on prend pour XK un segment de droite de
. -8 h
longueur h, on trouve &(X) = g h, soit B(ANK=¢) = € PO 11
V d Id : ’ . 3 C v
en résulte que les traversées lindaires des pores A~ (comptées en

nombre) obéissent a4 une lol exponentielle. Cette propriété est

vrale pour tous les fermés semi-markoviens, mais elle n'est pas ca-

ractéristigue.(il y a des contre-exemples).

Tes schémas booldens & grains primaires convexes constituent

un exemple géndral d'ensembles aléatoires semi~markoviens [6], [10]
et {11]. On peut méme montrer que tout fermd aldatoire inddfiniment
divisible et semi-markovien (en particulier, donc, les variétés 1li-
néaires poissoniennes) peut &tre obtenu comme limite de schémas
beooléens & grains primaires convexes. (J'ignore s'il exists des en-—
sembles semi-markoviens qui ne soient pas indéfiniment divisibles).

On peut voir sur la figure 1 une réalisation d'un schéma booléen
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dans lequel les grains primaires sont des cercles de rayon docnné,

Apreés avoir indiqué par ces quelgues exeuples les rapports
étroits quil semblent exister entre la géométrie intégrale et la
théorie des fermés aléatoires, donnons une étude un tout petit
peu plus détaillée de la notion de granulométrie,

3 - LA NOTION DE GRANULOMETRIE

Pour qu'il soit possible, au sens usuel, de définir la granu-~
lométrie d'un matériau naturel ou artificiel, deux conditions sont
reguises : '

a/ le matériau doit é&tre constitué de grains individualisables.

b/ il doit &tre possible de classer ces grains en fonction d'un
paramétre unique.,



Dans la pratigue industrielile, ou en laboratoire, ces conditions
sont imposées au matériau par les opdérations technigues mémes aux—
quelles on le soumet. Ies grains sont libérds et individualisds
(donc définis en tant gque grains) par une suite d'opérations déter-
minées (concassage, broyage...) et séparés en classes par une autre
suite d'opérations (par cxemple des tamisages). Le résultat - la
courbe granulométrigue - permet de comparcr entre eux des matériaux
différents & condition de les traiter de maniere strictement iden-
tigque. Yais cette courbe dépendra en général des conditions opéra-
toires choisies et, en dehors deé cas particuliers tres simples
comme celul de grains sphériques, ne se laissera pas relier de ma-
niere évidente & des caractéristiques géométriques précises des grains.
D'autre part, la notion de granulométrie ne se limite pas aux maté-
riaux préparés. Dans 1'étude des milieux poreux, par exemple, ce
sont plutdt des granulométries in situ que 1'on cherche a déterminer.
Mais, dans un milieu non préparé, la notion de grain individuel peut
devenir tres floue et cesser d'é&tre utilisable. D'sutre part, les
propriétés hydrodynamiques, par exemple, de ces milieux sont liédes
plutdt aux dimensions des pores gu'a celles des grains. I1 convient
donc d'introduire une conception plus large de la granulométrie,
capeble de décrire la gdométric complexe d'un milieu a deux conpo-
santes sans se référer & des grains individualisés, applicable par

censéquent aux pores aussi bien qu'aux grains,[6].

Tes granulométrics linéaires nous fournissent un premier exem-
ple de granulométrie associde & un concept géométrique clair et in-
dépendante de 1'existence de graihs individualisables. Que de tels
grains existent ou non, rien ne nous empéche, en effet, de faire
la statistique des longueurs traversées dans la composante A (les

. . , . c
grains) qussil bien que dans son complémentaire A~ (les pores).

3=1 — les agxiomes des granulométries.

Dans la pratique usuelle, on se donne des tamis dont les

mgilles sont caractérisédes par un paramétre A > O (1ié aux dimensions



de la maille). Lorsque 1l'on appligue le tamis de dimension A &

un ensemble A, son refus est un sous—ensemble ¢K(A) de A. Ainsi,

on a =

A c A

v, ()
Si maintenant B est un autre ensemble contenant A, soit B o A4,

le refus de B pour une méne maille A est évidemment plus grand que

celul de A, soit :
¢y (B) 2 ¢, (8)

Comparons maintenant deux mailles différentes. $1 A 2 p, la mailie
A lus grande que la maillle p, a un refus plus petit pour un méme
’ & a s

- ensemble A :

q))\(A) c %(A)

Enfin, si 1'on gpplique au refus ¢k(A) de A pour la maille A un
tamis de maille p plus petite, le refus de ¢A(A) est ¢A(A) lui-
méme, On a donec ¢H o) ¢h = ¢K pour A = p . Au contraire, si p > A,
¢A(A> donne pour le tamis p le méme refus que A lui-méme, ce gui

stécerit ( O = o
¢, by ¢,

Si nous érigeons en axiomes ces propriétés des granulométries

usuelles, nous obtenons la définition suivante [8] :

Définition.- Soit B un espace, et Qune famille de parties de E. On
appelle granulométrie sur CL une famille ¢x, A > 0 & un paramstre
positif d'epplications de { dans lui-méme vérifiant les 4 sxiomes
sulvants :

1 - Pour A€ et A >0, on a ¢A<A) c A.

2 - 51 A et B .agppartiennent & A, A c B entraine

b (1) < ¢, (B)



% -~ Pour A= p >0, et A€ X, on a ¢A(A> - ¢Q(A) .

4 - Pour A et u réels positifs, on a

Oy 24y =4y O T b, )

On riote que ¢, (A) - le refus de A pour la maille A - est ici un

ensemble et non pas un nombres., Pour obtenir une courbe granulomé-

trique, il suffit de prendre la mesure (le volume, ou le poids etc..)
de ¢K(A)’ a éondition,que A solt borné, ou encore, dans la forumuls-
tion probabiliste, la probabilité pour qu'un point x dormé appar-
tienne & ¢A(A)' Cette définition géomdtrigue ou ensembliste est in-
dispensable pour l1la formulation de l1l'axiome 4 gqui exprime la pro-
pridté la plus caractéristique des granulométries (les autres axio-
nes constituent des propriétés plus banales de croilssance ou de dé-
croissance). Elle est indispensable aussl pour la pratigue de 1'anz-

lyse des textures.

Analysons cette définition, en vue de la rendre opérateire.
Pour A fixé, les axiomes 1, 2 et 4 (ce dernier édcrit avec A = p,
soit ¢, O ¢, = ¢x) expriment que ¢, est une ouverture (au sens al-
gébrique). Comme toute ouverture algébrique, ¢x est définie par 1a
domnée de la familleéza de ses invariants (ensembles B tels que
¢K(B) = B). On montre, en effet, en algebre que ¢K(A) est la réunion

des invariants contenus dans A

(3) ¢, (8) = U {B : Bed,, Bc A}

Il est alors assez facile de volr que les axiomes 3 et 4 sont vé~

rifiés si et seulenment si les famillescﬁ& sont décroissantes en A,

soit

(4) p=A>0= éBM - éf%

I1 resterait & exprimer que ¢A(A) € (I siae & ( en pratigue &
sera, par exemple, la famille ¥ des fermés, ou la fanille <O des

compacts). FNous n'insisterons pas sur ce point ici.



%—2 = Ies Grenulomdétries euclidiennes,

La définition géndérale (et sa forme opératoire exprimée
par les relations (3) et (4))est valable dans un espace E guelcon-—

gue. Plaoonu—noub maintenant dans le cas ol E est l'espace eucli-

N
dien habituel m Les granulomébtries uvsuelles dans R sont compatil
bles avec les tran o?&LJOMQ, en ce sens que le refus du translaté
A

h
de A, ce gque l1l'on peut écrire :

d'un ensemble A par un vecteur h est le translaté par h du refus

by (8) = (b (),

De plus, les tamis que 1'on utilise sont 2n général homothétiques.

S5i 1'on prend comme parametre A le module d'homothétie entre chague
tamis et un tamis de référence choisi une fois pour toutes (et as-
socié par définition & la valeur \ = 1 du parameétre), on trouve que
le refus par le tamis A de 1'homothétigque MA d'un ensemble A est
1'homothétique A ¢, (A) du refus de A pour le tamis de référence,
solt

4)7\(?\}&) = A ¢1(A)

Nous dirons gu'une granulométrie ¢K est cuclidienne si elle vérifie

ces deux propriétés, avtrement dit si, outre les axiomes géndéraux

1 a 4, elle vérifie les deux axiomes suilvants
5 = Pour A > O, ¢k est compatible avec les translations.

6 — Pour A > 0et A e, on a ¢K(A) = 2 ¢1(%)

L'axiome 5 équivaut a 1l'invariance par translation des familles éf&
de la relation (4), et 1l'axiome 6 équivaut a éBx-z A<23 (c'est-a~
dire B'GLBA 51 et seulement si % B eéZ%). Cette fafillP &3 = <Z; re
peut pas 8tre tout-a-fait quelcongue. On vérifie swns dlfflcuite
qu'elle doit Ctre stable pour les translations et les homothéties

de module = 1, et cette condition est d'ailleurs suffisante,.



Ainsi, pour que ¢K soit une granulométrie euclidienne, il faut
et 11 suffit qu'il existe une famille B stable pour les translaticn

et les homothéties de module = 1 telles gque 1l'on ait :

(1) e, =U B BeB, ABc A

3-3 — Géndérateur d'une granulométrie cuclidicnne,

La famille J9 ci-dessus est stable non seulement pour les
translations et leg homothéties = 1, mals également pour la réunion
(puisque B oest la famille des dnvarisnts de 1l'ouverture algdébrigue
’¢1). Elle est donc trop riche pour gqu'ilil soit possible d'effectuer
‘réellement l'opération représentée par la relation (4). iais 11 est
" possible de la remplacer par unc famille beaucoup plus pauvre, ré-—

duite éventuellement a un seul élément.

Convenons de dire gu'une sous-famille <3 <:<53 est un génératsur
4 o)

de lz femille B si la famille stable pour les réunions (finies ou

non), les translations et les homothédties de module = 1 engendrée
par éE% est didentique acii ’

11 est alors possible d'texpliciter la relation 4 en fonction
des seuls ensembles de<£BO ([8]). Pour celd, définissons d'abord
la notion d'ouverture d'un ensemble A selon un ensemble B, ([6],

[7]).

Vv
Si A et B sont deux ensembles, et B le transposé de B, cl'esi-
a~dire son symétrique par rapport & 1l'origine, posons :

14

® désigne l'addition de Minkowski (A ® B est 1'ensemble des éléments
a+ b, a€c A beB), et @ et la soustraction de Minkowski (A © B
est le complémentaire de A° @ B). On montre [6],qu'un point x appar-
tient a AB si et seulement si on peut trouver un translaté
nant x et contenu dans A :

B, conte-

S



&« T h ¢ ox B c A
B 4 € o

Autrement dit, AB est le domaine balsyé par le translatés de B

contenusdans A. On vérifie sussi gue l’appllcatlon A - AB consti-
tue une ouverture algébrigue, et pour cette raison on dit que AB

5

est l'ouverture de 1l'ensemble A selon l'ersemble B, Ie résultat

que nous avions en vue est alors le suivent ([8]) : si J3  est
2
un générateur delﬂz, la granulométrie euclidienne gx aSHCCiee aﬂgg

est de la forme :

(5) ¢ (&) = U U &5

Be&% A1

Cette relation (5) peut servir de définition opératoire pour la

notion de granulométirie euclidienne,

Dans les applications, on cholsira toujours comme générateur
5@0 une famille d'ensembles compacts, car si B est compact, AB est
fermé deés que A est fermé, et de méne AB est ouvert si A est ouvert.
5i A est fermé, on montre alors qu'il en est de méme de ¢ (A) pour-
vu que éBO vérifie certaines conditions topologiques (il un est ain~
si, en particulier, deés que éE% ne comporte qu'un nombre fini 4'éié-

ments).

 %=4 - Granulométrie de A selon 1tensemble B.

Le cas le plus intéressant en pratique est celui ou le
génédrateur 6@ est réduilt a4 un unigque élément B gue nous supposerons
compact (pour que ¢, (A) soit fermé ou cuvert en wmfme temps que A).
D'apreés la relation ( ), 1a granulos étrie euclidienne correspondanrte,
que nous appellierons granulométrie de A selon le compact B, est dé-

finie par la relation :

(6) ¢>\(A) = U A}\B



Cette opération (6) est déjh & peu prés réalisable 4 1'analyseur
de textures. liais il y a un cas particulidrement simple (du point
de vue des manipulations expérimentales azussil bien que duv point de

vue théorigue). Clest celul ol le compact B est de plus convexe,

5i B est un coumpact convexe, en effet, on vérifie sans peine
que AAB est une fonction décroissante de M\

7\2IJ,=$A c A

AB wB

de sorte que 1l'on a simplement :

(7) ¢, (A) = A5

Inversement, d'ailleurs, on peut montrer gue l'applicatbtion A - Axb
RS
L

est une granulométrie si et seulement si le compact B est convexc,
([8]). Ce résultat montre que la simplicité de la granulométrie (7)
est lide dec maniére profonde (et irréductible) & la convexité de

1'é1ément structurant B.

L'application A — AKB de ¥ dans lui-méme est semi-continue
supérieurement, donc mesurable, Dans la formulation probabiliste,

1'éveénement x € AKB est donc probabilisable. Si 1'on pose

1= P (0) = P(x € 45

(B compact convexe), la fonction FX(A) est la courbe granulométri-
que associée au fermé aldatoire A et & la figure structurante B
Elle dépend du point x si le milieu n'est pas stationmaire. D
le cas stationnaire (le plus intéressant en pratigue) cette courbe
granvlométrigue est invariante dans l'espace, et exprime donc une

propriété intrinseéque d'un milieu homogdne.

En fait, Fx(x) est la fonction de répartition associde & 1a
variable aldatoire :




AMz) = Sup {5 % € A L)

qui donne la taille du plus grand homothéiigue AB de l'ensemble
structurant B dont un translaté contienne le point x el soit eon-
tenu dans A. Cette variabls A(x) mesure donc la taille de 1'en~
semble A au point x selon 1'étalon B, La courbe grauvuvlomdlirigue

e

admet ainsl une dewcieme interprétsation probabiliste

1 - Fy(?\) =P (A{x) = A)

En particulier, Fx(.) est une fonctlon croiszante et continue & geu-
che ([7]).

Si B est un segment de droite, on obtient les granulométries
lindsires déja mentionnées (on prendra garde gu'il s'agit maintenant
d'une grarulométrie en mesure, clest-a-dire d'une statistique ol
chague traversée est comptée pour un pbids nroportionnel & sa lon-
gueur, et non plus d'une granulométrie en nombre, ou chague traver-
sée est considérée comme un individu. De manieére géndérale, le con-—.
cept de granulcométrie tel que nous l'avons axiomatisé a toujours le
sens d'une granulométriec en mesure). Ces granulomdtries lindaires
sont particulicrement faciles a mesurer, mais n'apportent que des
informations unidiwmensiormelles, Ies granuvlométries selon des cer-
cles ou des boules apportert une information & 2 ou & 3 dimensions,
En pratique, on remplace le cercle par 1l'hexagone, plus facile a
programmer, et l'on sailt déterminer expérimentalement ces granulo-
métries bidimensionnelles & 1'aide de 1l'analyseur de textures [5],
[16]._ Par contre, les granulométries tridimensionnelles restent
pour J1'instant inaccessibles; sauf par des procédés physiques in-
directs.
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