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NOTE GEOSTATISTIQUE Ne 116

LES FONCTIONS AEEATOIRES INTRINSEQULES

0 - INTRODUCTION

Je me propose dans ce gui suit de donner une meilleure carac-—
térisation des F,A.I., que dans la note N° 102. Je rappelle d'abord
les définitions. S1 H est un espace de Hilbexrt, et Uh un groupe con-

. N N ; N s , . .
tinu a n parametres h = (h1""hn) € R d'opérateurs unitaires sur

:.Hy,bn_appélle”F.A,IQ une famille 2, , h € R d'éléments de H vérifiant

h’
' n
— 1

(1) By = Uy B+ 2y (h,h' € R")
d'ol résulte aussitdt

1 T - v _
(1) (Uh 1) 2oy (Uh' I)Zh
La fonction h — th]]2 est le variogramme de 1a P.A.I. Zy, - De (1)
résulte
(2) 1200 s 1200+ 112,
On en déduit que ”ZhH est bornde sur tout compact si et seulement si

elle cst bornde sur un voisinage de 1l'origine, et, lorsqu'il en est
ainsi, on dit que la F.A. I. Zn est réguliere. Plus précisément, si

1'on pose vy =  Sup 2, , 1'inézalité (2) impligque
h=1 ’



(3) g s Gelny .

et cette relation (3) caractérise les P.A.I. régulitres. De méme,

on dit que la F.A.I. 2Z_ est bornée en norpe ou (plus briévement),

h

qu'elle est bornée si

Sup, |IZ, || < o0
e R h

Notre premier objectif sera de caractériscr les F.A.I. réguliéres

) le

0]

[0

et les F.A.I. bornées . On désignera par A = (A1,...A généra~

n

teurs du groupe Uy » et par H < le sous-espace constitué des é1lé-~

ments dnvariants :

XeH, o (U~1)X=0 , vheR «ArX=0

. ’ 7 . rd -\ o~ 11 ’
ILe projecteur de Ho sera désigné par B. De mé€me, pour H € R donné,
H,  désignera le sous-egpace constitué des éléments admettant la pé-
h =< L

riode h (Uh X=1X), et E

o1 projecteur. I1 est clair que 1l'on a

o © hQ[Rn .

Dans le cas a une seule dimension,(n:1j, on peut généraliser la
nption de FP.A.I. en renplagant le groupe Uh par un demi-groupe conti--
nu de contractions Sh & un paramétre h > 0. C'est ce que nous ferons
toujovrs, sauf mention explicite du contralre, Dang le cas d'un grou-
pe U

n? h € IR, la reletion (1) écrite avec h' = -h donne Z_h = - U;h Z

de sorte gqu'il n'y a auvcune difficulté a géndraliser a € R les ré-

i’

sultate établis pour h = O,



1 - LES I'.A.T. BORNEES

Je me propose de montrer qu'une F.A.I. est bornée en norme si
et seulement si elle est de la forme (Uh—I)X pour un X € H. Pour
celya, il convient d'examiner d'abord le cas & une dimension (avec

un demi-groupe S, de contractions).

h

1=-1 = L'équation sux différences X = (5-I)Y.

Lemme 1-1 — Soit § un opérateur continu sur H tel que [I3|} < 1, et X

un élérment de H. Les quatre propriétés suivantes sont équivalcn-
Ctes e ,
a/ J11 existe Y ¢ H tel que X = (5-1)Y

b/ Si 1l'on pose Z_ = 2, O X, la suite = 2. 7 conver-
' B Y ooy 2

ge fortement,

N

i _
¢/ La suite L > Z, est faiblement convergente.
n=1 -

d/ La suite z, est bornée en norme.

: N
Lorsque ces conditions sont réalisdes, YO = = lim % 2 Zn est
n=1

1'unique élément invarisut par S et vérifiant X = (S—I)YO.

Nous désignerons par H_ le sous-espace de I constitué des élé-
vl
ments invariants par S, et par ES son projecteur. 11 est clair que
a/ implique ES X = 0.

Montrons a/ = b// = ¢/ = a .

. / ) . oo . I 5 . . RY'e Y
Dl &/ est vral, on en déduit 2 = o7 ¥ - Y, et le théorsue

y
7



N
ergodigque montre gue %' 2 Zn convege fortement vers FS Y -Y, donc
_ n:= ’] f .

b/ est vrai. Il est clair que b/ impligue c/. Enfin, si ¢/ est vrai,

la suite :

N-1

1 i 1 i 1 k
N 20 L, =R 2 ST X = T > (N=Xk) 87 X
n=1 n=1 k=0 k=0

adwet une limite faible - YO. Par suite, o YO—YO est limite faible

de o
‘ N n=1 . N
-1y (sk”—sk)xz_%-z sy + X
n=1 k=0 : n=1

D'apres le théoreme ergodigue, on a donc X — E_X = (S—I)YO. D'autre
. D

pert, on a :

X 1! I e R
I ng By 20l = 5 ”13—?0 (I-%) B Xl = =5 || BgX |

Or cette expression est bornée, puisque % Z}ZTl converge faiblement.

Done EX = 0 et X = (8-1)Y_ : a/ est vérifide.

I1 est clair que a/ impligue d/. Il reste donc & établir d = a.

Si 1la suite HZn” est bornéde, il en est de néme de la suite
' N
On peut donc extraire de % Z% Zn une suilte

vartielle faiblement convergent >t 11 suffif ralisonner T cette
tielle faible t e e te, et il suffit de raisonner sur cette

I % Z% Z, Il = ”Zn”.°

suite partielle comme on a fait ci-dessus pour montrer ¢/ = a/ .

1—2 — Ilémrents péricdiques.

Soilt malintenant St’ t =2 0, un demi~groupe continu de con-
bractions sur H, A son générateur, HO le sous-espace constitué des

¢léments dnvarients par S,t pour tout U (i.e. dnvariants par A), ct



I son projecteur. Pour chague t, on désigne par Ht L'espace de élé-
ments admettant la période t (invarients par St)’ et par EJG son pro--

jecteur.

On a évidemment H_ = .ﬂ Ht . 3i th est une suite décroissant
t>0
vers 0, on a encore HO = N Ht . En effet, pour t+ > 0 donné, on peut
n n

trouver une suite k_ d'entiers = 0, tels que 2 k_t = t. Si X ¢ H,
- N n non ‘n

pour tout n, on a S, X = 1im T S X=X, et X€ H,, d'ou
t N =1 L t t

N Ht c HO, et 1'ega11te puisqgue I'JncluSLOQ inverse est évidente.

n

On en déduit le lemmne suivant

”'nggé_lzg - '8i X eH udmct deux périodes t_ et t, dont le rapport

ti/to est irrationnel, on a X = EX.

En effet, on peut trouver une suite kn d'entiers = 0 telle gue
"la suite Sn = khto modulo‘t1 converge vers 0 en décroissant. Comme

X admet la période t1, on a SS X = Sk + £ donc Ss X = X, puis-
n n o n
gque X admet aussi la période to . Done X € D,HS = HO .

n

D'apreés le théoreme ergodique, pour chague t > 0, le projecteur
Tl ’

n ) : t A 4 W —_ B i Q D 17 e D Qv ee
LJG de Hy s écrit Lt = nlim® o Z% Okf. Par suite, Lt commnute avec
Syr et avec E, pour tout t' > 0. On en déduit
Corollsire - Si 't1/to est irrationnel, B, B, = E B =E, et,

1 0 0 1
pour tout X € Ht et tout Y ¢ Ht , < X, ¥> = < EX, EY> .

1 0

N o -f - a - - > oy o1 f ™ — F] '11) g
In effet, pour tout X ¢ I, EL X est dans Ht et Bt Lt X . X
_ 0 0 0 1 1 o
est dans Hy N H , clest-a-dire dans H, dtapres le lemre 1-2.
0 1
Pour X ¢ Ht et 'Y € H, , de méme, on trouve
] 0



<XY>=<B X B Y»=<XE B Y>s=<XBY>= <>

W

=3 - L

s TP AT, borndes (cas & 1 dimension).

Proposition 1-75-1 -~ S_L déoiznant un demi-groupe continu & un paramé-

tre de contractions sur h, une F.A.T. Z, est de la forme (St—I)X

t
pour un X € H &1 et sculement si elle est bormée en norme.

Cette condition est manifestement ndcessaire. Inversement, sup—

osons—la vérifide, et donnons-nous t_ réel positif., De (1) résulte :
’ 0

Comme || Z, llest bornde par hypothese, le lemme 1-1 montre qu'il

e
existe Y € H tel gque 1'on ait

donc aussi

1

et 1'on peut méme supposer B Y = 0. IEn utilisant la relation (1),
’ O . .
on en déduit :

T sommant en n et e

1 appliguant le théorére ergodique, on obtient

la relation By 72, - 4 = (St~I)Et Y - (St—I)Y, clest-a-dire, puls—

gue Et Y = O _
. O 4



.+ (St_I)Y . ] -

Zy,

0

Soit alors t1 un auvtre réel > 0, tel que t1/to ne soit pas ration-

’ 1
nel. Le raisonnement précédent, appliqué a la F.A.I. Zy = Et Zt
: ‘ o
(qui est manifestement encore bornée en norme) montre qu'il existe

1
Y € H tel que

Et Zt = Et htOZ

+ (s8,-1)Y
0 1 t

t

t1 Ltozt‘: EZy. la F.A.T.
t est bornée en norme et vérifie la relation Eét+t' = B2, + Bl .

On en déduit EZ, = % EZ1, ce qui entraine BZ_ = O puisque HEZtH =

= f'HEZ1” est borné. Il reste donc L, 2, = (St~I)Y' et par suite
o :

D'apres le corollaire du lemme 1-2, on a B

EZ

Zt = (St—I)(Y+Y').

Convergence simple.- Une suite Zn(.) d'application d'un espace I dans

H converge simplement vers %(.) si, pour tout x € P, ZD(X) converge
fortement vers 2(x). Il est clair que toute limite simple de F.A.I.

est encore une I.A.T.

Proposgition 1-%-2 ~ L'ensemble des . A.I. borndes est dense, pour 1la

topologie de la convergence simple, dans 1l'espace des F.A.I. sans

dérive (c'est-h-dire telles que E Z, = 0).

h

En effet, soit Zh une F.A.I. sans dérive. Soit to un réel > 0.

On a :
n-1
L, =2, By Ly
t 1 0
Q 0
et, pour tout t > O
(a) (s, ~D)iay = (8,-1)2,



Posons alors . )

La relation (a) s'écrit

N

1 o o Ty s

T 2 (un~ 1)Zt = (st I)KN
n=1 t

D'apreés le théoreme ergodique, le premier membre converge fortement

Vers Etozt_zt' Ainsi, on a

N—»OO

+  1lim (St—I)XN

Soit alors t1 un autre réel > 0 tel que t1/t0 ne solit pas rationnel.

' _
D'apres le raisonnement précédent, on peut trouver une suite XN tel-

t

le que la F.A.T. ZJC = ET Zf solt de la forme :
o’ '
T
E, 4, = F, B 2 + lim (S,-D1)X, .
LO L. t1 to t N - oo t - N/

Mais B, By 2y = E 2, =0, d'apres le corollaire du lemme 1-2, et
o 0 .
par suite (St—I)(XN + XN) converge vers Z pour tout t.

1-4 - P.A. T, zonales et P.A.T. bornées dans mﬁ;

0 o
. dangs IR admet une zonalité

dans une direction o si Zh eat la somme d'une F.A.JI. de la forme

Nous dirons qu'une F.A.TI. Z

(Uh—I)X et d'une P.A.I. constante sur les droites parallcéles a la

direction o.



Proposition 1-4-1 = Une F,A. I, 2 admet une zonalité dans la direc-

h

. P ' e n . s
tion définie par un vecteur unitaire o de R™ sl et seulement si

Sup ||Z, < e
t=20 H,ta

Cette condition est manifestement nécessaire. Inversement, supposons-

la vérifiée. D'apreés la proposition 1-3-1, la F.A.I. Z , T €R est

ta
de la forme

7. = (UtanI)X

ta

pour un X € H. D'apres le théoréme ergodique, on peut prendre :

i _
_ : s 1
(a) X = lim 5 t[ 2y, 4%
(0]

. . n . .
goit alors h = x + taq un point de R , x sa projection sur 1'ortho-
gonal du vecteur a, et ta sa projection sur la droite de direction

o passant par l'origine. Posons

Y, = (Uh—I)X

D'apres (a), on a
| T 7 |
= — lim + ~T)7 - e i -
Y, = - lim g { (Uh I)Ama dt = - lim T‘{ (UTa I)Zh at
0

~

0
D'apres le théoréme ergodigque, on en déduit

Yh = Zh - La Zh

Ea Gésignent le projecteur de l'espace des invariants de Ut(' Mais

* X
2. = 7 = U 7, + 7Z_ entraine B 42, = ¥ 7 uisgue B 7 = 0.
gl skt % “to % “ “a “h o 4y ¥ aue By 2y = 0



- 10 -

Ainsi, on a bien :

Zh = (Uh—I)X + Ea ZX

et i1 suffit que 1'on ait Sup ”Zta | < o pour n vecteurs ajy 1 =
t i

= 1,2y...0 lindairement indépendants. En particulier, cette condi-

tion entraine  Sup = |Z, ]l <o .
helR

Proposition 1--4-2 -~ L'engemble des F.A.I. bornées est demnse, pour la

convergence simple, dans 1'espace des F.A.I. sans dérive.

La démonstration est analogue a celle du cas unidimensionnel.

2 — IES F.A.T. REGULIERES

omana

Nous traiterons d'abord le cas & une dimension, et des F.A.T.
définies & 1'alde d'un demi~groupe continu de contractions St’ puis
celui de n dimensiongs (avec cette foils un groupe continu d'opdrateurs

unitaires Uh).

~

2=1 - P.A. L. régulitres a4 une dimension.

Proposition 2-1 = Toulte F.A.T. réoulicre Z, egt fortement continue
© t

(o0}
enn t. S1 1'on pose CM :\J (3—“t Z, 4at, Ly admet la représentation :
() \J s
t
Z.o=p” | S ¢ ar - p (8,-1)C
1 H ‘ W (_L LT i i I L 3. cl,l,



n effet, soit Zy wne F.A.TI. régulitre. Supposons d'abord .

E Zt = 0. Désignons par Rl la résolvante du demi-groupe Sy et calcu~—~
Lo .
lons R Zt :
00
g Ut
RLL Zy J (5. 2.)e Van
)

En utilisant la relstion S 72, = 5, Z2_ + 2
T “t t “1 1

(S,C—I)Q;"“t est intégrable en T et vérifie

- ZT, on voit que

- TUT

RH Zt +H( (St I)e ZT art

v:,Compto tonu de ]'1dent1te A R = U R -I, ceci s'écrira encore :
ARP«Z —(lLR——I)/_, = J( -1 e HTZ ac

Mais Zy est réguliere, et vérifie donc une indgalité de la forme :

Izl <2+ be

Par suite
[o%0] ) [v 0]

er"'”(st—I)ZT dt || = 2J (a + br)e BT gp = 2 .(a N _’E)
O

©
Adnsi la P.A.I. A Ru ZJG est bornée en norme. D'apres la Proposition
1-%-1, 1l existe donc CH € H tel que

7 = S, - = A | 1T
A RH 2 p,(ot I)CU 14 A»[ 5. CM ar
0

Comme B i est supposé nul et que 1'on peut prendre ¢ telle que
, § _ o )

D CH = 0, 1l en résulte dguolement



~domnne alors

Ta relation Zt = U RH Zy ~ A RM Zy.

t

2 _ o T
Zy = p fsT C‘u dv - p (8 1)@H
@]

En particulier, Z

& est fortement continu en t, donc intégrable. Il
vient alors @
OO .
e b g gt = xR ¢ - LR C +C =¢
T * TR V™) TR "1 W
0

rs
4

' ce gui acheve la dénonstraticnpour les P.A,I. sams dérive (B 2, = 0).

Si E'Zt n'est pas nulle, on a E 72, = t E Z,, pulsque ZJG est réguli-

1’

ere, et on vérifie immédistement que la F.A.T. t E Z, remplit lesg

1
conditions de la proposition.

est une P.A.I. réguliere,

Corollaire - Si Zt % Zt converge forte-
ment vers E 7, lorsgque t tend vers 1l'infini.

1

On a, en effet, E Z2, =t E 2 puisque,zt est réguliere, et le

t 17
terme Q“ gui figure dans la représentation de Zt vérifie H2E CM =
= B Z,- Le corollsire découle alors immédiatemert du théoréme ergo-
digue.

Remarque - Il n'est pas nécessaire, dans 1'énoncé de cebte propogi-
tion, de supposer Zt réguliére, Il suffit de supposer qu'il existe
une fonction g(t) intégrable telle gque -

[e.¢]

12,0l = g(t) ( 5(1) e gt < o

0



pour un p > 0 (celd suffit pour que la F.A.I. A RM 2y soit bormnée)

Cette condition moing forte en apparence entraine donc la régularité

de Zt'

11 existe sans aucun doute des F.A.J. non régulieres. Par exem

/e

ple, si m(t) est une solution "pathologique" (non mesurable) de 1'é-

quation m(t+t') = m(t) + m(t') et X ¢ H, un élément invariant, la

F.AT. 2y = m(t)X n'est pas régulidre. Par contre, j'ignore s'il

existe des P.A.I. sans dérive non régulicres.

I

2-2 — P.A. T, réguiidres dans [R .

3 - ] ) [ | n
801t'(e1,...en) une base de R, Zy,

un point de B . La relation (1) permet de mettre 2,

(2-2) Z, = % + U Zy o *oees + U n-q
1 270 Z% e.

une P.A.I., h = Z}hi e

sous la Torme

i

’ - . r e £ oA - ]n i - -
11 en résulte que Zh est réguliere dans IR dés que chacure des F.A.T.

a une dimension 2

tion 2-1, %

- THi®
Des;gnons par R, (py) = e Utei

J et par R =

no= (H1""Hn) désigne un point de mﬁ . Posons
r
—E |4 i hi _ .
(a) | *
) o
RN . I
e T e e, &0y
iy i7d

he, est réguliere dans R, et, &'apr

es la proposi-

h est alores fortement continu en h, donc intégrable.

la résolvante du groupe

o .
I Rj(Hj) celle du groupe U a n parametres. Ici,



D'apres 1la proposition 2-1, on a pour chague 1 = 1,2,...1

h.

1
Bilpg) 2y oo = “i‘J Uge, G, 4%
1 ) A €L

Cette expression cst fortement dérivable en hi’ et on a :

a_ p ,
(b) o ) 2

hiei = Hi C“i

Considérons alors la F.A.T. définie par :

‘ 4 ——Zu.h.
R 2 :\j. e oy 7. dh!
JUR ! n QL hiei h

R

(i

Cette P.A.I. a un gradient, car RH Zh =N Ri(pi) ZZ)h-e, admet d'a-

ivi
prds (b) des dérivées partielles gqui premnnent en h = 0 les valeurs ;

, |
vi= 7 Ryus) pg €

J#1 B

€

| - o) B T — . —
D'autre part, Uh' Zh = Uh Zh' + Zh Zh‘ donne

v p,}:l,
R 7 :hjh e (o z Z,,)ah' + ——bee
u h o h “ht 1 ') By Honlly h
+
- 1
B (Uh l)CM ! By Bomee Hy Zh

On en tire

D'ou 1le rdésultat



e YA : , s : n : )
Propogition 2-2 - Toute F.A.I. réguliere dans R est fortement-con-

tinue et se décompose en somme dtune P.A.I. dérivable et d'une
b _

F.A.I. bornée.

2-% - L'espace de Banach des P.A. T, répulidres.

i

Si 1'on pose HZ(.)Hr “ISTp Nz(n)l , | ”r est une norme
' ” hil<1 ' ‘ :
pour laguclle l'ensemble des F.A.1. régulicres est un espace de Ba-
nach. Examinons d'abord le cas des P.A.I. & une seule dimension (et

d'un demi-groupe continu St de contractions).
 Pour tout t = 0, 1'indzalité (3) domme :
N2, 0 < Ciet) Nz,
[o¢]

Z. aésignant une F.A.I. Le terme CM :LI Zt Q_”t dt qui figure dans
o)

la proposition 2-1 vérifie donc

o0
—-ut .
u%usluwrj<1m>e~'dt:HAJT.%%
O R >

Inversement, la représentation :
7. = pe S ¢ odt - p(S,.-I)¢
t B T U B Ry

entraine

12l = (w2 6+ 2) g

d! Ol\;{

- 2
Nz, = (u° + 2n)

|

G
V)



Autrement dit, pour chague p > 0, |IC || définit sur 1'espace den
.

régulitres une norme équivalente a |Z.

I, - Bn particulier, si 7z ()

est une suite de F.A.I. régulieres et Cn(‘) leurs transformées de

Laplace, la suite Zn(.) converge pour | ”r , c'est-a-dire unifor

11 G

ment sur tout intervalle fini (ou, ce qui revient au méme, sur un

intervalle fini contenant 0).si et seulement si la suite Cn(.) con-—

verge simplement vers une limite ¢(.) (ou, ce qui revient au wime,

stil existe un'u > 0 tel que la suite_gn(p) soit convergente). (.)

est alors la transformée de Laplace de la F.A.I. limite.

o4 — Généralisation.

La démonstration des propositions 2~1 et 2-2 utilisce
propridétés de la résolvante RH' I1 est intéressant de reprendre
démonstration dans un cadre un peu plus général. Posons d'abord

lemme.

Lemme 2-4 - 2

___________ n désignant une F.A.T. sur R" (ou surlR) pour le gr

oupe

(demi-groupe) continu d'opérateurs unitaires (contractants) Uy, s

les trois propriétés sulvantes sont équivalentes :
1/ Zh admet un gradient X.

o/ 7

cst borné.

est dans le domaine bA du générateur A de U, et ||AZ

h h h”

< C Ihl .

3/ Il existe une constante C telle gue HZhH

Compte tenu de la relation (2-2), on voit facilement qu'il suffi

_t

de traiter le cas a une dimension. U_ ddésigne donc dans ce qul sult

h

un demi-groupe conbinu & un parametre d'opérateurs contractants,



-— 17...

h
1/ = 2/ : 81 1/ est vrai, on a Zh :\é UtX dt, d'ol Zh E’ﬁA

et A 7

; :'(Ut_I)X, puis [lA 2, [ = 2 [IX]].

0 est de la forme

AZ, = (Uh—I)X (Prop. 1-3=1), et on peut supposer EX

2/ = 1/ = |4 2, |l étant bornde, la F.A.I. A 2

0. Posons

d'ou

h
¥, :_L UX dt. Cette F.A.I. vérifie B Y, = 0 et A2, = A Y,

2, =L 72 + 7Y . Comme Z_e¢t Y, sont dans ﬁA y, Onn a auvssl B Zh € ﬁA ,

h h h h h
donc E Zh = h E»Z1, puils Zh :~£ Ut(X “ L.Z1)dt .

h
1/ = 3/ , car Zh:v£ U, X dt donne HZhH < h ||X] . Inversement,

SUPPOSONS ”Zh” < Clh]_et montrons que 2/ est vrai. Soit h J 0 une

- -guite télle-que-%v Zh converge faiblement vers une. limite XO .
' ' m n
Li'égalité :
T — —
'Jt 2y, Zh_ Uh Zt Zy
n noo_ n
h h h
n ;
Uh -1
montre que pour tout t > O, '-%—- Zt converge faiblement vers
. n .
(Ut—I>Xo . Pour Y ¢ Byx 1 0D A alors :
U - 1
. hn . *
< (Ut_I)Xo’Y > = lim < 2, , —mﬁg-_ V>=<2 ,AY>
Donc Z, € B = ﬁA_ et A Zt = (Ut—I)XO . Par suite 2/ est vérifié.

. , . . T . NP , .
Ceci étant, soit f(x), x € R une fonction suffisamment réguli-

ere et & décroissance suffisamment rapide & 1'infini pour que 1'on

j}f(x)l |x] dx <o | j;(x)dx =1 Jqf(x)l dx < o

grad f(x)]| dx < , y X ¢ H, J[f(x) UXX dx € 5

A



Par exemple, on peut prendre pour f la densité d'une loi de Gauss.
Soit alors Z, une F.A.T. régulidre. Pcsons

Y, = J,f(x) U, 7, dx

Cette F.A.I. Y, vérifie Y, € By et A Y, = —_fgrad (%) U, 2, dx

est bornée en norme, D'aprés le lemme, donc, Yh admet un gradient.

Calculons alors 1'expression :
Yy - 7, = [f0 (0,12, ax = [tx) (U-D2, ax

Cette F.A.I. est bornée en norme, car :

”Yh_ZhH < 2 Jrf(x) I ZXde < ®

Donc, il existe L € H tel que ¥, - 2, = (Uh—I)C , et 1'on a :

zy = Yy - (-1t

comme dans la proposition 2-2. En particulier, 7, est intégrable,

h
et on a :

U0 = Y, - 7y = (6D 2 ax = (0D frl0) 7, ax
Si 1l'on convient de prendre B { = Jf(x) B ZX dx, 1l en résulte :

2~5H - Diffusion d'une P.A.T. réguliere.

Soidt T, 1a densitdé du noyan de convolution assocld an

A



of
t 2O g,
ot ¢ ¢t
Pour X € H, posons
5.1 = fft(x) UXX_ dx | (t > 0)

On obtient un demi—-groupe continu de contractions 3., t > 0, dont
/ o 38 4 )

7 e Id C —X_ Ve .
le générateur est 1l'opérateur - B A A (opérateur laplacien).

Doit maintenant ZX une F.A.I. régulicere. Pour chague t > O ,

d'apres ce qui précede, on peut poser :

et on a :
clest-a-dire

On en déduit gque Ct est une F.A.I. pour le demi-groupe St’ d'ailleurs

sang dérive (en effet, St et Uy ont mémes invariants, et E(Ct>':

= fft(xﬁ E ZX dx = 0).

Posons maintenant

N

2(t, %) :_fft(xey) 2 Ay :_fft(y) By

D'apres la relabion 2 =U_ 72 4 Z = U 4 -+ 7

s S o LA, 7., on trouve .
Ay noTy b'e y X v



2y(x) = U, Gy + By = By By + Ty -
Ainsi,'si nous munissons l'espace produlb R x m+ du demi-groupe

fnd = ] Il - <t o) e ~r AN
Vt,x =8, U, = U, S ( x €eR, b= 0), nous voyons gque Zt(A> est

une F.A.I. sur cet espace. Ainsi, la diffusion d'une P.A.T. dean

e - y 11
engendre une F,A.I, sur l'ecspace-temps R x[R+ .

Propriétés'ergodiques de 7(x,t) - D'aprdés un théoréme ergodique gé-
néral, pour fout X € H, StX converge fortement vers IX lorsque t tend
vers 1'infini. La.relation,(st—I)ZX = (UX-I)Ct montre donc que, pour
tout x € an,_(I—UX)(;JU converge fortement vers ZX—E 4, lorsque t - oo .
”fEn fait;vdette conyérgence est méme uniforme sur tout compact'dean .
Poﬁr le voir, on peut se limiter au cas d'une F.A.I. sans dérive
(E 4, = 1), et supposer n = 1 (le cas général s'en déduit sans peine).
Soit donc Zx’ x € R une F.A.I. réguliére a une dimension. Il existe
donc un X € H tel que EX = O}et que
- X
ZX :\J Ué X d; - (Ug—I)X

0]

Par suite :

5, 20 = |x| s + 2 [sx)

- 0, la convergence

Comme HStX Sy, ZyH - 0 est bien uniforme sur

x| < ¢®te,

Inversement, solt Ty

que H(UXnI)CtU admette sur

une P.ALI. réguliere et sans dérive telle

x| = 1 une borne. B indépendante de t

(a) Suy !!(U_V—.’I)C_t\] = B < o
IX ‘51 s




Pour x € mn donné, la F.A.I. (UX—T)CL est bornde en norme. 11 eéxiste
U

donc un élément ZX unique tel que I ZX = 0 et gue pour tout t = 0 :
(v) (8,-1)2, = (U,-I)¢;

. . - n A - -
7 constitue manifestement uvne F.A.I. sur ®°, et, de plus, pour
p:d

tout x € R , Ol & ¢

~~
o
~

2, = —tllm (UX—-l)C_t
-

L'inégalité (a) passe & la limite et donne Sup |1z Il = B. Donc

x| <
' Z. est une F.A.I. régulidre. Si 1l'on pose alors ! = (f,.(x)% dx
x ©Bb . © : : - P t b !

t
on obtient (S_t--I)ZX = (UX--I)CJC . En comparant & b/ , et comple tenu
. ! t
“de B Ly = E Gy = 0O, on en déduit Ct = Gy - D'aprces la premiere par-—
tie de la démonstration, 11 en résulte que la convergence (¢) est

uniforme sur tout compact.
Enongons ces résultats :

Proposition 2-5-1 - Les relations :

Cy = ,( ft(x)ZX dx Z_ = 1lim (I—UX)Ct~

R Uladie

é¢tablissent une correspondance biunivoque entre les T.A.L. régu-
Y ’ . II 1 - T N
lieres et sans dérive sur (R UX) et les F.A.I. £ sur (8+ ) bf)

- EEEEe)

régulieres sans dérive vérifiant de plus la condition :
sup {(1(I-U el » t = 0, [x] =1} <w
L

De plus, la convergence de (I-U )r,. vers 2. est uniforme sur boub
: b

N
compact de R,




On peut renforcér ce thdéoreme d'unicité. Solt ZX une F.A.I. régu-

s ' N n , o ,
liere et sans dérive sur R et to un réel positif domné. Posons :
= |Z_ T X X
Co 7 (;X to( ) d

La donnée du seul élément o suffit & déterminer la F.A.I. Zx' In

g

il

, puils, pour tout x € ®

o -
effet, on a Cto o

, e
(UXTI>Cnt = (UX"I) Zg Spp G

0 O

il

! . ~1)2,

D'apres la proposition ci-dessus, on trouve :

Z, = 1lim (I_DX) Zg I
rn — o0 (0]

et, de plus, cette limite est uniforme pour |xl <1 .

Inversement, soit Co un élément de H tel gue les Cn =

n-1 t
y £ - I ER oS - b — -~ ) ] h 1P el ,Q, - (£ 7]
Zﬁ) Sy G, Vérifient Sup H(UX I)Cnt Il < B < oo uniformément en
. 0
n>0et |x|] £ 1. L'éguation (SJC —I)ZX = (UX"I)CO admet une solution
O .
7 g ; e sans peine -1)7_ = -T i =
Z, , et on trouy sans peine (Snt ~ )/X (Uk I)Qnt , puis Z_
0 0
= lim (I~UX)Cn et Sup [|Z ]| = B. Donc 2 est une F.A.I. régu-

t = o0 t | x| <1

litre, et on vérifie de plus (¢ = J}t (x) Z, dx. Alnsi :
0

Propogition 2-5-2 ~ Pour to > 0 donné, les relations

o n-1
d ij g Gz dx 5 2= Llim (I-U)) Zg S €
[Rl'l 0 ¥, — 00 ¢}

définissent une correspondance biunivogue entre les P, A.I. ré-

s ST VO o
gullcres et cans déerive sur R

et les éléments £, € 18 tels que



n-1
By, =0et que H(I—UX) Z% St COH 501t borné uniformdément
: o)

ennet en {x} < 1.

En général, Ly lui-méine n'admet pas de limite pour t — o« . La rela-
tion (UX—I)&;t = (St~I)AX montre que g = (St—I)K entraine g, ~ - X
et Zx = (UX—I)X. Inversement, pour ZX = (UX—I)X, on trouve Ct =
= (St—I)X et ¢, - - X. Enfin, si Ly — - X, on obtisnt & nouveau

Z, = (U ~D)X.

Ainsi, pour tout X € H, 1§s trois conditions sulvantes sont
équivalentes.z
»i.‘wa/'_c%_ﬁ‘»»x.‘

b/ Ly = (5D

c/ Zx = (UX—I)X.

Lorsque les conditions sont vérifides, la F.A.T. Z(x,t) sur

n

R

XUR+ est de la forme :

7(x,t) = (SJG UX—I)X



% — COMPLEWENTS DE TYPE ERGODIQUE

N

-1 - Régultats relatifs & la rdésolvante d'un demi-=-groupe.
& B

S, désigne un demi-groupe continu & un parametre de

-L (] o p

contractions sur H, RM sa résolvante et B le projecteur du sous-
espace des éléments invariants pour St . On sait gue, pour tout

Xel, p RHX converge fortement vers X si y — o . De mléme :

Proposition %3-1-1 — Pour tout X € H, % R“Xﬁconverge fortement vers
EX pour i — O .
TLe théoréme est vrai pour X = EX, et 1l suffit de 1'établir

dans le cas EX = 0. .

a/ Supposons d'abord X = AY pour un ¥ € H., On a alors

RX=ypRAY = (' R -T)Y
bR R = (R )

o
o
<

he B X1 = 2 0 Y] etbp RMX -0 .

b/ Soit X quslcongue tel gue BX = 0. Somme A(ﬁA) est‘dense
dans l{orthogOﬂal de L(H), onvpeut trouver une suilte Yn telle que
AY - X . Pour e > 0 donné, choisissons n tel que X ~ AYnH <e/2 .
o . .

Y RMX =y RH (XA Y ) + p R A Y

résulte alors

- B ‘ r 1 . [ \7
L S T S A

Pour p assez petit, 1l en rdésulte |u R“XH < €
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Proposition 3-1=2 ~ Pour p > 0 donné et X € H, p R X converge

fortement vers EX lorsque n tend vers 1l'infini.

: oQ I .
om a p" RE X = [ Lo ghml omhb 5,X At . Bi X = EX, le théordue
Jn 4

est vral. Supposons donc EX = 0 et montrons un Rﬁ X -0 .
- a/ Supposons d'abord X de la forme X = AY . On trouve

n -n .n o n-1
R AY = R (b R -I)Y
T bR e RmD)

Soit pn 71y = pn+1 Ry - Hn R' AY , les deux éléments figurant

au second membre étant orthogonaux. Donc

: FZHHRH—T YHZ-% H2(11-—1)”Rn YH2 PHHR AYU2

. Lo . . 1’1"' ¢ R . . s
n partlculler, la suite r1||R Y| décroit vers une limite vy, et

w IR AY|| = " R x| converge vers Y -y =0 .

b/ 81 X € H vérifie EX = 0, on prendra unc suite Yk telle gue
AY, - X, ct on achévera la démonstration comme pour la Proposition
Ea% . .

5=1-1.

Corollaire - Pour tout X € H, on a au sens fort X - EX =

00
= AR (p* RHX.

w2 — Généralisation.

D01t maintenant U un groupe continu d'opérateurs uni-
. . N A7 - o - N _—
taires sur I, x € R . Soit (dx) une loi de probabilité sur @
F% le produit de convelution de k facteurs égaux & F. On suppose
FAN

gue T n'est pas arithmétique, en ce sens que cetlte lol n'est pas



concentrdéde sur un ensemble de points de la forme x = (k1a1,...;knan),

LOFREEE entiers, a = (a1,...ah) vecteur fixe de R .

Pour tout x ¢ H, posons alors
SX = fF(dX) U x
X

Cet opérateur S vérifie |5} = 1 . On note aussi que SX = X équivaut

r ’
5 ¢lé-

a4 X = EX, autrement dit E est le projecteur du sous-espace de

ments invarisants pour 5. Pour le voir, on note que 35X = X entraine :

X% = < x, 8X > :flﬂ(dx) < UX, X>

Quitte & remplacer X par X + C {X||, C € E(H), on peut toujours suppqm

ser < UXX, X>=0, et la relation

fp(m) ()% - < U, X ) =0

entraine HXH2 = < U X, X > sur le support de ¥, domc X = U X sur ce
support. Comme F n'est pas arithmétique, on déduit facilement du lem—
me {-2 que 1l'on a X = BEX. Inversement, X = EX entraine = 95X

od Fn désigne la n pulssance convolutive de F, on a :

sy :fF (ax) U X
. nol X

- ' n .
Montrons que 5 X converge fortement vers EX pour n — « .

e . M 2 a2 : o L
En effet, la suite ||S7X||” converge en décrolssant vers une ul-

mite . Supposonsg d'abord la Joi I symdirigue. S est alors hermi-

*
tien, (8 =3 ), et-on a, pour n et m eaticrs = 0O




<5Z% §mx> SmmMF _

$

D'apres le criteéere de Cauchy, donc, la suite SQ X converge fortement

[Ea Y
v

vers une limite XO invariante pour 3S. Cet opérateur est associd

et par sulite X_ = IX .

la lol B * P non arithmétigue, donc X, = BX o

b
O

2n+1
5

. N . . T~
La suilte X converge alors vers SX_ = LX, donc la suite S X
O 0 b

admet elle-méme cette limite.

Plagons~nous maintenant dans le cas géndéral ou P n'est pas symé-
trigue, et considérons la relation :
n M

_ VR ST
<8 X, 5 T X>=< (8% 3)X, $X>

. n - * i
Sin -0, (5% 3)X converge fortement vers BLX (car S S est as

SO
c s s . s : : i : 2
cié & la loi symétrigque F * F). Comme |[S7X|| < |X}l, on pesut trouver

m
; . C e o K : ST
une suite partielle my telle gque 5 X cohverge faiblement vers une

limite Y. On trouve alors

]
n+im. o :

- . o k. . v X 1
lim < 57X, 8 X > = < DX, > = < BX, Y >
Ti, M '

Tk

k

i s N\ . R A nave . : : i it 2
Mais BY = 1im B S "X = BEY ¢ La limite ci-dessus est donc H‘XH

quelle qgue soit la suite partielle my Par suite

tim o< sty 8% s = |Exe

n,m

LI Y o LY }’1 N7
et le critere de Cguchy est vérifié. Donc 57X - EX.

De la m@me maniere, si P, est un demi-groupe de convolution

_t
n -
sur R et g1 1l'on pose

S % = ' J 'Jﬁ*"t(ﬁ.x;) U x

StX converge fortement vers DX pouwr t dnflul,




