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2

QUELQUES ASPECTS DE LA MONTEE

L'opération de montée intzrvient, sous forme directe ou non,
dans un grand nombre de problémes, assez varids en apparence, mais
qui présentent =n général cette circonstance commune que l'on cher-—

\ . T ’ 7 - . . Il N .
che a reconstitu=r une propriété définie dans R a partir d'une pro-
s, Fd . . 7 Il*k 1 .
priété induite observée dans un sous—cspace R . 11 s'agit donc de
!

problémes de nature stéréologique. Outre la rontée proprement dite,
et l'opdration réciproqﬁe qui est la descente, 11 y a lieu d'étudier
les opérations transposdes, et aussi d'examiner les liens de ces opé-
rations avec les transformations de Fourier et de Hankel., Ceci oblige
4 préciser les domaines de définition. Au départ, la montée s'intro-
duit de la maniere la plus naturelle comm§ une opération sur les me-—
sures bornées iéotropes, qu'il suffis d'a%lleurs d!'étudier sur les
lois de probabilité isovropes : la montée réalise alors ?e passage
aux lois marginales. Sous cette forme, la montée Mn,n—k bépehd sépa-

i
rément des dimensions n et n~k des espaces de départ et d'arrivée.
o1 1l'on se limite.aux lois absolument continues, on déduit de Mh,n—k
on opérateur M agissant sur les densités (gqui sont des fonctions
igsctropes), opérateur dont 1l'expression o%plioite ne fait plus inter-
venlr la dimension n, mals seulement l'orﬁre k de 1la montée. Comme

!

la transformation de Fourier échange les mesures positives bornées et
les fonctions continues de type positif pouvant jouer le rdle de fonc-
tions de covariance, certains résultats dédults de 1'étude dé la mon—
téce donneat des Indications sur les conditions moyennan@ lesquelles

11—k

une foncvion isctrope de type positifl dans R reste dé type positif



dans un espace R" de dimension supérieure. De ce principe découlent
d'intéressants procddés dé simulation permettant de comstruire des
réalisations de F.,A. dans RB par exemvle admettant une covariance
donnée. Pour terminer, nous donnerons plusisurs exemples d'applica-

tions.



17 — LA MONTEE SUR TES LOIS ISOTROPES

Soient n et k deux entiers avec O < k < n, et Pn(dx) une loi de
probabilité isctrope dans R (c'est-a-dire invariante par rotation).

Nous désignerons par

le rayon vecteur dans Rp, et par s, le point de la sphere unité S,

n C s n , .
de R~ assoclé a (X1,...Xn) € R (pour X1,...Xn non tous nuls). Si
Pn({O}) = 0, c'est-a-dire si la loi P, est sans atome & 1l'origine,
la loi Pn est isotrope si et seulement si la V.A. Sy représentant la
direction de (X1""Xn) est indépendante du rayon vecteur T et uni-

formément distribude sur la spheére unité Sn. Si donc nous désignons

par Gn(dr) la loi du rayon vecteur r (mesure positive de somme uni-

t¢ sur RN{0}) et par ds/n w, avec

nn/Q

2
r(3)

la lod uniforme sur Sn’ nous pouvons écrire :

(1=1) P (dx) = G (dr) x 5@%—

n

Tnversement, a toute lol G sur R N\{0} la formule (1-1) associe une
loi Pn isotrope dans Bn et sans atome a l'origine. Dtautre part, si
la loi Pn est la mesure de Dirac dans Rn, le rayon vecteur Ty est p.s.
nul et sa lol est la mesure de Dirac de R . Il y a donc corre;pondanoe
bijective entre leé lois isotropes sur aﬁ et les lois Gn sur m+ des

rayons vecteurs associés, et cette correspondance est bicontinue pour



la ronvergence étroite (il est facile de prolonger cette correspon-

dance & l'espace des mesures bornées isotropes sur R" et celui des

mesures bornées sur R". Blle est alors bijective et bicontinue pour
o0

les normes  |u| et\f lal).

o]

Compte tenu de 1l'isotropie de Pn’ la loi marginale définie

comme la projection de Pn sur un sous-espace & n-k dimensions ne dé-
pend pas du choix de ce sous—espace, et peut &tre identifiée a une

loi P, _ isotrope sur gk (Pn~_k est par exemple la loi de la V.A.

Kk
vectorielle constitude des n-k premiéres coordonnées Xygee X _k);

Nous dirons que P, se déduit de Pn par montde d'ordre k, et nous

-k

définirons 1'opérateur mh n—k (o 1'indice n représente la dimension
, 11—
de l'espace de départ et n-k < n celle de l'espace d'arrivée) par la

formule :

Si L2 présente un atome Pn({O}) a l'origine, Pn—k présente le méme
atome en 0, soit Pn_k({o}).z Pn({O}). Autrement dit, la mesure de
Dirac est invariante par montée. Cette remarque montre que l'on peut

se limiter & 1'étude des lols sans atomesen O.

Montée sur la loi radiale.

A 1a loi Pn k‘est associde la lol Gn du rayon vecteur.rn X ?

k

selon la relation (1-1) complétée par la regle relative aux atomes.

Cette correspondance étant bijective, 1'étude de ﬁn hoy Sauivaut a
, -

celle de 1l'opérateur Mn nelk défini par

’



qui applique dans lui-méme 1'espace SWG(R+) des mesures bornées sur

R, (et laisse invariante la mesure de Dirac).

La loi Pn—k isotrope dans Rn_k est, par exemple, la loi de la

projection (X1,...Xn_k,

. : n
0,...0) du point (X1,...Xn) de R sur le
sous—cspace engendrée par les n-k premlers axes de coordonnées. Intre

rayons vecteurs, on a donc =V et r = i = S~
yons v TS, done r__, r, ( e = 0 siry 0), v dé

signant la projection sur le méume sous-espace du vecteur unitaire

s, €5 du point (X1,...Xﬂ). Or s, est une V.,A. indépendante de r

n 1 n

et uniformément distribuée sur Sn. La V.A, v est donc distribuée sur

(0,1) avec la densité

( k _,

E Bn,n—k(v> - An,n_k Vn—k_1(1—v2)2 (0<v 1)
(1-2) E

( _ oo (n=k) w )

g An,n—k now,

Ainsi., 1la montée sur la loi G du rayon vecteur se symbolise par
? n .

1'éguivalence en loi

(1=2") r =V T

ou v et r, sont deux V.A. indépendantes admettant respectivement les

lois B

et & . 91 nous désignons par - G (r) et -G . (r)res-
n,n—-X “n > 4eRle par 1 -n( ) 1 Jn—k( )

pectivement les probabilités de {r > r} et {r _, > r}, on en déduit

les expressions explicites suilvantes de la montée :



la premicre relation s'explicite ainsi :

00 1 _1§ -1

(1-3) € B \f Gn<du>_J‘un'k‘1 (1-u9)°  an

T r/u
‘et la seconde (en posant u :‘r/V) :

00 K
(1=4) 1 =6, (r) = L rt K~{ ——4%5—- (u® - r?)? u du

' u
ia

En comparant la relation (1-4) avec l'expression (1-8) ci-dessous de

la montée M, sur les fonctions, on voit gque la fonction (1 - Gn_k)/rn_k

coincide & un facteur prds avec la montée d'ordre k de la fonctlon
_ n [ aa - 4
(1 an)/r . Compte tenu de 1'expression (1-2) de la constante An,n—k’

on trouve exactement :

: 1 = G ()

n
n-k n-Xk T n k n
( ) Wy % T Wy T

(1-5)

Adnsi, la montée sur la loi Gn se raméne & une montée sur la fonction

(1 - Gn>/rn.

Fn 1'absence d'atome & l'origine (et on a vu que 1l'on pouvait
toujours se ramener & ce cas) la lol montée Gn L est toujours absolu-—

ment continue pour la mesure de Lebesgue sur R (et admet une densité

S définis presque partout sur R, par la relation

[e¢}

(1-6) gy (r) = Ay 2T jﬂ Gy ldu) uf (uf - ?)
r

=1

rols

(on suppose naturellement 0 < k < n). Celd résulte du calcul suivant,

qui fait apparaltre l'expression (1-3) : pour r > 0, on trouve :



o0 00 c0 1_(_1
Jﬂ Sy k(r) dr = An,k ~{ pm_k'_1 dp -j 2-n (us - p2)2 G (aqu) =
T T
00 k
—n n-k-1 , 2 2.2 !
=ay | ow ¢ (du) 0 - p°) dp =
T T
00 1 3_1
_ n—k—1 . 2 _
Ay V{ Gn(du) s (1 7<) av = 1 Gn_k(r)
T /u

Montée sur leg fonctions,

En particulier, si la 1ol P admet une densité, qui est néces-

sairement une fonction isobtrope de la forme (\/; + oee. t+ X, )

il en est de méme de la lol du rayon vecteur Gn , dont la densité
g, ¢st alors (d'apreés (1-1) et la relation dx = 71 ar x ds)

(1-7) gn(r) =N ow, e fn(r)

Comie la loil G, admet la densité g

n-Xx - définie par (1—6), on voit

que la loil marginale Pn v admet elle aussi une densité isotrope fn 1c?
définie par

| g, (r)
n—k—1

f (r) =
n-k (n-k) Wy

Compte tenu de (1-6) et de (1-7), on voilt alors que f et f sont

n-k

liées par la relation intégrale suilvante :

= k
2

-1
(1-8) : Aw:kwkjfgm<¥-r%

mw au
=X d

r



Adinsi, 11 existe un opérateur Mk (indépendant de la dimension n de

1'espace de départ) agissant sur un espace de fonctions définies sur

m+ et tel que l'on ait

(1-8") f =M f

Nous dirons gue cet opérateur intégral M constitue la montée d'ordre

k sur les fonctlions. Son domaine de définition<ﬂ3M est clairement

k 0
. o k
1'espace des fonctions f mesurables sur R+ vérifiant ~J r If(r)l dr
o)

< 0, 38 restriotionéﬁﬁT exprime le résultabt de la montée Mh
Mn_ 1 , N=Kk
en termes de densité de probabilité.

2 — POINT DE VUE DE L'ANALYSE HARMOWIQUE

Dans ce qul sult, nous désignerons par J la transformation de
. : n . - 'l '
Fourler dans K . 51 P, est une loi isobrope dans R, &, Pn est une
. . | A . T
fonction continue de type positif isotrope dans R, donc de la forme

2 2
yn(\/u1 Fewat un)

: : +
pour une fonction Yy SUur R .

Cette fonction vy, s'explicite comme suit a l'aide de la loi G
du rayon vectear :

n [o0]

1 1
(2-1) Y (p) = 22 P(%) J (2mpr) ° In _1(2 n p r) G, (dr)
' o) 2

Nous dirons gue yn(p) est la transformée de Havkel d'ordre n de la

jpesurs G osur R, et nous 4crirons

Y, = A, o



Par abus de langage, nous écrirons souvent aussi Yy = Fy Pn’ bien

que ce solit yn(\/uf teeat ui) a strictement parler la transformée de

Fourier de Pn' S1 1a lol isotrope Pn admet une densité fn(r) =

o .2 L n—1 e
fn(\/;1i+...+ xn), on a Gn(dr) =nw, T fn(r), et (2-1) se réécrit
comme suit

n o n
=32 7
(2-2) volp) =27 p -[ T JE y (2mopr) fn(r) dr
o} 2

Nous dirons gue la relatién (2-2) représente la transformation de

Hankel pour les fonctions de IR . Par abus d'écriture, nous noterons

en général

Yn = fn
So0lt alors Gn—kAi~Mh,n—k Gt vy = %gn—k G _y « Comme
2 2 e
YH-K(\/;1 +oa.t un—k) est Fx Pn—k , donc vérifie F_x Pn—k(u1"'°un—k)

=3, Pn(u1,...un_k,0,...0),on & : Y, = Yy » SOIT :

- 97 : =

(2-5) < 0oy Ynek gén Gy

Inversement, puisgus é%;n_k Gn—k définit Gn—k’ cette relation est
equivalente a Gn—k = L on-x o

On déduit sussitdt de (2-3) que la montde est un opérateur in-

Jectif et continu pour la convergence dtroite.(En fait on peut véri-

fizr que 1l'extension de la montée & l'espace des mesures bornées sur

B+ est injective et aussi continue en norme).

D'apres le théoréme de Bochner, une fonction continue isotrope

sur R est de type positif si et seulement si elle est transformée




de Fourier d'une mesure positive bornée. Si une fonction est de type

positif dans Rn, sa restriction a4 un sous—espace Rn—k est de type po-

1—K

sitif dans R . Mais, inversement, si l'on se donne une fonction vy

sur R’ et si y(\[u$ touot ui_k) est de type positif dans mﬂ“k,

il

n'en résulte pas en général que y(\/u% tooot ui) soit de type positif

ol
dans R .

Cherchons donc & quelle condition une fonction isotrope y(p)_de

type > O dans Rn_k est encore de type positif dans Gﬁ .

. o +
Solt Gn .. la mesure positive sur R telle que y =

_ n-k Gn—k

D'apreés le théordme de Bochner, vy sera encore de type positif dans
no_. i . ,

R si et seulement si il existe une mesure positive bormée Gn telle

que y = 9@n Gn , donc, d'apres (2-3) si et seulement si 1l'éguation :

admet une solution Gn qui soit une mesurc positive bornée, autrement
dit si et seulement si le probléme de la descente d'ordre k est solu-

ble pour Gn—k{

3 — LA DESCLNTE

Cherchons & quelle condition le probleéme de la descente admet
une solution. En examinant la relation (1-6), on voit que le probléme

est simple lorsque k est un entiser pair. Pour la montée d'ordre 2

(et n > 2), en particulier, on trouve



n-2 uIl— 2

00

(pep) £ J« G, (du)
T

Ainsi, la condition suilvante est nécessalre pour que le probléme de

la descente soit soluble et admette comne solubtion une mesure positive?

Ia mesure G dolt admettre .une densité 8

-2
soit non croissante sur R;\{O}. Cette condition est d'ailleurs suffi-

telle que'gn___z(r)/rn_3

sante., En effet, si elle est vérifide, on peut définir une mesure Gn

sur R \{0} en posant :

K | (r)
Gn(dr)": - (n-2) 72 g (fﬁ%&%;i!) (r > 0)
r .

-

Cette mesure est = 0, et il suffit de vérifier que sa somme est bor—

née, liais cela résulte de

* | . o0 kG (&
1= j gn_g(f) dr = (n-2)J 70 qr J _n_n__Zl -
o 0 T u
G (d U o0 '
= (n—Z)J UL) J 2 = J' G, (du)
O - 0 - '

D'aprés la relation (évidente si 1'on se reporte aux définitions)

M = W (0 < n=k' < n-k < n)

Mn—k,n—k' n,n—k n,n-x!

on voit gu'il est facile d= traiter le cas k=1 pourvu que n > 2.
De My riep 7 Mn—1,n—2 Mn;n—1 résulte que Gn—1 = Mh,n—1 Gn-entraine

G = ] vee G = ' ' . 51 G 13
5o Mh,n—Z Gn avec Gn—2 Mn—1,n—2 Gn—1 Donc, si G, €x1 te,

Gn > doit vérifier la condition relative & la descente d'ordre deux.

Inversement, si G =M G vérifie cette condition, il
n-2 n-1,n-2 n-1 .

iste une mesure = b fe G v’rifiant G =M G donc
exis U1 0 bornée G ve n=o n,n-2 'n
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Mh—1,n—2 Gn—1 = Mn—1,n—2 Mh,n—1 Gn et, puisque la montée est injec-

tive, Gn—1 = Mn,n—1 Gn .

Ainsi, pour n > 2, G é¢tant une mesure = O bornée sur R_ ,

1

pour qu'il existe une mesure = O bornée Gn vérifiant

il faut et il sufrfit qu'en posant

- ” | ~1/2
(3-2) 8 plT) = Ay rn_Z\( G, _q(au) w? ™ (u? - )
. ) I‘ -

la fonction gn_z(r)/rn—2 soit non croissante sur R'N\{O0}. On a alors

G, (dr) = - (n-2) rn—z‘d}(gn_2 (r)/r""2)

Dans le cas n=2, le critere précédent ¢st en défaut, pulsque
M, . n'est pas défini, et il faut prccéder & un examen direct.

soit done G1 une mesure = 0 de somme unité sur R+ s, €t cherchons

a quelle condibtion 1l existe une mesure G, sur R, vérifiant

On peut se limiter au cas ou G1 est sans atome & 1'origine. D'apres

(1-6), G, doit admettre une densité g, vérifiant presque partout sur
=t
00
G.(du)
(3-3) 81(T> = % kf -*éé:::;
T V%?—rg



Effectuons alors sur cette fonction g, 1'opération (1-8) avec k=1
(les intégrales existent, finies ou non, puisqu'il stagit de fonctions

positives). On trouve :

(o] ' (o0} 1

j%(p) _odp %JGg(du) J pdp

: VpPar® 3 o VipPr?) wP-e®)

De
' U 1
J _pdp ] f _dx __ _ z
R — 2
V(%02 (w202 o Va0
résulte alors : _ N
0 o0 .
(3-4) j ¢, (au) :,j g (p) —2e—
T T (Vpg—rz
(0,¢]
Cette relation entralne en particulier~J Gz(du) = 1. Inversement, si
. ' O .
la fonction définie par '
OO N
—pdp___
J nie) T/
T Vp-T

est non croissante, 1l existe une mesure positive G2 de somme unité

vérifiant (3-4). Il reste & vérifier que l1l'on a blen G1 =M, G, oo
b

soit, d'apres (1-4)

' - G,(u)
(3-5) 1 -G, (r) =25 2 du
1 u
S 2 .2
I u -7

Ao

!
i
Eﬁaluong don- le second membre, en tenant compte de (3-4) :
}
|
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00 o 00 ' o -,
o T J 1- G, (u) du _ 2r du g,(plpdp
T u Y T A , —
T \Juz—rz r u u2—r2 u \/;é;uZ
ox [ P d 3
u
=== ¢g,(p) pdp
n 1 V0Par?) (02
T r uV@us-r7)(p"-u’)
| 220 2 2 |
En effectuant le changement de variables t = 55D y On trouve
~u(p-r)
P 1
J du _ 1 dt _ n
) u\/(uz_r2>(p2_u2) 2 or J \e(1-9) 2 or
11 en résulte
[3¢] o0
1- G, () |
2 r 2 du _ - -
— j < T s Jg1(p)vdp 1 -G, (r)
T u-r T
de sorte que (3-5) est bien vérifiée.
Par conséquent, 1l'équation G1 L G2 admet une . solution
?

Gé = 0 sl et seulement si G1 admet une densité g4 telle que la fonc—
00 : . .
tion L( gq(p) —0dp _ <oit non croissante, et la mesure G, est alors

2
r p2—r2

dormée par (3-4).

4 — LES CLAVIERS INFINIS

Soit G(dr) uns mesure positive sur R_, et ¢(h) 1a fonction de
type positif sur R dont G est la mesure spectrale, soit

o0

c(h) = 2 —J cos 2 m uh G(du)
0



Tn désignant encore par C la restriction de C & R", on voit que C(p)
est la transformée de Hankel 9@1G. D'apres ce qul précede, on voit
gque les deux propriétés suivantes sont équivalentes :

|
1 — Pour tout entier n positif, il existe une mesure positive

+
Gn sur R telle gue 3

(4-1) G = Mn’1 G,

2 - v n >0, la fonction isotrope C(p) [ou, plus précisément

/ ,
la fonetion C(\/X? fuwat Xé)

] est de type positif dans R,

-

Lorsgue ces condivions sont remplies, on dit gue les mesures

positives Gn constituent un clavier infini. Pour n > m > 1, on a

v

alors évidemment -:
= G
G = Mom p

Cherchons donc une condition nécessaire et suffisante poui gqu'une
mesure & engendre un clavier infini: La mesure de Dirac sur R+ y 1n-—
variante par montée, engenire le clavier'Gn = §. Supposons donc G
sans atome & 1'origine. D'apres (1-6), G et toutes les mesures Gn

sont absolument continues,., Désignons par leurs densités et par
& 1Y n

fn(r) les denszitds isotropes des lois associées.

: g, (1)

1 -
Wy - 1

fn(r) h

Ces fonctions f, vérifiznt la relation (1-8). Pour k=2, on trouve

oQ

fm(r) = 2% u{ fn+2(u) u du
Ir



Par conséquent, ces fonctions fn sont positives, décrolssantes et

dérivables, et vérifient

0 S B
fn+2(r> - 2 nr dr fn(r)
; B — ; __’ L ot
Fn posant ﬂn(X) = an Vx), on trouve hy o= hn/n. Ainsi, les déri
vées successives de h(x) = f1(\/x) présentent des signes constants

alternés., J1 en résults que h(x) est la transformée de Laplace d'une

mesure pu positive sur m+ :

n(x) = \J e ™ 1 (du) (x > 0)
0 -
donc aussl blen
o0
1 —ur®
fT(r) =3 g1(r) = e u(du)
0
' o]
D'autre part, ¢ étant sommnable, on peut supposer par exemple\[ Gldr) =
= 2 _f f1(r) dr = 1, de sorte que la mesure p vérifie la condition :
o

OOg(du)-: -
I

. . |
En changeant les notations, on voit que f (r) se met sous la forme :

1

00 r
(4-1) | £.,(r) :J e” 20 uldt)
i Vent
Inversement, supposons que G admette une densité gy = 2 f1 de cette
forme. On en déduit aussitot |
o Lt 2
(4-3) (o) = J e 2% Liat)

0]



et les fonections fn ai elles existent doivent &tre de la forme :

00 r2
- e 2 et

o]

5 cause des propriétés bien connues de la loi de Gauss. Wais 1'inté-
grals (4-%) existe toujours, sauf peut—étreAen r = 0, & cause de la
décroissance rapide pour tiO de la fonction Q—r2/2t; Autrement dit
Pour qu'une fonction isotrope C(p) de type positif dans R soit
de type positif dans R pour tout entier n, il faut et il suifit qu'
elle soit de la forme (4-3) pour une mesure p > O sommable sur R_ .
De méume, pour gqu'une mesure = O G sur B+‘engendre un clavier infini
sur BT il faut et il suffit qu'elle admette une densité g de la for-

me
o

2
_ 5 -r</2t p(dt) _
slx) J © V2 nt

o]

pour une mesure p =z O sommable sur R+ . Les mesures Gn admettant alors
les densités

! o0
1

B : -1 - 2t (dt
S ?n JO e/ (2 nt)™/ 2

o _
Exemyles — C(p) = e 2P (0 < o < 2) est de type positif dans E
quel que soit n, les fonctions £ assocides étant les densités des

lois stables isotropes. De méme, pour p > 0, la fonction de Bessel

Clp) = (bp)“K_u (bp) est de type = O dans ®R" pour tout n. Celd ré-
sulte de la relation de Sonine-Schlaffli .

o0

2

» = opad ol | - 2 _b_ 1 _du
(bp) K‘H (bp) =D 2 ;[ exp { u p y2 } u”+1
0 .



En particulier, 1l'exponentielle e“bp vérifis cette condition.

5 — LA MONTEE TRANSPOSEE

Ie montée M est une application (continue en norme) de 1l'es-—

1, nN=kK

pace: >(R+) dans 1ui—méme.<9¢6(ﬁ+) est 1l'espace des mesures bornédes
sur R, dont le dual est 1'espace @b(ﬁ+) des forctions continues sur

*
R, nulles & 1'infini. L'opérateur transposég’Mﬁ va donc appliquer

,n—-%

+ . n EY 2
ZB(B ) dans lui-méme, De méme, Mh n—k applique 1l'espace des mesurces
’ - -

’ 3 n ré -
bornées isotropes sur R dans 1'espace des mesurcs bornées isotropes

n-k , :—* . ; .
sur & . le transpose¢ Mh el appligue donc l1l'espace des fonctions
, N—
. . - s e n-k
continues isotropes rnulles & 1'infini dans R dans 1l'espace fonc-

. . 4] e
tiomnel analogue construib sur R . D'autre part, les re.ations

N A ol ) = A\l
¢ (ar) olr) = E[¢(rﬂ,J

exprinert le prodult scalaire < Pn ,¢ > comme l'espérance de @(Tn),
r désignart 1le rayon vecteur. Compte tenu des reletions (1-2) et

(1-2') on ircuve donc

< Gy ’Iw”‘—k ¢ > = < by p a9 > =
00 1

- S 5 (dr) Jcp(vr) 5, () v
0 0

yrséguent, la montée trancposde admet 1'expression



1 L
B} * 11—~ 1 2\ 2 .
r N ” _ - ‘ r en 57y 1
- r) = v ~¥ vr) dv
() 1) nfl ,J-—l’ CP\ ) 'Ajl,k J (] ) \P( ) !
o
FPoint de vue de_1'Anelysc flarmonique.
8i_o(r) est (en tant que fenction isctrepe) de type positif
N—- K . 5. c e . Tl
dang IR salors gn,n-x 9 ext de_type posgliif dans R .
En efret, solt Xy 1(dr/ la mesure positive sommable sur R+ tel~
1 e t oy 2 { g & T -t G e ST —
le que 1l'on ait o gén-K Xyl ? ¢t soit G_ une mesure positive bor

1ée gquelcongue sur B, v, b
n. En appliguant la fermule de Pargeval, on trouve :
< Gn ? M;,n—k =7 Mn,n—k,gn 29> Mn,hnk Gﬂ ’%Gn—k -k >
< %en« n =X G 0 Yoy >
D'apres (2—3); ort en déduit
< Oy ; Mi,n—h ¢ === Q@n G v Xpx ™ T Gn' An=k >
et var sulits :
(5-2) Mz,n-k ¢ :.%Qh Y-
Adzngi la loi du rayon vecteur associce & la mesure spectrale de o

=% ca transformée de Harkel d'ordre

la

regte dinvariante deng le montée irarnsposée, 9}, en particulier,
Mﬂ,l—k ¢ _est de type positif dans R . En particuller, si la_ﬁranw-
f1 . o ~ nl - L .- n }7 +
formée de fourier dans B de o(r) est une fonction & @ y(p) (crest-
a-dire si la mcsure spectrale admet ls densité @) on a g k(dp)

» T~k n -
= (n-k) ML 1(p) dp. La trersformée de Fourier dens B de

P 4% Vi f —— — —



- — ,
- es fencti :
T ek p est alors la L,pot;on :
n-k) w D (
(5-3) o (p) Sallie S 'S S
n 1w, ¢
n ¢
, |
Opdratioa Inverse. %
i
i
Comme: ces résultats servent de peint de départ au procéddé de
aimulation connu sous le nom de méthode des bendes tournantes, il
cst dintérescant de chercher a quelle condition l'opération inverse

9, étant une forctior donnée sur R, nulle a 1'infini, on
Ll
cherche dene uvze fonetion ¢ € @%( ) telle que :
|
/= N — H
)= = )
\o=4) P, n~-k "n-k !
T 3 q 5 - | - 7| Il -3 -
Yoters d'abord que EE;@p(r)“Sﬁﬁ_Qe type > 0 dens R i1 exist
: n-1: . i ,
toujours ure €% une seuvle Nclat}on @ ¢ R guil est alors néces—
. ) - ;l"" ({ -, a -
sgirewert de type > 0 cang [ . I eifet, s0lt Xy, la mesure = O

3, e A = A = T = . Vg o = % {
porTIAE SUY &+ telle qu P %Ql . D'apres (5=2) Pt el Xy

. . . N - .
est 1'unigue zolution, et d'ailleurs de type = 0 dans R {. Expli-
citons (5-4). T1 vient

1 k —1
;- T—Jk— 2N 2
(6-4") @n(r) AM,A \ffVL 1 (1=v°) @n_k(rvl dv
O
o1 encore
r X .
. o1 n=lk—1 2 2.2 " .
(5=4") plrd = b o j u (r=-u<) ¢(n) du
r—k



Lersque k est pair, le prokleme est facile 4 riscudre., D'apres
1 velation M. = (0 <n' <nt <n), il suffit d'exa-
a relatilon W ] = I/ G n" < nt <n il suffit exg-
relation A o wn',n” n,n" ?

-

Ilg i

miner le cas k=2 pour leguel on a (avec n > 2)

r

2) r2—n\J G0 g(u) du

-2

S
)
il
~
‘;x
|
o

O

Yi—-2

On voit gque r

@n(r) eat dérivable et gque 1'on a alors en r > 0O

=11
r d n—2 \
CPn—?_(r) T -2 dr [x Wn(r)]

Pour k = 4, on utilisera la relation

* ¥
ne1,n n Mye 1,01 Pni

r2—n q r un—1 .
D (r) = =7 ar AJ 1,1 J = ; CPH(LL} du
0 ro-u

Exemple : Méthode des_bandes tournantes.

Soiw Y(x1) une P.A. staticanaire d'crdre 2 sur la droite réelle,
d'espérance nulle et de covariance C1(h). Dane EB , la F.A.»Z(x1 5 XB)
= Y<X1> est ercore stat onnaire, d'espérance nulle et admet la cove-
riarce C(h1,h2,h3) = 01(h1). Désignons par 7  la F.A. d2duite de Z
par la rotation amenanl le vecteur unitalre de 1'axe des X & coin-
cider =vec l= vecheur unitaire s. La covarisnce de ZS est Cs<h) =
C1(< t,8 >). On choisit ensuite n directions s, Boye eS8y unifurmément

1
réparties sur la ephdre unité (somiets ou faccs d'ur polyddre régulier).



dtant mutuellement

Pour chacgue 1, on se donne une F.A. 2 les 7.
+ D S
i 1
ind épendantes, et on prend 72 = Z}ZS . 7 a la covariance
1
C(n) = 2)01(< h,s, > )

i

pev. différente de 1la covariance iscotrope %
S

Gart 2 per z/V 1, orn obtisnt la

1 )
c.( = = \JC < h,s ») ds = ¢, (rv) B v) av
S 0
clest-a~dire
i . I‘ -
(5-5) CB(r) = % j 01(u) du
0
Plus généralement, le passage de R a i par la méthode des bandes
S s . * n . .
tournantes conduit & la covariance C = BE 1 01 dans R, soit expli-
. it
citement
5 -y T n-3
. [N 7/ y
2 1 2 a2y 2 .
(5-5") ¢ (r) = c— — J‘ (r"=u®) ¢,(u) dau
‘ VETER) T g

sang difficulté : pour r > 0, on a

L'équation (5-5) s'inverse

(5-0) ¢ (r) = & [r c5(x)]

Ltéyustion (5=5') st'inverse aussi, quoigue moins facllement
pair. D'aprés ce qui préctde, or sait d'avance que si Oﬂ(r) est de
type positif dens R, lé solution Cq(r) obtenue en inversant (5-5')
est de type positif d=ns R1. Ta méthode des berndes tournantes permet
' yne réalisation d'une F.A. admettant une

donce de consgtrudre davs [B



covarigrie donnge C dés gque 1'on est capeble de ccenmstruire sur la

droite rdéelle des réalicsations de F.A. admettant la covariance C

‘I’
solution de (H5=5').
Donnons quelques exerples relatifs a n = 3,
~ . N ) ~ K 7 . 3 . —ar
a/ Covariarce cxporertielle dans_R”Z — Pour CB(r) = € 7, la

relstion (5-6) montre que 1l'on doit prendre :

N . -axr
(31(r) = (1 -~ ar;e
Cette covariarce se lsisse factoriser par la convolution. Posong en
efifet : .
-ax
(1 - ax) ¢ pour x = 0O
t —
2 ox) =
(%)
C pour x < C
v . . . N
et ¢C_ = C, . Ia feaction 01(X) = 01(lxl) cet dgnle & un facteur prés

au prodult de convelution C+ * C ,commz on le voit par la transforma—

de Fourier. Explicitement, on trcuve 3

C,(xr) = 4 alC_* C_)

Adne?, pertant d'une resure ziéatolre u(dx) doxnt la mesure-covariance
st 06 (par exenple, p(dx) scra un processus de Polsson ponciuel, ou

bien on paertira d'un mouvemert brownien Y(x) et on prendra H(dx) =

~

=4 v(x)), on posera Z = p ¥ C_ , s0i% :

CxJ

N\ - J— \
72{x) = J play) [1 - aly-x)] @ aly=x;
X

- - € rd )
Cette F.A. adret la covarian:e Eé 01(r), et la méthode des »andes

tournantes permet de cconstrulre dans m5 ure réalisatiorn. d'une F.A.



dont la ccvarian cet - e .
4a

\/ *
b/ Supposons que C3 soit de la forme 03': f3 * f., c'est-a-dire
dgale au covariogramme transitil dans BB d'unz fonction isotrope f3

fo(r) = ¢ (\/- [ +x3) de suppert compact ou & décroissance suffi-
sanment rapide pour que f1 = M, f? exiate, Explicitement, cette mon=-

S

tée gtécrit

[o,]
. (r) = 2 n_[ (1) u du
1 0
T
. v .
La relation W, 03 = f,| * f1 , Ou lton a :
(%
W, C.(r) = 2 ’cj w Cy(w) du
2 73
T
done e
q°
4 i, C..j(r) = c1(r)
en 4 r” <

montre gue Cj(r) est a un facteur pres le prodult de ccrnvolution

1
de f1(r) = - 2T fg(r), scit explicitement

r\/‘\/\ —~
—‘O
i
[i e}
> =
) ]
- *
= o

c(x)

On partira donc d'une mesure aléatoire u d'espérarce nulle et admet-—
tunt une covariance 6¢&, et on prendra :
+00

72(x) = | (xy) f3<lX-y|) n(dy)

Cette F,A, zdmet la covarisnce © ¥ C *¥ C = 8 C1/2ﬂ, et la méthode des

bardes btournantes donne une réalisation d'une F.A. de covariance



g C,l2m, dans R3

9 Cgiom, .

Par exemple, pour construlre une réalisaticn du schéma sphérigue

‘AN

R Lo
+
o
o IH
AN
4
Y
o

n = (1 - %

on partira de 1'indicatrice de la sphere de diametre a

a
1 sglr < 5
ig(r) =
O sir > %
dore de la F.A. @ i
v 2
ANl 2
ﬂX):j (z=y) n(dy)
x- 2 ‘

}

et la réthode des bardes tournantes aboutira a,la covariarce

7

4
) ]
8 a” ( 5 T 1 r” 3
- S O B Rt daens R7.
12 ) 2 a 2 a?’ -

La montdée transposée sur les Tfonctlons.

. , - o o . A, + : ]
4 1'opérateur I défini sur les fonctions £ de R on peut asso-—

Adéfinl par :

k
. By A/'-
cier son transpogé Mk

<M, Ty ¢o>= <, M ¢>

Vik ey

Explicitement, on trouve :



0 00 k

-
< M, T, ¢ >= @(r) dry E oy £(w) (HL—TZ)Z u du =

£

u
= % wy u f(u) du .J o(r) (u2~r2)2 dr

O O

Par conséquent, l'opérateur I stexplicite ainsi

X k
= -1
(5-7) M, plz) = ¥ w X o(r) (x —r%) dr

¢}

11 reste & préciser les domaines de dérinition. Pour Mk il est com-

mode Ge s restreindre & 1'espace des fonctions f.sur R telles que
(r) soit povr Lot ertler n > 0 la denslté d'une mesure bornée sur

R, clest-a~dire les fonetions I mesurables sur R vérifiant pour

(&0}

| s 01 .
tout o> 0 la condition _[ r |£(x)] dr < oo,

<! o)
On peut-alons prendre povy ¢ L'cspsce des fenetions contlinues sur B+-
et 3 croissdnce lente (clest-A-dire vérifisnt une majoration de type

: ; " _ L i

lo(r)| < a %‘b v pour un entier m). Il est alors pogsible de préci-

3!

*

- ‘J . - n * .
ser les I@léGlOHS existant cutre My et I, ., pour n > k. 51 une
' -9 -

‘ L s : . n -
fonctlion £ = f est considérée comme une densité dans R, elle est

.on
ceocide B la mesure —eadisle G (dr) = -1 ( P
segocide a la mesure radiale G { r) =nw, T fn\r) dr-sur R, .
Alors G . o= W 0 est la mesure radiale associde & 1lg mesure
N4 n,n—-k 'n
e . L an=k ) ! o
de denszivé fl“ K Mk fn dars IR . On peut donc écrire :

{ n
; wIl 1

W, o = ( r)=1
W & (=E) w _

(r f(r) dr)

— M
. n,n—k

|
|
i
Par suite, on peut dcrire symbtoliguement :
i [

oG 1]

T P 1 R S

- W , [ 8 = . v ( ~ e - >

< “k ¢z <M, Ty 9> (r=-k) k < Mﬂ,nwk‘r tlr) dx), ru—k—1
=X .

m "
<, v :
(n—-k) W, 1 ’ b ,n=k _ n—=r—1



. .
dAleu

% 0wy -1 :
W, ¢ = —T r i _ ——(’L__ —
k (n-k) w, _y ﬁn?n ko n-k-1

Compte tenu de (5=1), on retrowve bien (5-7). hiais 11 feut s'assurer
. & n_k—1 = . : ~ - B '1* .
gre /T est bien dans le domaine de M . 7 -«
Rl

1
H

Etudions maintenant le prcobhldme inverse : une fonction ¢ étant

deornée, existe—-t—=11 ure fonction ¢ telle gue :
*
(5-8) . b= 9

Pour k=2, le probleéms est facile & véscudre, car (5-8) se ré-

duit a ¢
' X

p(x) = 21 x u[ o(u) du

O

Done ¢(x)/x doit admettre une dérivée continue & croissance lente,

et on a dors :

Pour k=1, s'll existe ¢ continue a croissance lente telle que ¢ =
1, le relstion M. ., = il I, entraine M, ¢ = i, 0 aé
b9, le reiation My, =i I, entralne i, ¢ = o P n en dé-
duit
* X
M, ¢
o ( -1 4 1 - 1 4 d du
g (x) 2n  dx X T dx b(u)

]

: X
Ioversemrent, supposons gque lg fonction_~f ¢(u)
' 0

du
: \/Xz_;E

dérivée continue & croissance lente. Alors, la fonction ¢ définie

admette une

par



t

. . * » - . .
véritie M1 p = ¢o En effet, il suffit de montrer que 1'on a < g,¢ >
= < Md g, v > pour une classz g suffisamment riche. D'apreés les pro-
priétés de la sransfeormation de Laplace, ¢ est déterminde par la fonc-
~ “ ar® —ar? 7 -ar®
tion $(a) = e ¢(r) dr. Pour g = & onal, g=\=c¢e .
T & ’ 1 a
0

11 suffit done d'établir la relation

cC

2
~ T —ar
G(a) = ,[ »/; e o(r) dr
0
Or on trouve : ‘ -
[eN] - o0 2 ' X
e —g —yyr 3
\ﬂg y o™ o(x) ax = 1 J e~ g <1S 4w du =
o Ta 0 \VXg—LZ
00 > X 0 co
_ .23 jKQ_aX 0 j o) au _ \/a j*l'(u) o [ omex® _oxax:
o - ~ PO, ,]_: : 4 . ~- .
\ 7 o 0 \[xg—uz o) 1 V;Z—u2
- /2 J blu) iy gle) dan = J o) e qu = §(a)
0 _ 0
*

6 — APPLICATIONS

VEFEN ’ - . | s
Nous avons déja rencontré une apelication de la montée transpo-

s . . ’ : : T1 ft -
adée a la simulation d'une F.A, dans R par la méthode des bandes

tournarntes., Voici d'autres exemples,




6-1 ILes Doublets de Ph. Cauwe.

Donneng—-nous @aﬂs.ﬁp‘deux hyperplans paféllé%es. Nous sup-
nosons que le vecteur unitaire de la rormale & ces hyperplans esf
uniformément dzq#rlbue sur la sphere unité, et que la distance rﬁ de
ces deux ayperplans est indéperdante de cette dlrectlon et admet la
loi Fﬁ(dr). Dans un sous—espece a n-x dimensions (que 1'on peut iden-

o N -X
tifier a RO

n . .

nos dsux hyperplans de ® induisent deux hyperplans
n--k . . N o s

de R dont la normale est unifcormément distribuée sur la sphere

wmits de BF, ot dont la distance -r _; est indépendante de cette

, . o
direction el admet la loi induite Fn_?(dr). Cormme on =a Th-k = ?? ’

-k

;oo . . Tl '
v désignant la projection sur K du vecteur normal unitaire des

hyperplans de Ep, ort trouve immédiatement :
1 d 4 '
1 L V(I) _j <1— Fn<v?)> Bn,nek(v) dv
0 -

Autrenernt, la lol induite se déduit de la 1oi'Fn par la relation 3

(6-1) R T (1 - F)
Celd s'écrit sous forme dguivalente
, (n-k) w
- _ =k 1 * 1—k=1
(6=11) T= Fpx ™ now, o My L O_Eh)]

Ies résultats du paragraphe & permettent, inversement, de re—

constituer - P & parti £ 1 .= T .
3 ier 1 k. a partir de 1 %



6--2 Un exemple de Filtre Morphologique.

Cet exemple, rencontré par F. Conrad, conoefne un fermé
aléatoire de 82 cémprenant d'une part ur réscau isotrope de droifes
poizsonierues et de l'autre les restrictions & chacun des polygones
poissoniens associés a ce résesn d'aufant de schémas booléens sta-
tionriaires mutuellement indépendants dont les grains primaires sont
des segments de droite. Fn désignant respectivement psr Q(Cr) et
Q<Br) les probabilitéds pour que le cercle:C_r et le disque B, ce dia-
métre T soient disjoints de ce fermé aldatoire, on vérifie que le
raprort Q(Cr)/Q(Br) ne dépend que des caractéristiques du schéma

boolden, d'oll possibil 1La de filtrags. Explicitement, on trcuve :

- F(x)] Vr2—x2 ax

\ Qe ) _—
(6-2) olr) = log QT——j- = )

=
|
D
ot
H

(6 est 1a densité, inconnue, du schéma boolden, et T la loi de la
longueur du segment de droite constituant le grain primaire, loli éga-
lement inconrue). le probldme censiste & déterminer 6 et la lol F

connaigsant @(r). Fn comparant avec (5-7), on voit gque cette équation

cp(r)=e“4r - -8 M (1-F)

4 mr

On en déduit :

’% -
* 3 ey
2w, (-1 = 1 [0 5E - 1 og(m)]

Soit explicitement :
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2), la

‘notre dgustion s'écrit donc i

J 1

O

2
T 0 U

4

um du

X2—'ll2

~- o(u)]

avec d'silleurs (o) = 0 d'apres

b'e

en ¥, ce qui donne

X

(6=2") 8 [1 - F(u)] au

2

Jo

% (o) +J [

L[

fonction ¢ est dérivable. Ie seccnd meitbre de

.«

X

8
2

O-

(6=2). On peut'dcno dériver (6-2')

X
T B

2

U

V;L-uz

olle

u - ¢'(v)]

et une nouvelle dérivation permet d'en déduire F(u).

6-%

-

dpanulométries de Boules (cas des lames minces)

n P ' -
Donnong=vious Np boules dans R, ¢t désignones par Fn leur

grarulométrie (N [1 -

5 un sous—espace

Yi=—

metre = x). So0it

k

orthogonal (identifiable 3 R™) et E__

Fﬂ(x)] est donc le nombre des boules de cila—

. . . 1
a n-k dimensions de El ’ Ek son

(z) la (n-k)-variété linéaire

paralltle 3 B _, et passant par z € E,. Dans chaque En—k(z)’ nos

boules induisert un noinbre Nh_y(z) de (n-k)-boules, dont Nn—k(Z;X)

ont un diametre = x. Posons

z

)

)

On note que N, _,

ezt la gramilométrie deg ooules induites dane R .

5 la dimereion d'ua k-volume. Fous dirons que 1 = F_ X

Y1 K. N

My et E,

L

-~k sont

ué - p'(u)] V;z—uz du



cennues expérimertalement des que l'on a pu faire des observations

sur un nomkre assez grand de "sectlions" En_k(zi). On se prcpose de

- ~ L y 3 T ~ o . . ‘
reccnstituez hn et Fn_a partir de Nn—k ’ Fn—k'

1 L n
Censidérons une boule de diametre Xy dans R , et calculons sa

contribution & N ¥ et ¥ 1 Pour x_ < X, cette boule n'induit de
T—- Tie=
(ri-=%) = beoules de dlametre = x sur aucune seotion,En k(z). Pour

¥ = x, elle induit une (n-k)- boule de diametre = x sur En—k(z

o}

dis que z € Ey gppartient A 1la k- boule de diametre Xg ~ x° centrée
. ; . o , n S

au point de B, ol se projette le centrs de notre boule de R~, Ainsi,

I
k

le contribubion & Wy [1- 7, k(x)] de notre beule de diameétre x

0
cat @ ' -
0 sl x, <X
x
-k 2 2y 2 L .
2 mk(xo x) 5iox, Z X

On er déduit aucsitdd

[y
e

e k

: -k 2 2.2
Nn—k [1— Fn—k(x)] - Nn s 2 ;E (y %) Fn(dy)
bid

et, en effectuant uae Intégratlon par partie :

k * £y
v -— 1 b -' = 7 b—l-:- E— 3 2-— "2 2
Bn_k[1 nn_k(x)J N, G -j [ jn(y)] (y=x°) y dy
£ ){ .
Aatrement At s
z T o -k ‘ —
(6-32) LSS (1‘— Fn_k) =N, o2 I, (1 Fn)

Tee résultats relatifs & 1l'inversion de la montée d'ordre k permettent
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dene de reconstituer Nn_et F & partir de M . et By

0

6-4 Granulométric de boules (cas des lames dpaisces)

. n
TDonnors—-rnous des boules comme dans 6-3) dans l'espace R,

et prencns k=1. Au lieu d'hyperplans En_1(z), 7 € E1 , nous dispo-

sons pour faire nos observations de bandes E/ 1(5) x [h], ol [k]

est la rtoule de dlamatre n dans F, cerntrée en O (bandes_ d'épalsseur

o n .
h s 0). Quand une boule B de R rencontre une telle bande, la (n-k) -

boule cheservde est la projecticn sur E_ﬂ_1 de ([h] X En_1(zi> N3B .

Désignens encore par Nn-1(z) le nowbre de ces boules ainsl observées
et par Nq 1(Z;X) le noubre de cellew dont le diametre appareat est

> X. Le

63}

relations (6-%) définisscnt ensulte N _, et T4 quantités

observables dont il s'agit de déduire Nn et F,o-

7 N ) = - Y . by ],J.
Oonsiddérenz & nouveauw une boule R de dianmetre X dans R°. Pcur

L4

x, < %, Bn'apporte aucune centribution & N _, [1- F%_1(x)]. Pour

[

x = x, la orojection sur E _, de BN (En_1(z) x hl) a un diametre

. : Vol 2
> x des que z € E1 tombe dars un segment de longueur h + X, TX .

Enl

Aivsi la contrioution de B a W, [1- T, 1(X)] est s

¢ pour x < X

—
o+ V%‘ - % pour x = X

€3}

.

—
7o x°) F (dy)

<

=
=
!
N
—
N
.
v
i
1
—_—
—~~
>
S
L)
I
M
TN
=
4+
<z



2 2

[e e]
(6—4) w [.-;_ w (K)] = Nn h [1— Fn(x)} + NTJ [1— F}l(y)] YAy
he v o-%

ou ericore

(6=4") N (1=

— T — { ;I}.
e n_1) = 1M (1- 7 ) + 5 M

In

1 (1= F_)

Pour résoudre cette dgquation, considérons plus généralencrnt 1'égua~-

Pour étudlier 1'unicité de la solution £ (si elle existe), examinons

‘e rnoyau de l'opératcur A + M

1 51 une fonctiocn ¢ vérifie g + M1 P
= 0, o a anesi A M, 9 + W, 9 = 0, c'est-a-dire :
2
L, 9= A" 9

Soit, explicitement :

0 -

2 ﬂ¢[ p(u) u du = KQ o(r)

r

o est donc dérivable, et vérifie 1'éguation différentielle :

2 ox olx) + %2 o'(x) =0
Donec o est de la forme 3
i r2
. - TS 7
o(r) = C € A

Inversemnert, dtaillieurs, les fonctions de cette forme vérifient bien
; 2 .- s . :
M2 ¢ = N @. D'aprés les prcpriétés de 1l'exponentielle de Gauss, la

montée d'ordre 1 donne :



Ainsi, la moritde d'ordre 1 n'admet que des valeurs propres = O. En

particulier, pcur A = 0, 1l'égquation A f + M,j f = 0 n'a pas d'autre
gsclution que £ = 0 et 1a soclution de 1'équation (6-5) - si elle exis-

te - esl unigue.

Pour établir 1l'existence de cette solution unigue, considérons

d'abora 1'éguation

(6-6) M, 0~ 2e p o=

(0]}

-

Er posant H = M, h, cette équation s'explicite :

5]
[

8]
’ “ YI'
H{x) + %E - XL = g(%)

ot admet la golution gériérale :

5 2
x E (%) - L
H(x) = 2%_f s(y)e™ yay+ce P
A O

Tn

H(x) est® donrc dérivable, et H = M2 h entralne :
{

-~ I" ) :

Ainsi, 1z solution générale de (6-6) est

o 2
. X 12(y2-xg) - n§§
(6-7) h(x) = éﬂ-‘J c(y)e™ yay - 12 ex) +c e P
(N A

Lt

Mais 1'équation (6-6) s'éerit aussi :



effectivement

[GY

selution de (€6=5). Comne M, e = A €
2

L
T3

ooe !

2 )
2L e T s
oo X (3] — — Y
oo~ D ¢
( “ ‘\\ B

ntinflus pas gur Lltexpreseion de T, Txplicitement, on

1
+ = (%)
AN



