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COMMENT TRANSTATER IES CATASTROPHES
ou
LA STRUCTURE DES F.A.I GENERALES

C - INTRODUCTION

Dans ce qui suit, je me propose de caractériser upe classe de
fonctions aléatoires intrinséques plus générales que les F.A.I.-k,
seules utilisées jusqu'ici. Rappelons d'abord quelques définitionse

Soit A un sous-espace vectoriel de l'espace G, des mesures i
support compact dans R™. Ies mesures A € A seront appelées mesures
"autorisées" ou "admissibles". (Dans les applications, les mesures
A € A sont li plus souvent des mesures & support fini, i.e. de la
forme A = 7 Ay éx . Comme I Af = E?hi f(xi) pour toute fonc-

: i=1 i
tion continue f, il s'agit, en somme, simplement de combinaisons

lindaires finies).

H désignant un espace de Hilbert de variables aléatoires, on
on appelle F.A. généralisée (sur A) une application linéaire Z de
A dans H. Pour définir la continuité d'ﬁne F.A.G., nous devons mu-
nit A d'une topologie. Nous utiliserons exclusivement la topologie
induite sur A par la topologie faible de Sﬁ% (dans cette topologie,
une suite Ay tend vers O dans A si et seulement si xn f - 0 pour
toute f appartenant & l'espace & des fonctions continues.)

Dans tout ce qui suit, nous considérerons uniguement des F.A.G.
continues sur A. Il est immédiat que si A n'est pas fermé dans‘sq%
toute F.A.G. 2 continue sur A. Il est immédiat que si A n'est pas
fermé dans @465, toute P.A.G. Z continue sur A admet un prolonge-
 ment unigue sur l'adhdrence A de A dans Sﬂﬂé par une F.A.G. conti-
nue gque nous désignerons encore par Z. Ceci revient 4 dire que l'on
peut, sans inconvénient, supposer que l'espace A des mesures auto-
risdes est fermé dans @460 (pour 1la topologie faible). Or f?%% est
le dual topologique de l'espace ¢ des fonctions continues sur B"
(muni de la topologie de la convergence uniforme sur les compacts.)
£n désignant par ¥ ¢« @& 1l'orthogonal de A dans € , on voit que les



mesures autorisées A sont caractérisées par la condition :

A € A si et seulement si Jk f =0 pour toute f € 3
Cet espace ¥ de fonctions continues joue le rbdle d'un espace
de "dérives" . |

A toute mesure p € IMG,, on peut associer la mesure T, B trans-
latée de p par le h € R'. Elle est définie par :

[emy w2 = J2em) wan ()

Si Ty A € A pour tout h € R" et tout A ¢ A, on dit que l'espace A
est invariant par translation. Dans tout ce qui suit, nous suppose-

rons A invariant par translation. Z désignant une F.A.G. sur A, po-
sons, pour tout x € R" et tout A € A

Zh(x) = Z(7, A)
Si, pour tout A € A, la F.A. x - Zx(x) est stationnaire d'ordre

2, on dit que Z est une fonction aléatoire intrinsdque (F.A.I.) sur
A.

Cette définition n'a, évidemment, de sens que si l'espace A est
invariant par translation. Ie premier probléeme & résoudre, pour
étudier la notion de F.A.I., va donc consister & caractériser la
classe des espaces A invariants par translation. Notons d'abord
ceci : si f € ¢ , désignons par 7, f la fonction x - f(x-h), trans-
latée de f par h, et dcrivons <p,f > au lieude |uf (fe @ ,

i 6.3%%). D'aprds la définition de 7, 4, on a :

< Ty M f>=«<nyp, T_h fs

Si donc ¥ ¢ @& est 1l'orthogonal de A c..%(gc, les espaces Ty A
et T 7 sont orthogonaux pour tout h € RY. Par suite, l'espace de
mesures A est invariant par translation si et seulement si son or-
thogonal, c'est-a-dire l'espace fonctionnel F,est lui-méme inva-~

riznt par translation.



Dans les applications, le cas le plus utile est celui ol 1l'es—
pace ¥ des "ddrives" est de dimension finie, C'est & 1'étude de ce

cas que nous allons nous attacher ci-dessous. Dans un premier pa-
ragraphe, nous montrons que tout espace fonctionmel de dimension
finie invariant par translation est nécessairement constitué de
polynomes exponentiels. Nous en déduisons dans le paragraphe Sui—
vant, mais seulement dans le cas de l'espace R a une seule dimen-—
sion, la caractérisation des F.A.I. associées, ainsi que la repré-
sentation spectrale de leurs covariances généralisées., le cas de
l'espace 4 n > 1 dimensions, moins simple, sera ensuite examiné.



1 — CARACTERISATION DES ESPACES FONCTIONNEIS DE DIMENSION FINIE,
INVARTANTS PAR TRANSTATION.

1.0 = Soit ¥ un espace vectoriel de dimension finie k consti-
, . n . .
tué¢ de fonctions mesurables sur R, espace fonctionnel supposé in-

variant par translations. Je désigne par fe, £ =1, 2,.,k une
base de x. Par hypothése, pour tout h ¢ m?, il existe une matrice
BE(n) telle que

(1-1) fe(x+h) = Bﬁ(h) £9(x)
Ies translations formant un groupe commutatif, on a :
B(h) B(h') = B(x') B(h) = B(b+h')

En particulier B(-h) est 1l'inverse de B(h), qui est donc régu-
lier pour tout h ¢ R™.

Ies B{(h), en tant que fonctions de h, somt d'milleurs des &1é-
ments de %, soit

(1-2) Bg(h) =t 5'(n)

ss'!
] ¢ .
avec @Ges constantes Tss' convenables.
Pour le voir, utilisons le résultat élémentaire suivant : les

£¢ étant linéairement ind épendantes, on peut trouver k points

X¢p 3= 1,2,...,k tels que la matrice des fg = fe(xt) soit régu-

liére. Partant alors de :
o R4 s _ .t r
f (x.xt) = Bs(x) £y = Br(Xt) £ (x)

. ¢ N L
on voit que Bs(x) se met sous la forme d'une combinaison linéaire
X T
des f (x).

1.1 — Différentiabilité. Nous allons maintenant montrer que

les fonctions f € ¥ sont nécessairement différentiables. Compte
tenu de (1-1) et (1-2), ce résultat impliguera aussitdt que les



f € ¥ sont indéfiniment différentizbles et que toutes leurs déri-

vées appartiennent & F.

Pour le voir, considérons une fonction ¢ € p(indéfiniment déri-
vable & support compact) de sorte que pour tout f € ¥, la régula-
risée

2,(x) = j¢(a) £(x+2) dE

(qui existe, puisque f est mesurable) est indéfiniment différen-
tiable. Je dis que cette régularisde f est elle-méme une fonction

de %. En effet, il suffit de le vérifier dans le cas des fonctions
de base., Or, d'aprés (1-1), on trouve :

(13) 2l = (fe(e) B(E) a8) £2(x)

e
Donc f- € F.

P

Disignons par Fq le sous-espace de ¥ constitué des f indéfini4
ment différentiables dans F. Soit kd < k sa dimension. 11 faut mon-
trer kd = k. Supposons donc kd< k. Nous pouvons toujours cheisir
les fonctions de base f‘ede % de maniere & ce que (f1,f2,...,fkd)
e

constitue une base de Far les £, € > kd engendrent un espace sup-
plémentaire de Fa dans ¥ ne contenant aucune fonction différentia-

ble.

Or, pour tout €= 1,2,...,k et tout ¢ € B, la régularisée fg
est dans 73, d'apres (1-3). On a done & :

4 .
foce) 3.(2) az = o (1 =1+ kypeenyk)
Comme ceci a lieu pour tout ¢ € § on déduit que pour tout

is kd et tout € = 1,2,...,k le terme Bf(g) est nul presque par-
tout dans ﬁp. En particulier, le déterminant de la matrice B(h)

est nul pour presque tout h, Mais on a vu que la matrice B(h) est
toujours régulidre, de sorte que son déterminant ne peut pas s'an-
nuler. Par suite kd = k, c'est-a-dire Fg = F 2



1.2 = Pour fixer la terminologie, nous dirons gqu'une fonction
n . .
f sur R est un monome exponentiel si elle est de la forme

k, k k

2
f(x) = x11 XpTeee xnn exp(Z)xi xi)

(k1,...,kn entiers = O, Mpseseshy complexes quelcongues). De méme,
on dira que f est un polynome exponentiel simple si

f&)=ﬂﬂem(2hﬁ)

ol P(x) est un polynome en x = (x1,..;,xn). Enfin, on dira que £
est un polynome exponentiel si elle est somme finie de polynomes
exponentiels simples.

Dans ces conditions, nous allons établir le résultat suivant :
Tout espace F invariant par translation et de dimension finie est
constitué de polvnomes exponentiels.

a) Considérons d'abord le cas n = {1 (fonctions f(x) d'une seule
variable x). D'aprés le premier paragraphe, les f € ¥ sont dériva-
bles, et les termes de la m trice B(h) de la relation (1-1) sont
dans ¥, donc sont dérivables en h. Dérivant (1-1) en h et faisant
h = 0, on voit que les £évérifient un systeme d'éguations diffé-~
rentielles lindzjres et homogeénes du type

:
(1-4) A pbss

la matrice A = B'(o) étant indépendante de x. On en déduit, d'apres
la théorie classique, que les f E(et par suite tous les éléments de
7) sont des polynomes exponentiels,

b) Toujours avec n = 1, nous allons é&tablir un résultat plus
fort, qui constitue une caractérisation compleéte de nos espaces F:

Tout espace ¥ de dimension k, invariant par translation, cons-
titué de fonctions sur R s'identifie & l'espace des solutions
d'une édquation différentielle d'ordre k, linéaire hcmogene et

by

a coefficients constants - et réciproquement.



Pour montrer cela, il suffit de démontrer que ¥ est engendré
par un nombre fini de systémes complets de monomes exponentiels

du type : :
AX AX k -1 A X
e P y X € P, x?P e?

(avec 20 kp = k). Car alors, en posant
P

, k
i(s) =) 1 (s-r_) P
p P

et en désignant par L{(D) lt'opérateur obtenu en remplagant s par-§; ’
il y aura bien identité entre ¥ et l'espace des solutions de 1'é~-
quation '

(1-5) L(D)f = 0

Tout se rameéne & montrer que si f € ¥ est de la forme

_ AX
(1-6) £(z) =% P (x)eP
P p

avec des complexes xp distincts, chague Pp désignant un polynome
de degré k;1, alors, pour chagque p, tous les monomes

i=0, 1’---(kp-1)

sont dans F.

~ Considérons d'abord le cas ol il y a un seul terme dans (6),bsoit

£(x) = P(x) eM¥

et raisonnons par récurrence sur le degré de P : le résultat est
vrai si P(x) est une constante. Supposons-le établi pour tous les
pclyrnomes de degré < n, et soit P un polynome de degré n+l. On a
vu que f € ¥ entraine f' € ¥, Donc :

2

i

frx) - » f£(x) P'(x) eMX

s N , 1 _Ax
est dans 7. iais P' est de degré n. Donc, tous les monomes X €

i =0,1,...sn sont dans ¥, d'aprés lthypothese de récurrence.



AX e . . .
est une combinaison lindaire de tels monomes -

n+
il exx, ce

Comme f(x) = P(x) e
plus un terme (non identiquement nul) proportiomnel &
dernier monome est lui aussi dans %.

~ Supposons ‘le résultat établi si la somme (1-6) contient n termes
(p = 152500.4n). Soit A différent des Agseessh, » €t supposons que
n AX _ |

f(x)= 2 P(x)eP + e

p=1 P

soit dans ¥. Alors

£r(x) - A £f(x) =

. _ héx
. [PP(X) + (xp-x) PP(X)] e

M=

1

AN :
est dans ¥. Comme A # A_, le polynome (xp-x) Pp + Pp‘a le mere degré
k-1 que P_. Donec, d'apres 1'h{pothése de récurrence,;pour chaque
P_ 1Y i pX . : -1
P = 1yee.9nty, les monomes x e y 1 = 0,1,...,kp sont dans F.
Comme £ € ¥ , exx est elle-méme dans ¥.
~ Si maintenant 3 est de la forme :

A
f(x) = Pp(x) e P + Q(x) M

ie
I ™MB

1

on achéve la démonstration par une récurrence sur le degré du poly-
nome Q. ‘

Notons enccre que les Ap et les k_ sont univoguement définis

par la donnée de la matrice<Af

tiel (1-4). )

qui figure dans le systime différen-

. ALX ' :
. . - i
En effet, les monomes exponentiels x e P forment une base de

1'egspace ¥ et se déduisent des f( par une transformation linéaire
réguliére. Il est facile de voir que cette transformation met la
matrice A sous forme triangulaire : autrement dit les hp et les

k sont les valeurs propres et les ordres de multiplicité corres-
pondants de la matrice A. '

. . : n . '
¢) Abordons maintenant le cas général d'un espace R & n > 1
-dimensions. '




=0

Ies fonctions f € ¥ étant différentiables, d'aprés le bremier
paragraphe, on voit, en utilisant (1-1) et (1-2), que les fonc-
tions de base f evérifient un systeme d'équations aux dérivées

partielles de 1la forme :

(1-7) 9-5%;&_3‘-)- = a5 £5(x)

1

1,2,...,1’1 ;e,S = 1,2,..-,1() I‘EPré—

Ies constantes Afs (i A
sentent les valeurs en x = O des dérivées partielles 54%— B, (x).
i

Fixons les n variables X4 a4 l'exception de l'une d'entre elles,
par exexple la derniére X,y SO0it 3

Xi::ai ’ i= 1,2,..0,n—1

les fonctions & 1 seule variable x — f (a1,...,an_1 ,Xn),
f € ¥ constituent un espace invariant par translation auguel s'ap-
pligquent les résultats a) et b) ci-dessus. Ce sont donc les solu-
tions d'une éguation différentielle du type L(D)f = O. Conmme la
matrice Aﬁs de 1'équation (1-7) ne dépend pas des valeurs Byress
3392, 4 » SEs valeurs propres A_ et leurs ordres de multiplicité
kp n'en dépendent pas non plus (d'aprés la remarque faite & la
fin du paragraphe b). Far conséquent 1l'espace défini par L(D)f = O

est indépendant des valeurs Bqree92 . Autrement dit, si 1l'on

n-1
désigne par ¢8(Xn) les monomes exponentiels solution de L(D)f = O,

on voit que toute fonction £ € ¥ est de la forme :
f(x) = C,(x x ) ¢%(x)
e 1,..., n-1 (P n

On zchéve la ddmonstration par récurrence sur la dimension n,
en utilisant le lemme suivant :

1 ]
Soit f(x,y) une fonction sur RP'P® = RP x B® , avec x € ®? ,
\]
v e RY. Si f est de la forme

£(x,y) = Cpx) 25()

les £ edésignant des monomes exponentiels en y, et si, a y fix$,
£{x,y) est un polynome exponentiel en x, alors f(x,y) est un



-10~

polynome exponentiel par rapport 4 l'ensemble des variables. On
le voit en choisissant des points Y tels que la matrice fe = f
f (y ) soit regullere (ce qui est p0831ble, pulsque les monomes
exponentﬂels f (y) sont linéairement indépendants).

- .
f(x, ys)'- Ce(x) £
“on déduit alors que les CQ(X) sont de la forme :

— S » | |
C,(x) ._}SJ D, £(x ; Yg)
Ce sont donc des polynomes exponentiels en x. Comme le produit
d'un polynome exponentiel en x par un polynome exponentiel en y
est un polynome exponentiel en (x,y), le lemme en résulte,

1.3 = REMARQUE -~ Contrairement & ce qui se passe pour n = 1,
dens le cas n > 1, l'espace ¥ n'est pas forcément engendré par des

monomes exponentiels,
Exemple : soit n = 2{ L'espace engendré par les fonctions -

15 X353 X2 + y2

est invarient par translation, Mais il ne contlent pas les monomes
x° et ya (ni xy).
La remarque ci-dessus laisse prévoir que l'on rencontrera certaines
difficultés pour étendre au cas général n > 1 les résultats obtenus
dans 1l'espace & une dimension. Toutefois, lorsque n est plus grand
que 1, l'espace ¥, sans &tre obligatoirement engendré par des mo-
nomes, est toujours engendré par des polynomes exponentiels simples.
Plus précisément :

Si lt'espace ¥ contient une fonction f de la forme :

(1-8) f(x) = 7\ P (x) exp (h x)

o p=1

ol les Pp sont des polynomes en x et les (A _x) =Y Al x, des

P . p i
i
formes linéaires (réelles ou complexes) en x toutes distinctes

alors chacun des termes Pp(x)-exp (xpx) appartient & 3,
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On le voit en faisant un raiscnnement par récurrence sur le
nowmbre de termes simples figurant en (1-8). Le rdsultat est vrai
pour q = 1. Supposons-le établi pour toute somme d'au plus g poly-
nomes exponentiels simples, et montrons gque le résultat subsiste
pour toute scmme de q + 1 termes simples.

a) Soit, d'abord f € ¥ de la forme :

(1-9) £(x) = ¥ P(x) exp (Ax) + exp (Ax)
p=1 b P

avec des vecteurs A_y, A tous distincts. On choisit un vecteur a
tel que les nombres (Apa), (ra) soient tous distinets, et on dé-~
-finit 1l'opérateur Da de dérivations par :

_ d
by 9= %?ai 5—%;

en particulier Da exp (bx) = (ab) exp (bx). Soit k,~1 le degré du
polynome P1 figurant dans le ﬁrémier terme de (1-9). Appliquons

a £ l'opérateur (Da - (a X1)) ! qui annule le premier terme de

la somme (1-9), et transforme les autres termes en polynomes ex-—
ponentiels simples de mBme degré : comme (Da - (a h1) Ve xet
que cette fonction est de la forme :

y

,1{1

>0 (x) exp () + (a A-n) | exp ()

p=2

‘1'hypothése de récurrence montre que l1l'on a exp (Ax) € ¥ (puisque
(a, x-—x1) # 0).

b) Supposons maintenant f € I, avec cette fois :

f(x) =

o
i Ma

’Pp(x) exp-(xpx) + Q(x) exp (Ax)

On a vu gque Q(x) exp (Ax) € ¥ si le degré du polynome Q est O.
supposons établi que Q(x) exp (Ax) € ¥ lorsque le degré de Q est
< kX, et soit k+1 le degré de Q. Comme

(Da— (ar) )T = p}ij1 [Da Pp + (a, xp-x) Pp] exp (Rpx)'

+ (D, Q) exp (Ax)
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1'hypothése de récurrence montre que les fonctions :

(D, Q) exp (Ax),..., (0571 Q) exp (Ax)

sont dans 3.

D'un autre cdté, (D, - (aA )) s f est dans 7 et ne comporte gue
q termes simples. Chacun de ces termes est donc dans ¥ d'apres l1l'hy-
- pothese de récurrence. En particulier :

k
(D, - an) ' (Qexp (Ax) €7

Or ce terme est de la forme

' k1 k+1
[(a,x—x1) Q + 7

i
B, D7 Q] exp (Ax)
Comme (a, (A-x )) # 0, et que 1les (D Q) exp (Ax) sont dans ¥, il
en résulte gue Q exp (Ax) € 7.

Comme f ¢ %, on a aussi Z) Pp exp (hpx) € %, et donc (d'apres

=1

1'hypotheése de récurrence), chacun des termes Pp exp (xpx) est dans
F. ¢ ce qui acheve la démonstration,

2 —~ STRUCTURE DES F.A.I. DANS IE CAS n = 1.

Soit ¥ un espace fonctiomnel de dimension k, invariant par
translation. Comme n = {1, nous savons qu'il existe un opérateur
différentiel de la forme

P k.
(D) = TT (D - hi) 1
i=1
(avec Z)ki = k) tel que £ € ¥ si et seulement si (D) £ = 0. Au
développement formel :
k

(I L N S 3 I
(D) (D) ? i=1 j=1 (DA, )}
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est associde la fonction

k. s
i J=1
Rx) =2 2 By tmnr o (y )

Cette fonction R est évidemment dans % et, du fait que les Bi'ki

ne sont pas nuls, % est engendré par les translatés de R : autre-
ment dit, une mesure p & support compact est orthogonale ¥ si et
seulement si
Ju(dX) R(x+h) = 0 (v h € R)

On sait que 1l'équation

(2-1) D) £ =9
admet la solution particuliére définie par

X
(2-2) £(x) = j R(x-E) o(g) At
0

(1lz solution générale s'en déduisant en ajoutant un h € ¥ quelcon-
que). Cette solution (2-2) est la seule qui s'annule en x = 0 ainsi
que ses k-1 premidres dérivées. Iorsque ¢ parcourt l'espace &€, la
formule (2-2) définit un opérateur R sur &, soit £ = R ¢. Par cons—
truction, pour tout 9 € ¢, R 9 est dans le domaine de 1l'opérateur
de dérivation L = L(D), et LR ¢ = ¢, soit L R = I (identité). Mais
on n'a pas R L = I, Plus précisément, si ¢ admet des dérivées jus-
gu'a 1l'ordre k, on trouve R L © = ¢ + h avec un h € 3 (en effet :
(R Lg)=(IR) Lo =0Lg). Un calcul simple d'intégration par
rarties montre cependant que 1l'on a

RLg =g

pourvu gue o et ses k-1 premiéres dérivées s'tannulent en x = Q.

I1 est facile de volr que R opére continuement sur &. A cet
opdrateur R sur € est associé l'opérateur transposé R* sur 9¢60 :
a toute mesure y & support compact, R¥ fait correspondre la mesure
R* y définie par :



<R*py, £>=<pu, REf> (feec)

Explicitons cette expression, en tenant compte de la défini-
tion (2-2) de la fonction R f. On trouve :
+00 X
<R*¥yu, £>= _[ n(ax) J R(x-g) £(g)cg
(o]

=00

Nous allons échanger l'ordre des intégrations, en traitant
séparément les demi-droites x > O et x < 0 :

o]

j £(z) ag j R(x-) p(dx)
0 g '

o] X
j u(dz) j R(x-2) £(&) QE
(o] (o]

o x o - &
| etao | rGeee) 22) ag = - [ 2(8) a& [ m(x-2) wa)
[¢] -0Q 00

-0

On a donc

< Brp, > = [2(2) 8(8) a

avec la fonction g définie (presque partout) par :

[ R(x-£) plax)  si £ > 0
gz) = 5
R
- | R(x-&) n(ax) 81 & <0

c'est~a-dire, sous forme plus synthétique :
2 +00
(2-3) g(2) = - | RG=2) nlax) + 150 [ R(x-2) nlax)
0O

o0)

R* u est la mesure admettant la densité g(&) (par rapport & la
mesure de Lebesgue). Si le support de p est conterm dans l'inter—-
valle fermé (a,b), avec a < 0 < b, on a g(&) = 0 pour £ < a et
pour £ > b : la mesure R* p est bien & support compact.
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Si p est une mesure autorisée (orthogonale & %), 1l'intégrale

JR(X—&) pn(dx) est nulle (puisque R et toutes ses translatées sont

dans %) et on =z dans ce cas :
X

(2-4) g(g) = - j R(x-) p(dx) (Len=at)

00

la réciproque est d'ailleurs immédiate. Autrement dit : la mesure
p est dans wt si et seulement si la fonction g, définie en (2-4),

est 4 support compact.

Notons en passant ceci : si I*(D) = L(-D) désigne 1l'opérateur .
différentiel adjoint, la fonction g(§) d¥éfinie en (2-4) est solu-
tion de 1l'éguation |

(2-5) *(D) g = p

Plus précisément, g est la seule solution de cette équation qui
s'annule & 1'infini ainsi que ses (k-1) premiéres dérivées (en
fait, p étant & support compact, g(x) est identiquement nul pour
x inférieur & un nombre a fini). On peut donc encore énoncer :

l’ Une mesure p € Sk% est orthogonale & ¥ si et seulement si
‘ 1'équation (2-5) admet une sclution & support compact. Cette
I sclution, nécessairement unique, est alors dommnée par (2-4).

Bijection bicontinue de 31‘ suu‘%ﬁ?.
g

Soient 7 et €§ deux espaces de fonctions sur R, de méme dimen-—
sion k < =, invariants par translation. Nous allons établir l'exis-
tence d'une correspondance biunivoque entre F.A.I. continues sur
7 et %? « A cette fin, nous allons tout d'abord examiner les rap-
perts existant erntre les espaces fonctionnels 7 et €§ ,» TUls entre
leurs orthogonsux mt et %%* , qui sont les espaces correspondants

de mesures sutorisées,

Je désigne par I(D) et (D) les opérateurs différentiels asso-

cids a ¥ et %% respectiverent. Explicitement
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qQ k
(D) = 1 (D—xp) p

',
) PO

it
0o

(D) (D—pp,
(ayec 2k = Z)k;, = k). Désignons de mlme par R (respectivement S)
1'opérateur sur & défini comme en (2-2) : £ = R ¢ (resp. £ = S o)
est la solution de 1l'équation L £ = ¢ (resp. M f = ¢) nulle en x =
ainsi que ses k-1 premiéres dérivées.

o

Considérons 1'opérateur produit M R (se produit a un sens 3

car, pour toute 9 € ¢ , R ¢ est x fois dérivable, donc tombe dans

le domaine de M), et, de mBme, l'opérateur L S : ces deux opéra-—
teurs sont inverses 1l'un de l'autre :

MRLS=LSRM=1
Il suffit, évidemment, de montrer 1l'une de ces deux relationms,
par exemple M R L S = I. Si ¢ est dans 131, S ¢ est mulle en x = 0O
ainsi que ses (k-1) premidres dérivées. On a alors le droit, comme
on 1'a vu ci-dessus, d'écrire R L (Sp) = L R (Sp). Comme M S = LR
= I, on trouve ainsi ¢t MR LS ¢e=HMLRSge=MKS ¢1= ¢, donc
MRLS =1, ‘ | -

KV

De plus ¢ L S applique % sur @ et M R appligque &4 sur F. De
. J
fait, pour £ € ¢, on trouve ‘

T HMLSEf=LMSf=1Tf

puisque les opérateurs différentiels L et M ccmmutent, Ainsi, f € ¥
si et seulement si L S T ¢ g?. En particulier, L S applique ¥ dans
QQ et M R applique %? dans %. Ces opérateurs étant inverses 1l'un
de l'autre, il s'agit bien d'une bijection de % sur %? .

Ces opérateurs L S et M R sont continus sur & (pour la topo-

logie de la convergence compacte).

Pour le voir, on remarque que le développement formel de L(D)/
M(D)_est de la forme '

0
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k
n(p-a ) ® k
I (D—p'p') p' P' 1=1 (D'Pvpt)

et que, par suite en posant :

k
P! ‘ L X
G(x) =2 X by =1 P’
p' i=1 P i-1)!

: X
(LS ¢)(x) = g(x) +j 6(x-£) o(E) 4t
I

Lo continuité de IS sur & s'en déduit sans difficulté.

A ces opérateurs IS et MR continus sur & sont assocides leurs
transposées (IS)* et (MR)*, opérateurs continus sur 3&% et inverses
1'un de l'autre. De plus (IS)* applique é@i'sur 7+ et définit

donc une bijection bicontinue de %?L sur 7t .

De fait, on a pour £ € & et p €9, *
<(1S)* p, £ >= <p, (L3) £ >

Comme f € % équivaut & (IS) f Ef? , cette formule indiqﬁe que
;;G%Lé@uwmté(Lw*LxéﬂL.

Bijection entre F. A.I.-% et F.A.I.-&.

<

*®
Pour une mesure p € G, quelconque, la relation (LS) 1, b =
w((LS)*u) est fausse en général. lais elle est vraie si p est

Holy

crthogonzle 2a %? . Autrement dit :
(2-6) (18)* 7 p = =y, (IS)* p (heR, p GZ?L)
Pour le voir, partons de la définition

<(I8)* (ty )y £>= <7 4, LSE> (f e @)

Or, explicitement, la fonction L S f est, comme on 1l'a vu, de
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la forme :
X

(IS £)(x) = £(x) + j G(x-£) £(g) dr
0

avec une fonction G qui appartient & l'espace 9 Remplagons b i
par t_y f, c'est-a-dire f(x) par f(x+h). I1 vient :

X+h
(L s Ty f)(x) = f(x+h) + | G(x+h-E) £(&) 4t
l¢)
HX
= f(x+h) + G(x-E) £(&+h) dar
-h A
X -h
= f(x+h) + | G(x-E) £(¢+h) at - J G(x-£) f(&+h)«
[0} o}
Comme G € Eg y, la fonction
~h
x»J G(x-£) £(E+h) At
(6]

est elle-méme dans & . Par domnséquent, la relation ci-dessus nous
indique que la différence L S In f - T L S f est une fonction de

& quelle que soit £ € £ . Par conséquent, pour toute py € %@fon au-
ra '

<p, LSty f>=<yp, v LSE> (fee)
- Comme ceci équivaut a
< th(L S)¥ p, £ >= < (L 3)* T, My £>

il en résulte bien que (2-56) est vraie pour toute mesure p € %fu

Soit alors Z une F.A.I. continue sur Y. Pour tout n € g?
posons @

Y(p) = Z((L s)* p)

. . . 4
Come (L S)* est une application continue de &~ sur T, Y(w)
ezt une F,A.G., continue sur Q?L. D'autre part, d'aprés (2-6), on a :
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Y(t, p) = 2(7, (IS)* u)

de sorte que h — Y(7, u) est une F.A.5.T. pour tout p € €?£ Autre-—
ment dit Y(p) est une F.A.I.- %%1; De la m&me maniére, 1l'opérateur
(MR)* permet de transformer une F.A.I.~Q? en F.AcI.=F, On voit
ainsi que les formules réciprogues

Z2(p) = Y(mm)* p) (peah)

(2-61)

T(p) = 4(L8)* p) (b €
établissent une bijection entre les F.A.I. Y continues sur g?let
les F.A.I. Z continues sur 3t.

On peut obtenir une écriture plus explicite de cette cprrespon—b
dance entre les FoA.Te- et les F.A. 1.~ C('g en utilisant la notion de
représentation : si la F.A. ?(x) est une représentation de la F.A.I;{%
Y, on a, par définition

Yw)=ﬁw)wm) (veﬁ%

D'apris (2-6), on a donc pour tout p e:;i
2(w) = | ¥ om* p
I1 est facile de voir que la formle de dualité <p, MR £ > =
< (MR)* p, T > subsiste pour ces intégrales stochastiques de ce
type, de sorte que 1l'on peut écrire :
2() = [(R D)) wlax) (b €75
i'als cela signifie, par définition, que la F.A. :

Z(x) = (R Y)(x)

est une représentation de la P.A.I.-7 Z. Ainsi, les formules réci-

progues @



20~

~

(2=7) %Ux) = (R )(x) ;3  ¥x) = (15 Z)(x)

dchangent les représentations des F.A.I. sur 1 et surc%?lz

Lorsque g? est l'espace des polynomes de degré < k-1, on con-
natt perfaitement la structure des F.A.I. correspondantes, qui sont
les F.AT.-(k=-1). L'opérateur M est la dérivation d'ordre k, et 1l'o-
pérateur S est 1l'opérateur d'intégration I, défini par :

> 4 k-1
(1, DG = [ Ghlor 2(e) ag
o]

Ies formules (2-7) se mettent alors sous la forme :

U(x) = -—E j R(x-£) ¥(8) ag
(2-8) .
1
¥(x) = L(D) j Q‘%%{Lm- %(g) ag

gui établit une bijection entre les représentations des F.A.I.- ¥
Z(x) et celles des F.A.I.-(k=1) Y(x).

On peut d'ailleurs mettre cette bijection sous une forme ol
ne figurent plus que des opérateurs intégraux. De fait, partant
du développement formel @

k
k P C,
PFR=TT(2-) P =14+ B
DA, i=1 (D—xp)

nous pouvons introduire la fonction F définie par :

-1
F : : C.
w01 2 o oy s
et la premidre relation (2-8) s'écrit alors :

x

(2-9) Hx) = V) + | Ple-p) Ve ag

o}
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Représentation spectrale des covariances généralisées,

On sait que toute F.A.I.-(k-1) Y (sans dérive) admet une cova-
riance généralisée K(h) telle que

()2 = j Ju(dx) X(x-y) w(ay)

pour toute mesure pu annulant les polynomes de degré (k-1). A cette
C.G. K(h) est biunivoquement associée une "mesure spectrale" sur

R\{o} de la forme X(du)/(4-n;2 u2)k
sur R, sans atome a 1l'origine et telle que

, ou X(du) est une mesure positive

'[ x(du) < o
(1+ 4n° uo)*

En désignant par p(u) = I exp(- 2 1 m ux) p(dx) la transformée
de Fourier d'une mesure p & support compact annulant les polynomes
de degré < k-1, on a alors :

Ny ()2 = j (ﬁ(tg)i;)k x(du)

(comme la mesure p est & support compact, la fonction E(u) est in-
définiment dérivable., De plus, p étant autorisde & l'ordre k-1, E
s'annule en u = 0 ainsi que ses k~1 premiéres dérivées, de sorte
que IE(u)Iz/(4 7% u?)¥ reste bornée).

On en déduit la représentation spectrale de la covariance géné-
ralisée associde & la F.A.I.-3 Z qui se déduit de la F,A.I.-(k-1)
Y selon la formule (2-8). De fait, la transformée de Fourjer de
la mesure (MR)* p (p € %) est ici la fonction

: 'S
%%Elinnut)l) B (u)

de sorte que 1l'on a :

~ N2
(2-10) nz(p)t? = J lLég(z)i ) | Haw
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La"mesure spectrale" correspondante est donc x(du)/|L(2 i = u)l2
(c'est une mesure sur la droite réelle privée des points ol le
polynome L(2 i = u) s'annule).

On peut également former une représentation explicite de cette
C.G., c'est-a-dire une fonction Kz(h) telle que : '

Nz(u)n? = J p(dx) XK,(x~y) p(dy) (p € 3*)'

a savoir

K, = (-)¥ 0% g rv k

(ol R désigne le pseudo inverse de l'opérateur.différentiel L(D') =
L(-D)).

L'examen de la formule spectrale (2-10) montre que les racines
du polynome IL(2 i ©® u), qui sont les nombres (en général complexes)

jouent un rdle trés différent selon qu'elles sont, ou non, réelles,
c'est-a-dire selon que les valeurs propres correspondantes A_ sont
ou non imaginaires pures.

Considérens, en effet, une valeur propre A admettant une partie
réelle non nulle, soit

A=a+ip , a#O

Comme nous nous limitons au cas des F.,A.I. rZelles, le polynome
I(s) est & coefficients réels. Si donec B # O, A= a - i B est égai
lement valeur propre. Alors I(s) contient le facteur [(s-A)(s-X)] °
(k, est 1'ordre de multiplicité de la racine A). Par suite, {

(2 i u)l2 contiendra le facteur :

: k
[(2intu=-A(2inu=-MN)(2inu-A(-2itu-%)]°=

2k 2k

k .
2inu-2a] 9% |2ixnu-7%| ° = [(a2+(2ﬁu- 5)2] O[a2+(2nu +5)2]
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-Prenant alors

X!(du) = X(du) x
([a2+ (2 mu - 5)2][a2f (2 ~u + 5)2]) °

et
I(s)

L'(S) = X
[(s=A)(s~%)] ©

la formule (2-10) s'éerit

2 _ [B(wl? '
o)t —J |t (2 i 7 w)] How

Mais L' est un polynome de degré k - 2 k_ , et X' une mesure po-
sitive sur R telle que :

J x(du) < %

kK2 Kk
(1+4ﬂ:2 u2) (o}

Autrement dit : la covariance genarallsee K, admet la méme repré-
sentation spectrale qu'une C.G. Ké agssociée a une F.A.I.-%' cons-
truite sur l'espace 3F' associde a4 l'opérateur L', espace dont la
dimension est k - 2 ko.

Si B =0 (i.e. A réelle), un raisonnement analogie conduit & la
méme conclusion, avec un espace x' de dimension k - ko.

Ainsi, les valeurs propres a partie réelle non nulle font, en
un certain sens, illusion. Plus précisément, on parvient sans peine
4 la conclusion suivante :

Décomposons l'espace 7 des dérives en somme directe :
¥=x'e 3"

ou ¥" regroupe les monomes exponentiels associés aux valeurs propres
A admettant une partie réelle non nulle, tandis que F' contient
lgs termes associds aux Ap nulles ou imaginaires pures : (F' est
donc engendré par des polynomes trigonométriques du type P(x) cos Bx,
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Q(x) sin Bx et, eventuellement, des polynomes purs P(x)).

Alors toute F, A, I, Z sur s'identifie a2 une P, A.J. 2! sur

l'espace 3' (de dimension k' < k) & une dérive prés £, qui est un
volynome exponentiel (& coefficients éventuellement aldatoires)
appartenant a4 l'espace m". '

Cette circonstance se comprend, intuitivement, assez bien : si
une valeur propre A a, par exemple, une partie réelle strictement
positive, toute fonction de la forme P(x) exp (Ax) devient négli-
geable lorsque x = - . L'indétermination correspondante qui affec-
te la définition de la F.A.I. associde peut donc &tre levée si l1l'on
se place suffisamment loin vers la gauche sur la droite réelle. Cette
remzrgque conduit & un calcul explicite. Traitons seulement, pour évi-
ter des notations trop lourdes, le cas ou l'opérateur L est de 1la
forme '

L(D) = (D-\)¥ (A réel > 0)

de sorte que ¥ est l'espace des fonctions f = P(x) exp (Ax), ou
P est un polynome de degré < k-1. Ia fonction R qui figure dans la
premigére relation (2-8) est alors :

k-1

R(x) = =7yT ©

AX

Comme A est strictement positif, la formule

60 = - | RGeE) ¥8) ar = - | R-g) ¥xs2) az
X (o)

dé€finit une F.A., quil est la régularisée de ¥ par la fonction ~R_
(r_(x) =1, R(x)), soit Y, =~ ¥ * R_. Autrement dit : Y, (x)
est elle-méme une F.A.I.-(k-1), de mlme ordre (k-1) que ¥(x) elle-
méme,

D'autre part, comme la fonction R appartient a x, les fonc-

tions : oo

X
j_ R(x-£) Y(&) d¢ ; - J R(x-£) Y(&) dE
. |

X
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sont égales, a une fonction prés appartenant & x. Par conséguent,
en dérivant k fois, selon la formule (2-8), nous voyons que la
F.A, 3

& gk
2,00) = - L5 }j{ RGe-8) UE) ae = g ¥, ()

est encore une représentation de la F.A.I.-Z. Or, Y1(x) étant une
PoAI.-(k~-1), sa dérivée d'ordre k est une F.A. stationnaire. Par

suite, la F.A.l.~-Z admet une représentation stationnaire Z1(x),

dont les autres représentations se déduisent en ajoutant une dérive
de la forme :

k-1 .

f(x) = Ay x* exp (Ax)
i=0

(avec des coefficients Ai aléatoires ou non) : les F.A.I.-y s'iden-
tifient dans ce cas au modéle P.A. statiomnnaire + dérive dans 7.

Exemple : translster les catestrophes.

Prenons, & titre d'exemple simple de F.L.I.-F non triviale, k = 2
et w engendrée par exp (+* 2 i % a x), c'est-d-dire par les deux fonc-
tions trigorométriques cos 2 m a x et sin 2 © « xX. Dans un langage
imagé, la "catastrophe" qui affecte 1l'infra-rouge dazns le cas des’

. 2.1.-k, va se trouver rmaintenart localisée sur la fréquence per-
ticuliére «a.
L'opérateur est ici
_ 2
(D) =D + 4 1° «

On a formellement

1 _ 1 ~ 1 -
(D) " 4711« [D—Q ina D+2 i 7 « ]

et done

R(x) = sin 2 m a X



-2 B

D'aprés (2-8), on obtient la représentation Z(x) de ces F.A.I.-F
en prenant

p'e
2
72(x) = 1 d sin 2 © a{x-g) Y(&) a4t
2 ma a 2
X
)
ot ¥(x) est une représentation d'une F.A.I.-1. Ceci peut aussi

bien stécrire :
X

Z(x) =¥(x) - 2= a J sin 2  a(x-E) T(g) ar
)

En ce qui concerne les covariances généralisées, partant du
développement formel

1 -1 [ 1 + | 1 + 1 _]
(0°-25)2 422 L(p-n)2  (z+n)° A(D-2) ALD+A)
auguel est associée la fonction

1 Ch A x - 1, sh A x
2 A% 2 A\

et remplagant A par 2 i 1 «, nous introduisons la fonction :

F(x) = ! ( Sin 2 M XX |y cos ¥ 1w a x)
8 n2 a2 2T a

Alors, si KY(h) est une C.G. pour la F.A.I.-1 Y, on obtient
une C.G., pour la F.A.I.-Z en prenant

h
_ at
k() = S [ p(n-g) Ky(2) ag
d h o

Cette fonction F est nulle en h = 0 ainsi gque ses 2 preniéres
q P

dérivées ., Par contre F" (o) = 1. On a donc encore, aussi bien :
/ 2
' K,(h) = F(h-£) K () af
Z a . 2 Y
n
(0]
h
i , v ,
| Ky(h) = Ky(n) + J O (n-g) Ky(g) dg

(0]
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avec
sin 2 T o x )
2T

m(x) = % (x cos 21 ax+

3 sin 2 X a X )

IV _ 2 2
i (x) = 2n° a“ (xcos 21 ax+ R

Par exemple, en écrivant h au lieu de |h|, si

h 3
Ke(h) = - a|n] + b -Iz]—
on trouvers
Kz(h) =~ 2 M(h) + b F(h)

Variogramme discret : on note gque la mesure 844n — Oy st auto-

risée pour tout entier n. On peut donc définir uft variogramme dis-

crétisé en posant

v =L nate,, -6 0% =L 0Zx + 2 - Yx)n?
a

Cn trouve

Y@ = x,(0) - x,(B)

3
Dans le cas de l'exemple ci-dessus (KY(h) =—-ah+hD %T ), il
vient :
n n n
Y(z) =a=—+b ——=
a 2al 8 n2 a3

Pour les mailles n/a, ce variogramme discret se comporte comme

un variogramme lindaire.
Remargue : La représentation Z admet deux autres expressions :

Z(x)

x
g; J cos 2 m a(x-g) Y(z) ag
0

x
Y(x) -2 7 « J sin 2 n a(x-£) ¥(&) a&

0

Pour les simulations éventuelles, notons ceci. : si Y(x) est un
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mouvement brownien de variogramme |h|, soit :
x
Yx) = | w(ar)
o

avec une mesure aléatoire dont la covariance est 2 5, on trouve
X
%(x) = J cos 2 n a(x=-£) W(4E)
o ‘ :

in 2 h
Ky(h) = - % (lh] cos 2n ah + 31n2 n“an I)

si Y(x) est 1'intégrale d'un mouvement brownien de variogramme
|h|, scit

X
Y(x) = j (x-£) W(dE)
(o]

avec KY(h) = h3/6, on trouve cette fois
” b4

g (x) = + J sin 2 1 a(x~-E) W(ag)

2Ta

! sin 2 h
| k() = doo [ER2Telbl ) cos 2 m h]

Autre exemple,

Considérons le cas ou l'espace %, de dimension k = 1, est en-
gendré par la fonction exp (Ax), A > O. A une dérive exponen=—
tielle prés, les F.A.I.-F sont, en failt, des F.A.S.T. Ie formalis-
me précédent établit donc une correspondence biunivogue entre

F.A.S5.T. et F.A.I.-0, donc aussi entre covariances stationnaires
et varicgrammes,

Entre ls représentation stationnaire 72(x) de la F.A.I.-% et

la représentation Y(x) nulle en x = 0 de la F.A.I.-0, les formules
dtéchange sont les suivantes:
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i

X
T(x) = 2(x) - 2(0) - A| 2(e) ag
(o]

Z(x)

i

o0
\ Y(x) - A J e~ Y(x-g) dg
o
Sous forme spectrale, le variogramme y de Y(x) et la covariance
C(h) de 2Z(x) sont associés & une m2me mesure X selon la relation

Y(h) = 1 - 00322 ‘g uh X(du)

v 4 - u

c(n) gos 2 nzu 3 X(au)
AT+ 41T u

Ils s'expriment directement en fonction 1'un de l'autre selon

les formules réciproques :

h .
/y(n) = c(o) - c(h) + xZJ (h=x) C(x) dx
e
\C(h) = - yv(h) + % j v (x) e-Mh—Xl dx

-0

3 = COUP D'OXIL SUR LE CAS n > 1.

Iorsque n est plus grand que 1, la situation est moins simple,
du fait gu'il n'y a plus correspondance bijective entre F.A.I.-¢
et P.A.Il.-k. Des anomalies apparaissent déja dans le cas de ce que

i1'on peut appeler des F.A.T.-k incomplites (i.e. : ¥ est un espace

=)

nores de degré < k mais ne contient pas tous les monomes

(};

¢ TOLY
orrespondants). le mieux est d'examiner quelques exemples, en se

O

. . 2 .
ant au cas n = 2. Dans ce qui suit, l'espace B est rapporté

S
<l

'.J.
C

z deux axes ox et oy, et les lettres x et y désignent les coordon-

nées correspondantes,

¥otons d'abord un résultat qui n'est pas destiné a &tre géné-

5=
rails

(Dv
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Soit Z(x,y) une (représentation d'une) F.A.I.-0 telle qu'a
Yy =y, fixé la F.A. x - z(x, yo) ne différe d'une F.A.S.T.
en x que par une constante (aléatoire) X(yo). Alors 2(x,y)
est de la forme 3

2(x,y) = ¥(x,y) + X(y)

ou Y(x,y) est stationnaire en(x,y) et X(y) est une F.A.I.-0
ne dépendant que de y.

De fait, par hypothese, il existe une V.A. Yo telle que .

Z(x,0) = Z(o,0) = (U'X’o - I) Y,

D'autre part, pour tout y, on a

Z(x,y) - 2(o,y) = Uo,y (2(x,0) = Z(0,0))

puisque Z est une P.A.I.-0, c'est-a-dire

2(x,3y) - 2(0,y) = (U, 5 = U ) ¥

Par suite :
Z(x,y) = U,y Yo * X(y)

avec X(y) = Z(o,y) = U, Y , ce qui £tablit le résultat.

O,

Cas ou ¥ est engendré& par les fonctions‘1 et Ve

Dans ce cas, on a affaire & une P.A.I.-1 Z(x,y) telle que,
pour chaque y fixé, x - 2(x,y) soit une F.,A.I.~-0 en x. On pourrait
croire, par anzlogie avec le résultat préliminaire ci-dessus, que
Z est alors nécessgirement de la forme Y(x,y) + X(y) ol Y est une
F.A.I.-0 en (x,y) et X(y) une F.A.I.-1 de y seul, Mais il n'en
est rien.

De fait, quitte & régulariser, on peut supposer que la F.A.T.-1
72{x,y) est plusieurs fois différentiable m.q. En tant que F.A.I.-1,
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elle admet une covariance généralisée du type :
P

x(du,dv)

2
cos 2n(u h + v h2) -1 +2 (un+v h2)2
(3-1) K(h) = ” ' (2 22+ v2§)2 1

doit 8tre statiomnaire

SIS

D'autre part, la dérivée partielle
en (x,y), ce qui implique :

Il e X e =

Inversement, on peut vérifier que cette condition suffit pour

qu'une F.A.I.-1 Z(x,y) soit en fait (& une dérive linéaire prés) une
F.A.I. sur l'espace gengendré par les fonctions 1 et y.

Or, prenons par exemple comme mesure X dans (3-1), la mesure
admettant la densité

e e
e (1 - e w2 (p2= w? + v2)
Utilisant les inégalités
| 4,2
g -p"/u 4
O<1~e¢e < 9§
u
cn trouve :
2 _.2
u x(du,dv) = JJ e P Quadv < w
2 2\ 2
(u + v°)

I1 s'agit donc bien d'une F A.I.L7 : mais Z n'est nullement de

1a forme Y(x,y) + X(y) ol Y serait une F.A.I.-0, car la condition :

[ 1oy X2 <

n'est certainement pas vérifiée.

"Voici un autre exemple,
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Cas ol ¥ est engendrée var (1, x, y et xy).

Supposcns toujours la F.A.I.Qs z(x,y) différentiable. Ies deux
dérivées partielles

2 2
o) Z2 et 0 22
0 X 0y

doivent &tre statiommaires, donc aussi le laplacien AZ. Mais AZ
est stationnaire si et seulement si Z est une F.A.l.-1.

Ainsi, dans ce second exemple, le fait d'avoir ajouté la fonction
xy a l'espace des dérivées lindaires n'a pas fait apparaltre de
P.A.I. nouvelle. Dans le premier exemple, au contraire, le fait
d'ajouter la fonction y & 1l'espace des dérives constantes introduit
des éléments nouveaux et conduit & un espace de F.A.I.~F strictement
compris entre celui des P.A.I.-0 et celui des F.A.I.-1.

Cas ol ¥ est engendréde par (1, %, v et x° + y2)

2
Ici, Z doit &tre une F.A.I.-2 telle que 6%—%; soit station~

naire, La mesure spectrale X doit vérifier la condition

i W y(au, av) ¢ w
P

On obtient une solution non triviale en prenant pour X la mesure de
densité ' 6

2 vD
e P (1 -¢ U ve )

L'espace des F.A.I1.~-% est donc cette fois strictement compris
Sﬂtre F.A.I.-“? et E‘.AOI.-Z.

F.A.l.~-% complexes,

Ainsi, la structure des F.A.I. polynomiales incomplétes est
oin d'&tre simple, Si 1l'on ajoute & cela le fait qu'il semble
ficile, en géndral, lorsque ¥ est un espace de polynomes trigo-
$

nométriques, de trouver une bijection simple entre F.A.I.-F et
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et F.A.I. polynomiales (sauf dans le cas n = 1), on congoit qu'une
théorie générale soit a peu prés inaccessible,

A dire vrai, ces difficultés sont liédes au fait que nous cher-—
chons des F.A.I. réelles. Dans le cas des F.A.I. complexes, la
théorie générale est beaucoup plus facile a construire.

De fait, si ¥ est un espace de polynomes (& coefficients éven-
tuellement complexes) invariant par translation, on peut, pour

(s

tout vecteur o réel, luil associer biunivoguement un espace Fy dont
les éléments sont les fonctions £ définies par

£,(x) = £(x) 2T <> (£ ¢ 7)

L'espace F o est invariant par translation en m&me temps que. &
et ses élements sont des polynomes monochromatiques.

I1 est clair, également, que l1l'orthogonal gé‘de Fy est consti-
tué des mesures Mo de la forme

u,(dx) = e” I <OX> ) (ax) (b e o)

La relation Ty, W

b, = (Th p)a est fausse, puisque l'on trouve

(1, v, )(dx) = g 24m <ah> (7, w), (dx)

Jependant, si Z est une F.A.I.-¥, la F.A.G. définie sur F o
en posant

' _ _ 1
Za(ua) = z(u) (b € 7)
est en fait une F.A.I.—Fa. Car on trouve :

2iwt <ah>
Z(ty u)

v _ L 2im <> _
z (1 e Za((’rh u)a) = e

o]
s
[¢]
.
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<Z, (Th p.a) , Za('rh, pa) > = <Z('rh R, Z('rh, ) >

<z(p)y Z(ty 5 ) >

La F.A. complexe h "'éa(Th u,) est donc bien statiomnaire
d'ordre 2.

(On remarquera que 2 — Za est un isomorphiéme de l'espace H
muni du groupe d'opérateurs Uh sur H mmi du groupe d'opérateurs
unitaires V, définis par V, = exp (21inmcah>) U, différent du
groupe Uh). '

A toute représentation 7Z(x) de la F.A.I.-% Z, ce procédé asso-
cie manifestement la représentation %a(x) de 1la F.A.I.-ga Za défi-
ni par :

(3-2) Ea(x) = AT <wx> 7Z(x)

De méme, si K(h) est une C.G. (complexe) pour Z, on obtient une
C.G. Ka pour Za en posant simplement

Ka(h) _ e2'11t.<ah> K(h)

Plus généralement, si l'espace @ est une somme d'espaces de
polynomes monochromatiques Fy (ap vecteurs réels distincts),
soit : p
N
. F
=1 x

p

4 =2

P

On peut montrer, a 1l'aide de considérations simples d'analyse
spectrale, que toute F.A.Ir-éy Z est somme de F.A.I.-F, du type

précéddent orthogonales deux & deux. Autrement dit : toute repré-
sentation Z(x) de Z est du type :

(3-3) | () =5 g2im <ap*> 25 X
Y

ou les %p(x) sont des représentations de F.A.I. polynomiales or-
thogonales.



Notons bien que si les P.A. complexes définies par (3-2) ou
(3-3) sont effectivement des. FeAvI., cela n'implique (malheureu-
sement) en aucune fagon gque leurs parties réelle et imaginaire
soient, ééparément, des F.A.I: réelles, '

Voici, pourtant, un procédé simple permettart de construire
certaines classes de F.A.I.-% réelles : . -

F.A.I.-5 réelles.

'Soit, d'abord, Y(x) la représentation. nulle er x = 0 d'une
F.A.I.-0 réelle. Au. lieu de définir une F.A.I. complexe par la
‘formule (3-2) prenons : : -

(3-4) Y (x) = cos (21 <ax > + ¢) T(x)

ol p est une phase aléatoire, uniformément distribuée sur (0,2m)

et indépendante de Y(x). Comme on a :

cos (2n <ax > + 9) = A cos 2n<ax > + B sin 2n<ax >

(avec <AB > = 0, nan? = npnl = % y A et B indépendantes de Y(x))

- on vérifie immédiatement que Ya(x) est une représentation d'une
PoA.I. sur l'espace % = F o + 3_a_engendré par les ‘deux fonotions
cos (2r <ax >) et sin (2n<ax »). De plus, si - y(h) est une C.G.

pour la F.A.I.-0 Y, on obtient une C.G. K, pour Y -en prensnt -
(3-5) K (h) = - 4 cos (2n<an ) y(h)

Pour construire des simulations, il sera préférable (pour

atténuer les dégénérescences) de superposer plusieurs composantes
indépendantes et isomorphes du type (3-4), soit :

X |
(3-4') ' Y (x) =—= 2 cos (2n<ax>+ p;) ¥;(x)

VI i=q

Bien que ces formules (3-4) ou (%-4') ne donnent pas la forme
générale des F.A.I. monochromatiques réelles, elles donnent cepen-—
~dant une idée assez claire du type de comportement trés aberrant
que l'on peut attendre de celles-ci. '



Si maintenant nous considérons plusieurs fréquences, on peut
envisager différents procédds. Limitons-nous au cas de deux fré-—

quences (vectorielles) o et B seulement. On peut, & partir d'une
seule F.A.I.-0 Y(x), poser

Yaﬂ(x) = cos (2m <ax > + ¢,) cos (2m <Bx > + g,) ¥(x) ~

avec deux phases indépendentes Py et 95+ la C.G. correspondante
est

Kaﬁ(h) = = cos (2n<ah >) cos (2n <Bh ) v(h)

On peut aussi superposer deux composantes Ya(x) et Y, (x) indé-
pendantes du type (3-2). On trouve alors une C.G. de la forme :

Kaﬁ(h) = - cos (2n<oh >) 71(h) - cos (2n<ph >) Yz(h)

On peut, enfin, évidemment, superposer des F.A.I. obtenues par
ces différents procédés.



