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ECOLE NATIONALE SUPERIEURE DES MINES DE PARIS

LE COVARIOGRAMME GEOMETRIQUE

DES COMPACTS CONVEXES DE R?

i1 p n P .
Pour tout borélien borné A dans R, on définit son covariogramme ga

ou simplement g comme la fonction

g(h) J1A(x) 1, (b)) dx (h € R™)

Une inégalité : Pour h, h'€ ", on a :

0 lgm) - gt <2 [glo) - glh-h") ]

En effet, d'aprés la définition de g, on trouve d'abord :

o

|g(h) - gh")]| < §1A(x) |1A(x+h) - 1A(x+h')|dx
< J |1A(x+h) - 1A(x+h')|dx
Comme |1A(y) - 1A(z)| = (1A(y) - 1A(z))2, puisque les seules valeurs

possibles de cette différence sont O et * 1, il vient encore
2
|g(h) - g(h")] éj(1A(x+h) - 1,(x+h"))  dx = 2[ g(o) - gth-h")]

Si A est un compact convexe d'intérieur non vide, pour tout vecteur

. . . . + .
unité u, la fonction r - g(ru) est convexe et décroissante sur R . Si nous
désignons par g'(u) la dérivée a droite de cette fonction convexe en r = 0,

il en résulte 1l'inégalité :
g(o) = g(ru) £ - r g'(uw)

on sait que -g'(u) représente la mesure du contour apparent de A dans
la direction u, i.e. le n-1 volume de la projection de A sur un hyperplan or-
thogonal a4 u. C'est une fonction continue de u, en particulier une fonction

bornée. Si l'on pose :
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D= Sup (-g'(u)) (S : sphére unité)
u€s

il vient donc pour tout h € Rr"™ :
g(o) - g(h) £ D|h|

et 1'inégalité (1) devient :

(2) lgh) - g(h')] £ 2D |h-h'|

. . . n .
Alnsi le covariogramme d'un compact convexe de IR™ est une fonction
’

lipschitzienne.

I1 en résulte, en particulier, que g(h) est différentiable en moyenne

quadratique, et aussi différentiable (au sens usuel) presque partout dans Rr".

Noter que g(h) n'est jamais différentiable en h = O puisque en ce point les
dérivées directionnelles g'(u), qui existent pour tout vecteur unité u, ont

toutes des valeurs strictement négatives.

Nous désignerons par 3g le gradient de g, qui existe presque partout,

et par

3
g.=a.g=-a——-

1

ses composantes dans un systéme orthonormé d'axes de coordonnées. La premiére

tiche consiste a identifier (une version de) ce gradient.

Une version de grad g.

Sous forme faible, les composantes du vecteur dg peuvent &tre définies

J‘ai gQ = —Jg aiq:)

valable pour toute fonction ¢ différentiable a support compact (ou méme, sim-

par la relation :

plement, différentiable puisque le support de g est compact).

Explicitement, compte tenu de la définition de g(h), cela s'écrit

(3) Jcp 2,8 = - H1A(x) 1, Geh) 5{% @(h) dx dh
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Pour x fixé, considérons d'abord 1l'intégrale

d 3
1, (x+h) =— o@(h) dh =J ~— ¢(y-x) dy =J n. (y) @(y-x) dS
JA 3h N7 ! ?

1

ou ni(y) est la coordonnée i de la normale unité n (orientée vers l'extérieur)
au point y € 3A, et dS 1'élément de surface sur dA. En fait, n(y) n'est pas né-
cessairement définie en tout point de 3A, mais seulement presque partout. Une

écriture plus rigoureuse consiste a introduire la mesure de surface GA du con-

vexe A (mesure dont le support est JA) et dans ces conditions
J1A(x+h) 3¢ (h) dh =Jn(y) ¢ (y-x) G, (dy)

la normale extérieure n(y) étant définie GA presque partout. Reportant cela

dans (3), nous trouvons

J‘CP g

- _H1A(X) n(y) ¢(y-x) dx G,(dy)
[

-
J

¢(z) dz \[1A(y—z) n(y) G,(dy)

D'ol, par identification, la version cherchée du gradient
dg(z) = - J1A(y—z) n(y) GA(dy)

En notation moins abstraite : si 3A est la frontiére de A et Ah son trans-

laté par h, on a

(4) dg(h) = —j ds

n
dANA,

Au signe prés, le gradient est l'intégrale de la normale extérieure prise sur

la portion de la surface de A qui reste incluse dans le translaté Ah'

Ce gradient, qui est le gradient faible, se trouve défini en tout h.
En particulier, il est nul en h = 0, bien que g ne soit pas différentiable au
sens usuel en ce point. Mais, naturellement, en tout h ol le gradient usuel

existe (c'est-a-dire presque partout), il coincide avec le gradient faible (4).
P

A partir de maintenant, nous nous restreignons au cas de l'espace IR? a

deux dimensions.
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CAS DE L'ESPACE A DEUX DIMENSIONS

Dans ce cas, le gradient se déduit par une rotation

de * T/2 du segment D(h) = MM' joignant les deux ex-

.

trémités M et M' & 1'arc 3A r]Ah.

A
Ay Comme la dérivée directionnelle de g(h) dans la di-
rection du vecteur h existe toujours et a une valeur
My < 0, on peut toujours orienter le segment D(h) de ma-
£

niére a obtenir un vecteur (que nous désignerons en-

core par) D(h) dont dg se déduit par une rotation de
. v ,

+ m/2. Sur la figure ci~jointe, on a D(h) = MM'. Les coordonnées (D1,D2) de

D(h) et dg sont donc reliées par les équations

(5) g, (h) = - D,(h) ; g,(h) =D, (n)

FORMULE DE RECIPROCITE.

Désignons par M1 et Mi les points dont les extrémités M et M' du segment
D(h) se déduisent par la translation h. Ce sont des points de la frontiere 9A
de A, et le parallelogramme M1M M; M' est donc contenu dans le convexe A. Mais
il est clair alors que les segments MM' et MM, jouensbdes rdles symétriques

si la translation h est remplacée par la translation h = D(h) = MM', le vecteur
D devient D(ﬁ) = M'M'1 = - h. Compte tenu de (5), cela s'écrit

©® g1(ey3m 8 =By 3 8y(ey;m8y) = -y
Autrement dit, la transformation :

"N ", ) "
h1 = gz(h) H h2 = -~ g1(h) (i.e. h = D(h))

est une involution (au signe preés).

Cependant, cette involution est mise en défaut lorsque le contour de A
contient un segment de droite paralléle a h (ou 2 D(h) de longueur 2 |h|

(2 |D(h)|). L'exemple du rectangle 1le montre bien : si h est parallele au
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9
2 ’ coté AA', mais de longueur £ lAA'i, D(h)
est toujours égale a AB, et & la transla-
D(AB) tion AB est associée D(AB) = A'A et non
A e A? .—h .

Par contre, si le contour de A ne contient
pas de segments de droite de longueur > O, cette circonstance ne se produit pas,

et les relations (4) s'appliquent en tout h # O tel que g(h) > O.

ﬂﬁy Pour le voir, considérons les longueurs
MerT T T T g traversées dans A par des droites paralleles
.%9_._._ - a4 une direction fixe (que nous prenons comme
axe des x). On définit ainsi une fonction
:;;f:::;j;__ L(y) sur le segment y1,y2), vy ety, dési-
gnant les ordonnées des 2 droites d'appui
o e paralléle a 1l'axe des x.

Cette fonction L(y) posséde la propriété suivante

2 L(y) pour tout y"

Si L(y) = L(y'") > 0 pour y # y', alors on a L(y")
compris entre y et y' : cela résulte du fait que le parallelogramme construit
sur les deux segments L(y) et L(y') est nécessairement contenu dans le convexe
A.

On le voit plus simplement encore en remarquant que la fonction L(y)

est concave sur (y1,y2).

En effet, si on désigne par AB (A'B')
. A® g les deux extrémités des traverses L(y)
L(y'), le quadrilatére AB A'B' est contenu

dans le convexe A, et cela implique

&y

L(ocy1 + (1—0L)y2) 2 OLL(y1) + (1-0) L(yz)

pour o € (0,1), puisque aL(y1) + (1-a)L(y2)
représente la traversée du quadrilatere au
point de cote y" = ay, + (1—u)y2.
Si le contour A ne contient aucun segment de longueur > O, la fonctiom

L(y) s'annule aux deux extrémités y; et y,, et passe par un max imum L0 en un

point unique Yo correspondant a la translation h = (o,yo) qui annule g(h).
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Alors pour toute valeur de L strictement comprise entre O et LO il existe deux
et seulement deux valeurs de y telles que L(y) = L. Comme ceci est vrai pour
toutes les directions, puisque l'axe des x a été choisi arbitrairement, il en

résulte :

Si le contour de A ne contient pas de segment de longueur > O, pour
tout vecteur h # O tel que g(h) > 0, il existe deux et seulement deux
points M tels que M et M+h appartiennent au contour de A. Dans ces

conditions, l'application h=2D(h) est injective, et la formule de ré-

ciprocité
D(D(h)) = - h
est valable.
CONVEXITE DES ISOGEES.
Les courbes isogées sont les courbes g(h) = ¢S, Nous nous intéresse-

rons plutdt aux ensembles compacts

K, = {h : g(h) 2 a} (0 < acsg g@

dont les frontiéres sont les isogées > O :
oK, = {h : g(h) = a}

pour a ¥ O on trouve :

UK = (h) > 0
a>o a {g }

—— . v
et le compact KO =U Ka coincide, comme on sait, avec A @A

v
K =A@A

o]

D

Pour a voisin de g(o), soit a = g(o) - €, a une homothétie et une rota-
\'4
tion de T/2 pres, Ka coincide avec le dual de A@ A : car, avec h = ru (u, vec-
teur unitaire, r petit), on a g(h) = glo) +r g'(u) +06), et 1'équation de

1'isogée se réduit a r = - e/g'(u). Mais - g'(u) coincide, a une rotation
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v
prés de m/2, avec la fonction d'appui de A @ A, de sorte que r = - 1 /g'(u)
est 1'équation en coordonnée polaire du contour du convexe déduit du dual de

v
A@® A par une rotation de w/2.

Plus généralement, pour O < a < g(o), le compact Ka est convexe, de

sorte que les isogées délimitent des convexes inclus les uns dans les autres
v
depuis le germe (identique au dual de A @ A a une homothétie et une rotation

v
de /2 prés) en a = g(o) jusqu'a A® A lui-méme en a = O.

Pour démontrer cela, partons de la fonction

a(r,u) = - g%-_g(ru)

qui représente le diamétre apparent, dans la direction du vecteur unitaire u,
de l'intersection A F}Aru : a(r,u) est la mesure de la projection de D(ru)
sur la direction perpendiculaire a u. Si 1'on désigne par ro(u) la plus petite
valeur de r annulant g(ru), il est facile de voir que a(r,u) est strictement
décroissante en r, & u fixé, pour 0 < r < ro(u). Cela se déduit des propriétés
de la fonction concave L(y) définie ci-dessus : en prenant 1'axe des x paral-

lele a la direction u, il est clair, en effet, que 1l'on a :
a(r,u) = Mes {y : L(y) >r}

a(r,u) décroit donc avec r, et, de plus, décroit strictement si L(y1)ou L(yz)

est nul (y1 et y, sont les extrémités du segment {L(y) > 0}). Ainsi :

Pour un vecteur unitaire u donné, la fonction

3
r »a(r,u) = - 5F g(ru)
est strictement décroissante sur (0, ro(u)) pourvu seulement que le contour
dA ne comporte pas plus d'un seul segment de longueur > O paralléle & u., En

particulier :
LEMME 1 - Si le contour de A ne comporte pas de segments de longueur non

nulle, la fonction r - a(r,u) est strictement décroissante, pour

tout vecteur unitaire u, et en tout r > O tel que g(ru) > O.
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Revenons a la convexité des isogées. Supposons d'abord que le contour
de A ne comporte pas d'éléments linéaires de longueur > 0, de sorte que le

lemme 1 s'applique, ainsi que la formule de réciprocité (5), i.e.
D(D(h)) = - h

Prenons h fixé, u unitaire orthogonal a h et étudions la variation de

g sur la droite h + Au, 1.e. la fonction
A>g(h + Au) = £Q0) (= ® < A <)

De la formule

df  _ 3

i
T = A% g(h + Au) = E? u” 9, g(h + Au)
résulte que la fonction continue f atteint ses extrema aux points A pour les-
quels 3g(h + Au) est orthogonal a u, c'est-a-dire aux points ou D(h + Au) = cu.
Supposons qu'il y ait deux valeurs distinctes K1 et AZ avec

D(h + K1u) = c,u ; D( + qu) = c.u

1 2

Par la formule de réciprocité, on trouve donc aussi
D(c1u) =~ (h + X1u) ; D(czu) = - (h + Azu)
Or, au point ru, on a
- -9 -
a(r,u) = - N g(ru) = |D(ru) A u|

Donc, en r =c, ou ¢ il vient

1 2°

a(c1,u) = |n| alc,,u) = In|

D'aprés le lemme 1, cela entraine ¢, = c,, et donc D(h + X1u) = D(h + kzu).

1
Mais 1'application h =+ D(h) étant injective, puisque 9A est sans élément linéai-

re, il en résulte encore X1 = AZ : la fonction f n'a qu'un seul extremum, qui

est nécessairement au maximum, puisque f(A) = O pour A > * o,
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Par conséquent encore, si 1'on a £(A') = £(A") pour A' # A", on aura

fF@AY + (1=2) A"y > £(A") pour O < o 1. Autrement dit si h, = h + A'u et

<
1
h2 = h + A"u vérifient g(h1) = g(hz) 2 a on aura encore g(h) 2 a en tout point
h appartenant au segment (h1,h2) : donc 1'ensemble K, = {g : g(h) z a} est

bien convexe.

Si maintenant le contour de A comporte des éléments linéaires, il est
facile de voir que l'on peut construire une suite décroissante de compacts
convexes en An dont les contours sont sans éléments linéaires et telle que
rjAn = A. On a alors aussi Ah = rwAn,h pour toute translation h, et, en uti-

lisant la semi~continuité supérieure

AﬂAh=ﬂ(AnnAn ")

bl
Comme le volume est une fonctionnelle s.c.s. surcdf, on en déduit
= lim ¥
gA(h) im ¥ g, (h)
n
et les Ka sont convexes comme limite des convexes Kn
b ]

Conséquences de la Convexité des Isogées.

Calculons d'abord le rayon de courbure en un point h de 1'isogée g(h) = a.
Désignons pour cela par & l'angle polaire de la normale extérieure & 1'isogée.

On a tg o = gz/g1, et donc
g1 98, - 8, dgy

do >
D]

2 2 2 12 22
(|p] = (g +(g)) =®@®) + ®))

ou, explicitement

Si ds désigne 1'élément d'arc de 1'isogée, la tangente unitaire a cette

courbe a, au point h, les composantes

d hl pJ

&7 o]

On trouve donc pour le rayon de courbure de 1'isogée
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i h]
1 _da_ D Bij
R ds |Dl3

L'isogée étant convexe, R doit &tre > O, et par suite on a nécessaire-

ment 1'inégalité
: .
D" g.. D) <0
1]
D'autre part, la dérivée seconde par rapport au rayon vecteur T

- ij -
g, = (x = |h|)
est positive, comme on l'a vu plus haut, soit

h gij hd >0

.. . i i ..
Ainsi, la forme quadratique u gij ul prend des valeurs positives et

négatives : la matrice des g.. n'est donc jamais de type défini, ou, si 1'on
1]

préfere, son déterminant est toujours négatif :

A <O

Encore la Formule de Réciprocité.

Placons-nous dans le cas ou la frontiére de A ne comporte pas de segment

de droite, de sorte que la formule de réciprocité
DoD=-1

s'applique en tout h # O tel que g(h) > O. Sur la figure ci-jointe, on a par

exemple :

h=MM' et D=M"'M
My

ou aussi bien :

h =M M et D=M'M
1
] M2

L'aire du parallelogramme MM’ M1Mi est - h' aig,

et on lit directement sur la figure :
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() - g(0) = g() + g - h' 3, g

En effet, l'aire totale de A, qui est g(o), est la somme de 1'aire

- ht aig du parallélogramme et des 4 lunules associées aux arcs MM', M'M;,

i 1M. Mais g(h) est la somme des aires des lunules MM, et M'Mi et
g(D) celle des lunules MM' et M1M{ , d'ou la relation.

M'M1 et M

Admettons maintenant 1l'existence des dérivées partielles secondes,

que nous noterons

- - 98
8i5 = %5 8 = 3n. on,
1 J

(nous verrons dans un instant que cette hypothése n'est pas trés contraignante).

En différentiant (6), il vient alors

g; (D) an' = n* g,. dnl

ij
Comme on a D1 =g, =3, g et D2 = -8y =" 81 g, on trouve
' =g, and ;= - g, . db]
] 1]
ot i 2 iy j
gi(D) db” = -D (D) 83 dh’ - D (D) 81 dh
et la relation
g, (D) apt = nl 81 dh?
donne donc
- Di(D) gij = hi gij
et cela entraine D(D) = - h pourvu seulement que la matrice gij soit réguliere.

Ainsi, sous les hypothéses d'existence des dérivées partielles secondes
gij et D et (gij) # 0, la relation (6) suffit & entrainer la formule de réci-

procité D(D) = - h.

La réciproque est d'ailleurs vraie : si D(D) = - h, le calcul précédent

montre que la fonction
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gh) +g(® - g ()

est constante sur le domaine défini par g(h) > O et h # 0. Si h, dans ce domaine,
tend vers un point du contour 3A, g(h) tend vers O, ainsi que D et 3g, et par

suite cette constante est égale a g(o).

Nous désignerons par

2

A =841 899 7 By

le déterminant de la matrice gij' Les relations

2

1T _ i, - - N
dD =g, dn) 5 dn gy db
s'inversent sous la forme
2, . . ) g,. .
ah' = -2 gl ; oan’ =2 gpl
A A
Mais d'un autre cdté, de D(D) = - h, on tire
. - j
dh, = - g .(0) apd 3 dhy = g;;(D) dD
1 23
et par suite :
8ii(n)
7 _.D=—.ﬂ.——.—
(7 813( ) A

CAS OU LE CONVEXE A EST SYMETRIQUE

Le cas ou le convexe A admet un centre de symétrie O présente des parti-—

cularités remarquables. En effet, pour h = MM' et D = M'Mi , 0 est encore centre

de symétrie du parallémogramme MM’ M1M{. Autrement dit, les vecteurs

h +D = MM{ et h-D= M1 M'

sont des diamétres de A. Mais cela signifie que
les points h + D(h) et h - D(h) décrivent la fron-
v
M s tiére de 1'homothétique 2 A = A®A , 1.e. la
U riere

.
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frontiére BKO de {g(h) > 0}. Sous forme différentielle, nous avons

dh

dh, + dD =(1+g12) dh, + g,, dh,

1 1

th + dD2 = -8y, dh1 + (1 - g12) dh2

Comme dh® + dD' doit rester orthogonale 3 la normale du contour de 2 A,

le déterminant fonctionnel de cette transformation doit s'annuler, et cela

donne
2
1 =815 *8yy 8y =0
c'est-a-dire =
2
(8) B =81y 8yp " 8Byp = 1

Cette relation signifie encore que, dans le cas symétrique, la transfor-

mation h - D(h) conserve le volume. Incidemment, notons aussi que les covario-

grammes des compacts convexes symétriques constituent une classe assez large
de solutions pour 1'équation (8) considérée comme une équation (non linéaire!)

aux dérivées partielles

2

3°f 3f _,< - ) o
8x2 3y2 0x dy

LA DIFFERENTIABILITE DE g(h).

Tout compact convexe A peut &tre défini par sa fonction d”appui(pA =0,
que nous considérerons comme une fonction @(8), 6€ (0,27 ). On sait que la

forme générale de cette fonction d'appui est

6
P (6) =\[ sin(6-9@) s(d®p) + a cos B + b sin §
0

(o]
(les constantes a, b, 60 peuvent rester indéterminées, dans la mesure ou le
convexe A n'est défini qu'a une translation prés). Dans cette formule, s(dQ)
est une mesure positive sur le cercle unité vérifiant la condition barycentri-

que
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v[ cos ¢ s(do) =[sin¢ s(d9) =0

On dit que s(d@) est la mesure périmétrique du convexe A. Nous supposons,pour

l'instant, que cette mésure périmétrique admet une densité continue r (P, i.e.
s(d9) =r(9) dP : r(P) représente donc le rayon de courbure. Sous cette hypo-

these, nous allons voir que g(h) est effectivement différentiable en tout h # O.

Considérons en effet notre parallélogramme

M1 M2 M3 M4 avec, par exemple :

- .
M3 e et désignons par ei l'angle de la normale

extérieure au point Mi'

Pour abréger les notations, désignons par
n(B) et t(6) les vecteurs définis par leurs

coordonnées
21

\.\\T n(9)
% /N £(9)

de sorte que les vecteurs h et D sont donnés par

(cos 0, sin 8)

(- sin 8, cos 8)

=2
1]

02 04
—J t(8) r(8) 4o =I t r do
S

9 5,

Inversement, d'ailleurs, la donnée de h # O détermine les 4 angles Gi
(pourvu que g(h) ne soit pas nul). Sous forme différentielle, il vient par

exemple :

= — = — d
(10) d h tpds, +tds =t ds -tyds,

(avec t, = t(08.) et d s. =1r(8.) 46.)
i i i i 1

Exprimons maintenant g(h). D'une maniére générale, si K est un compact

CENTRE DE GEOSTATISTIQUE : 35, RUE SAINT-HONORE — 77305 FONTAINEBLEAU (FRANCE)



ECOLE NATIONALE SUPERIEURE DES MINES DE PARIS -15-

convexe (défini & une translation prés), s sa mesure périmétrique et (PK sa

K
fonction d'appui, son volume V(K) est donné par :

VE =5 [96) s (@)

Ici, nous nous intéressons au volume du convexe Al Ah Sa mesure péri-
métrique est nulle sur les arcs (0;,0) et (83,84), et admet donc un support
constitué des deux arcs (84,91) et (0,,9;) : sur ce support, elle admet la

méme densité r(§) que la mesure périmétrique Sy, = 8 de A.

D'autre part, on sait (cf ( )) que, pour A et K compact convexes et

v
AOK #®, le fonction d'appui S INY de 1'érodé A ® K coincide sur le support

de la mesure périmétrique SA@E avec la différence cpA - q)K des fonctions d'ap-

pui de A et de K :
Proyf =Py ~ Py Sur Supp(SAGI‘é)
Ici, K est le segment h, et sa fonction d'appui @, est définie par

1 <h n> sur (64,61)
1 2

2

9. (8) = | <n, nee >

- % <h n> sur (62,03)

Le volume de A ﬂAh = A® K est donc
91 e3
. J (p-0) 5@ + L | (9-09) s@®

By 02

g(h) =

Sous forme différentielle, on tiendra compte de

i3 <dh,n> pour 6 € (64,01)

2
4 Py = ,
-5 <dh,n> pour 8 € (0;,03)
et on remarquera qu'en 0 =0105,,0;, ou 8, cp(ei) - cph(ei) colncide avec

. . . . .
ch(ei), si (PD est la fonct}on d'appui du segment D

1

<D, ni> pour i 1,2

9,(0) =P8, - §,(8) =7 <D, n(®)> =

<D, n.> pour i 3,4
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I1 vient alors

dg=%—[<Dn1>dsl+<Dng>dsl,—<Dn3>dS3-<Dn2>d52]
01
1 1

03
- T < dhn > s(dd) + zj < dh,n > s(d8)
By 02

D'aprés (10), le terme entre crochets vaut %-(Dl dh, - D, dhy), et

d'aprés (9) chacun des deux autres termes vaut 1-(D1 dh - D2 dhi). Donc, on

A
trouve
dg = D1 dhz - D2 dim
et, posant gr = -Dy , go =D , il vient
dg = g1 dhy + g dhy
avec 8, 8,
g1 = I cos O s(dB) = - J cos 0 s(d6)
8 8y
(11) 63 9,
go = J sin 6 s(df) = - f cos 9 s(do©)
8, 0,

I1 en résulte d'ailleurs aussitdt 1'existence des dérivées partielles
secondes (toujours en h # O tel que g(h) > 0). Différentiant (11), par exemple,

nous trouvons
dg, = cos B3 ds3 — cos O, ds;
dg, = sin 63 ds3 - sin 6, ds,
Pour évaluer ds, et ds; , partons des relations (10) :

dh; = sin 0, ds; - sin 8; ds; = sin 03 ds3 - sin 6, ds,

dh, = — cos 6, ds, + cos 8; ds; = - cos 63 ds3 + cos O, dsy

d'ou :

sin(8, - 0;) ds, cos 8; dh; + sin 6; dhy

1l

sin(83 -~ 8,) ds3 = cos 8, dh; + sin 64 dhy
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Du fait que h # 0 et g(h) > 0, sin (®2 -061) et sin (®3-O4) seont non nuls.

On peut donc exprimer ds; et ds3 en fonction de dh; et dh, et substituer dans

les expressions de dg, et dg, . Il vient ainsi

cos §, cos B,

COs §,C0S B,

dg, = [

sin(g;-6,)

sin §; cos g,

sin(g, 6,)

sin ,c08 g,

dg, "[

sin(ea—eq)

'sin(85-961)

J

cos §, sin g,

cos f,sin g,

dh, +[

rsin 83 sin 0.

sin(g;-9,)

sin(g,9,)

sin O,sin 6; 1

dhg + L sin(63-6,)

d'oll 1'expression cherchée des dérivées partielles

cos O3 cos By

cos B, cos 93

sin(92-01)

sin 65 cos 93

cos B3 sin 8,

Sin(ez—el) th

cos B, sin 06,

sin(6,-07)

sin(63-04)

sin 6, sin 01

811 ~ Tsin(03-04)
sin 63 cos Oy
g =g =
21 12 sin(83-04)
sin 63 sin eq
822 T TS5in(03-04)

En particulier, pour le déterminant C}, i1

A:

Dans le cas symétrique, on a 63 =87 + T et

bien la relation A = -1.

811 822 ~

sin(6-,-61)
vient
2 Sin(eg—ez) sin(61—64)
€12 T Sin(0:-0,) sin(0,-01)

On notera surtout que ces dérivées

angles ei’ a 1'exclusion de tout terme de

seconde gij

Sin(ez‘el)

6, = 6, + T, et on retrouve

ne dépendent que des 4

courbure. Posant, pour abréger

tg Gi =t (i = 1,3,3,4)
on obtient les expressions
[ 1 1
811 7 Ti-te ~ tz-t1
(12) 4 t3 f’.2 tq t1
g = g = — - — = — - —
12 21 t3 tl+ tz tl t3 tu t2 tl
t3 tl+ t1 t2
24 = _ - —
22 t3 tu t2 tl
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et pour le déterminant :

(t,-t3) (t,-ty)
) (t3-t,) (g-ty)

(13) A

Relations Auxiliaires.

Entre les 3 relations (12), nous pouvons éliminer deux variables adja-
centes (par exemple t, et t, , ou t, et t;, ou t; et t,, ou t, et ty). On ob-
tient ainsi quatre relations, qui d'ailleurs se déduisent aussi les unes des
autres en remplacant la variable h par D(h) et en tenant compte de (7)

-~

A(tz_tl) * 892 * g11 Ht

, 5 - g12(t1+t2) =0

t,ot, * 8y t 8y b, T g12(t2+t3) =0
(14) <
At mt3) + 8oy + gy E5 T gy, (LyHe) =0

to-t, + 899 + 811 t, £t - g12(t4+t1) =0

~

On peut aussi éliminer deux variables opposées (t, et t, ou t, et t,).

Cela donne

811 &1 &5 T g12(t1+t3) * 89y < 0

(15)
811 T2 G T Bpplttt) gy, =0
Nous nous placgons ici dans le cas général (non symétrique) ou le déter-
minant n'est pas égala -1 pour tout h. Mais 1'équation A(h) = - 1 admet des so-

lutions : de fait, on a toujours

A(D(h)) = 1/A(h)

de sorte que 1 + A(h) s'annule en un point au moins sur toute courbe continue

joignant les points hO et D(ho). D'apreés (13), on a

(t,-ty) (t,-t,)

tres (ty-t,) (t,-ty)

de sorte que l'on aura A = - 1 si et seulement si
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(ou les deux a la fois évidemment). Géométriquement, il est clair que

t; = t, équivaut & g(h+D) =0
t, =t, équivaut & g(h-D) =0
Cette relation A = - 1 correspond au cas de dégénérescence des relations

(14). En effet, la premiére d'entre elles, par exemple, peut s'écrire

€00+ 8y By~ 8yp) *gy T (Brgyy) £ =0

Le premier membre se factorise lorsque la condition

A~ 8 7By
822 AT By

est réalisée. Mais cette condition se rameéne & A(1+4) = 0, et, comme A ne s'an-

nule pas sur le domaine d'intérét, la condition devient 1 +A= O.

Dans le cas A = -1, notre premiére relation (14) se factorise et devient

1 -g 1 +g
<t2 . 12) (t1 ) 12>
E11 811

Cette dégénérescence entraine donc que l'on a :

I
o

t+g, gy ~ 1
ty = ———"  ou tp = ———
€11 811

Ces deux valeurs sont les racines de 1'équation du second degré

2

Big X T 28p Xt 8y =0

Nous reportant aux relations auxiliaires (15), nous voyons donc que le
premier cas correspond a t, = t, et le second a t, = t,. Au total, nous trou-

vons ceci : pour A = -1, deux cas sont possibles
- ou bien on a
1 +
12

(et g(h+D) = O
11

t, =t, =

et dans ce cas t, et t, sont liés par la seconde relation (15)
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8yq t, €, T 8L, ¥ ) + gy, =0
- ou bien on a

t =t = —— (et g(h-D) = 0)

avec la relation complémentaire :
Bpq 1 By T Byplty T E) F gy =0

Au contraire, pour A # -1, g(h+D) et g(h-D) sont strictement positifs,
et les relations (14) ne sont pas dégénérées : il est alors possible d'exprimer
trois des variables, par exemple t,, t,
exemple t_ . Mais on ne peut pas, en général, reconstituer les quatre valeurs

et t_en fonction de la quatrieme, par

t t t, et t en un point h a partir des trois seules quantités 8115 812 et

12 727 73
8oy * il reste, apparemment, un degré de liberté.

Pourtant, la conjecture suivante semble plausible :

CONJECTURE : La donnée du covariogramme g(h) détermine le compact convexe A a

une translation et une symétrie pres.

Pour reconstituer A, il faudrait connaitre les quatre fonctions ti(h)
en tout h, ce que les seules relations (12), ou (14) et (13) ne permettent
pas de faire. Mais on peut obtenir des relations supplémentaires de la maniere
suivante : si l'on veut fgire varier h de maniere a ce que t, , par exemple,
reste constante (i.e. 6§ h' Bi t, = 0), le point M, doit rester fixe sur la fi-
gure ci-jointe ot h = M, M  tandis que M

2 1 1
se déplace orthogonalement a la normale n;

ny en ce point : mais cela signifie que les
e Mg vecteurs grad t, et n, sont paralleles, soit
" Ma 9, £, =1t 9 ¢,
puisque t, = tg 6, est la tangente de 1'an~
gle polaire de cette normale n, . On obtient ainsi quatre relations différen-
tielles :
9, t, =t 9.t g 82 ST a1 &
(16)
82 £, =t 81 tu 5 82 t3 = tu 31 t3
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Ces quatre relations ne sont d'ailleurs pas réellement indépendantes.
On peut, en particulier, vérifier que les deux dernieres se déduisent des deux

premiéres compte tenu des conditions d'intégrabilité de la matrice des CHPE

J
l.e.

d

2 817 =9 8, et 3

2 812 1 899

Mais les deux premieres semblent bien apporter une information supplé-
mentaire. En leur adjoignant les deux équations obtenues en dérivant en h, et

1
h2 la premiére relation (14), on obtient un systéme différentiel du type :

(17) 3i tj = fij(tl’tz) (i,j = 1,2)

valable au voisinage de tout h tel que A(h) # -1. Ce systéme implique des

conditions d'intégrabilité :

qui doivent E€tre automatiquement vérifiées par les fonctions fi" Si 1'on con-
nait les valeurs de t;, et t, en un point ho ou A # -1, on peut donc, en inté-
grant (17) le long de droites passant par ho’ déterminer les fonctions t,(h)

et t,(h) au moins sur ‘un voisinage de ho.

Pour achever de justifier (sinon de démontrer) la conjecture, il faut

trouver un critére pour choisir les valeurs initiales t; et t, en ho.

"N
Pour y parvenir, considérons les valeurs gij prises par les gi.(h) au
"N

point h = ho + D(ho), et les valeurs correspondantes ts des tg 6;> i=1,2,3

¥
et 4. Deux de ces variables ti coincident avec t, et t3 , & savoir :

e
[ o

d'ol une nouvelle relation entre t, et t,, a savoir la relation (14) écrite

en ho + D(ho) :

(18) € A(ts_tl) * g22 * g11 t1 t3 " g12(t1+t3) =0
(avec € = % 1), On obtiendra une seconde relation du méme type en raisonnant
au point h' = ho - D(ho), cette fois entre les variables t, et t,.
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De (15) et de (18) on déduit 4 solutions possibles pour les valeurs de

t et t,, et, de méme, on trouve aussi 4 solutions possibles pour (tz,tq) :

comme le systéme est maintenant surabondant, on peut penser que, dans la com-

binatoire des 4 x 4 = 16 solutions possibles, 2 seulement vérifieront les re-
lations (12) : au moins 2, d'ailleurs, car, si t ,t,,t,,t, est une solution,

1 a 1 = ' = ’ ' = ' = ' =

il en sera de méme de la figure transposee t) t., t, tl, t, t,» t, t, .

S'il n'y en a que deux, 1'indétermination qui subsiste sur le choix des
valeurs initiales des ti(ho) correspond au fait que le symétrique A est solu-
tion en méme temps que A. Ayant choisi 1'une des deux déterminations possibles
en ho’ 1'intégration du systéme (17) donne ensuite les valeurs des ti(h) au
voisinage de ho' Cette esquisse de démonstration n'est d'ailleurs pas encore
suffisante, car il risque de surgir de nouvelles indéterminations a la traver-
sée des lignes de singularité A(h) = -1. Cette démarche analytique n'est donc
sans doute pas la meilleure, et il devrait étfe possible de démontrer la con-

jecture par un raisonnement géométrique plus direct.

le Cas Symétrique.

Dans le cas symétrique, par contre, la démonstration de la conjecture
v v
est immédiate : on a, en effet, A = A et donc la symétrisée A® A coincide avec
2 A : par suite, 2 A est égal a 1'adhérence de { g(h) > 0} , et A est bien dé-

terminée par la donnée de g(h).

En fait, toujours dans le cas symétrique, il suffit méme pour déterminer

A de connaitre g(h) au voisinage d'un diameétre, ou méme, simplement, de connai-

tre le gradient, i.e. les deux fonctions 84 et g, sur une droite passant par

1'origine : de fait, pour un vecteur unitaire fixe, les points

Au + DQAw) 3 Au - DQu)

décrivent la frontiere de 2 A lorsque A varie.

Voici encore une autre facon de résoudre ce probléme dans le cas symé-

trique. Comme on, a ici t, =t et t =t les relations (12) deviennent :
2 2 tl t2
g1 Tx -, 0 B2 Tt
(19) . to+t,
812 7 Byt Tt -t
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Notons en passant que les conditions d'intégrabilité :
%2 811 =% By 3 %2 8y 7 % gy

coIncident avec les relations (16), i.e.

comme cela résulte facilement d'un calcul élémentaire.

Mais surtout on note qu'ici les trois quantités gij’ liédes d'ailleurs

par la relation & = -1, permettent le calcul explicite det, et t,. On a, en
effet :
2 g
tl—t2=_2—_; t1+t2=_1—g.
E11 B11

et par suite :

g, 1
(20) g, _ ' T82 212
. g
814 1"

Ce sont, comme il se doit, les deux racines de 1'équation :

2

(21) _ gy X - 2 81y ¥ + 89y = 0

Alors, si l'on impose la condition :
t,(h) =c¢

le point h décrit une moitié du contour de A, et l'autre moitié pour t,(h) =c;
les courbes iso—t1 et iso-t, sont des translatées du contour de A. On notera
aussi que le gradient de 1'iso-t, au point h a un angle polaire dont la tangente

est égale a t, : cela résulte de la relation d'intégrabilité 32 t, =t, 0. t

1 2 1 1

mais cela se voit aussi immédiatement de maniére géométrique.

. . . i R .
Si 1'on désigne par u~ les composantes d'un vecteur tangent & 1'iso-t;
ou a 1'iso-t,, vecteur orthogonal a la direction 6, ou 9, respectivement, on a

encore, d'apres (21)
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Ainsi, les iso—t1 et les iso—t2 sont les projections, sur le plan des

coordonnées h1, h2, des lignes asymptotiques de la surface z = g(h). Ces 1li-

gnes asymptotiques sont donc des translatées du contour de A.

CENTRE DE GEOSTATISTIQUE : 35, RUE SAINT-HONORE

77305 FONTAINESBLEAU { FRANCE)



