NOTE GEOSTATISTIQUE N° 106

En liaison avec certains problémes méthodologiques posés
par la mise au point des techniques d'application du krigeage
universel, j'ai été amené & résoudre explicitement guelques cas

de figure relatifs & l'espace & une dimension. Ils concernent 4'

uvhe part l'estimation optimale de la dérive, dans le cas discret
ou le cas continu et pour différents variogrammes sous-—jacents ;
de ltautre, le variogramme des résidus, lorsque l'on utilise l'es-
timateur optimal pour un variogramme linéaire, mais que le vrai

variogramme sous-jacent n'est pas linéaire.

1 - ESTI&ATION OPTLMALE D! UNE DERIVE

LINEATRE OU QUADRATIQUE

1-1 Variogramme linéaire, maille discrdte non réguliére.

Soient Koo e Xy (n+1)

X1 xé ka fn points alignéds & maille

quelconque. Cherchons

l'estimateur optimal d'une dérive a,x + a2X2 lorsque le variogram-—

me est y(h) = [hl.

a/ Introduisons les 3 mesures suivantes 3

vo(dx) ! poids 1 en x et 1 en x_



v1(dx) : poids 1 en X, = 1 en X_

vz(d;) : poids p; en x; avec p_ =

X, - X
it i~-1 .
et p; = 5 (0 <i<n)

Elles vérifient pour j = 0,1,2...n
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b/ ILes estimateurs A, et A, de a, et a, sont donc de la forme

. '_A,‘ = /7\1‘((1,}()‘2(}{) y A2 = \/‘hg(dx) 7(x)

avec des mesures A, et A

et v

5 combinaisons lindaires de Vor Vy o

1
Posons

('7\=bv+bv+b

(1 2)( 1~ % Yo7 P17y 2 Va2
' §h2'=covo+c1v1+02v2
Détermination de x1 et XZ ~ DPartons de :
( _ 2. _ .2 2
(\/;o = 2 ,J/; Vo = X, ot Xy s J/; Vo T X, + X,
,(1-3)§J[v1 =0 ,J/i Vo= Xy T Xy x° vy = an - x02
2 2

N 3 X =X
- - n o 2 . = 2
(/Vz".{n'xo’fx"z‘ 2 ’_/X Vo =L Py Xy



Les oonditions(/px1 =LJ/X2 h1 = O,‘/fx x1 = 1 donnent

Compte tenu de la premiére relation, la seconde donne :

D'ou 3

(1—45

Passons au calcul des Cor ©

J/%Z =J/; XZ =0 et xz A = 1 résulte cette fois

- B -

{

g 2 b, + b2 (Xn—XO) = 0
E an—xoz
( DO(XO+Xn) + b1(Xn_Xo) + b, = 1
: 2 2 .2 2 : 2
bo(xn X, )+ b1(xn -x ) + b, Z)pi X

b'l(Xn—X.O) = 1

( 2 2
E b o= -4 n T %
o) 2 2 2
g () (o 1% ) = 2 9, 3,7
(
1 X =X
n o
( b _ X + XO
2 2 2
(Xn—xo)(xn + X ) - Z)pi X4
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2 e, + cz(xnjxo) = 0
x %-x 2
2 .2 n_ "o _
ez +x ) + 01(xn —xo”) t e, =
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Compte tenu de la premiere relation, la seconde donne ¢y = O,
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(1-5)
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(X_II—XO)( n 5 o) =2 Py X

on a toujours

02 < 0
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¢/ ZExpression des estimateurs - En notant Y, = Y(Xi), on

trouve :
-
A1 = bo(Yo+Yn) + b1(Yn','Yo) +;b2 2 Py Yi
<
A, = co-(Yonn) : L+ Gy Zipy Y4
-
d/ NMatrice des covariances - Explicitons l'opération :
X=X,
o ey
pour }\1 et ?\2. On trouve :
X02+Xn2
~ﬁ~1 lX—le = - bo(Xn—xo) - b1(Xo+Xn) ~ b2 ——

2
+ Xy (2 b‘l - bz(xo+xn)> - b2 Xj

X2+X 2

o n
- co(xn—xo) -cy —5—

- 02(X0+Xn) Xy - c

-jf;‘zlx"le

ENETINEITNSTINSTNS NN TSNS

2

X

J

2



Dfol :
E yq = 2 b_I + b2(xo+xn)
§ “1é = by = = by = = opxgrx)
§ boo = Cp

e/ Choix de l'origine : prendre comme origine le point

X +X
02 s ce gul revient & faire X, + X, = O. On a alors bo =
b2 = 0 et
r
- 1 -
A1 - X=X (Yn Yo)
9 (2, -x,) (Y +Y) - p, ¥
+ 5 0 pl i
A =
2 (X _~-x_)
2 0 2 2
. -2 py X3+ S x, "+ x )
avec
- 52
(,
( = = 0
§ Byo = Hoy
1
‘J' s
(722 XX, o 2 ‘ 2
é 5— (%" + %) - Zipy x5

1=2 Variogramme linéaire avec effet de pépite, cas continu.

I1 s'agit d'un effet de pépilite représentable par un Dirac

(puisque nous sommes dans le cas continu), autrement dit d'un



variogramme vy de la forme
y(x=y) = |x-y| - ¢ 5y (ax)

Les données expdrimentales sont supposdes occuper le segment (-R, R)

Tes relgtions

( R
g / chax|x-y| dx = £, chay - £, cneR + £ (Re®® - re™H)

-R - a a
j
R
u//1 shax|x-y| dx = 22 shay - 2L chaR
( -R ‘ a a

montrent qu'en prenant :

les fonctions chax, shax et 1 (sur -R, +R) vérifient les relations

intégrales suivantes pour tout y € (-R, +R) :

( R
J/” chax y(x-y) = cste
-R

R
J/; shax y(x-y) = - 'g~2%§3 ¥

|

- (1-6)

R
J/P y(x~y) dx = ¢St . Rr? 4 y2
-R
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On calcule ensuite facilement les intégrales ci~dessous
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Estimation d'une dérive linédaire

L'estimateur optimal A1 de a1 est ¢

R
A1 = J/f a(dx) Z2(x)
'~R

gvec une mesure A vérifiant :



2¢]

I1 résulte de (1-6) et (1-7) que cethe mesure A admet la densité :

/ A(dx) shax

ix R 2 shai
2 E chaR -~ '—-';'?"-"
et le paramétre p = D2(A1) s'obtient par identification :
% chalR
b= '
2 B cpap - 2-siak
a 2

Dérive quadratique

Tes estimatéurs A, et A, sont de la forme :

1 2
¥

R
’ / M(dx) Z(x)
R .

A, =/ Kz(dx) 7(x)

-R
-R

il

On vérifie sans peine que la mesure A, est identique & la mesure

1
A obtenue dans le cas d'une dérive lindaire (ce qui est & peu prés
évident par raison de symétrie et d'antisymétrie), d'ol aussi byq =

= et Bio = HBgq = 0.

Pour Ayy OR prendra une mesure de densité :

hg(dx)

ix = A chax + B shax + D



et on déterminers les 3 coefficients A,B,D par les conditions :

A(ax) = /x A (ax) =0 , /x%a(ax) = 1
Sratest = fe, S

On trouve
B=20
(ce qui est évident par raison de symétrie) et :

shakR
a

.+ 2RD=20

2 A

A shaR -

[ 4 + 2 a2R2

02

“rolfs

chaﬂ] + % R3D = 1

‘. o’ s 7/ N NSNS

Aatol :

RS 1 AR .
4-(--+ - ) shaR - === chaR
3a a3 a2

shaR
aR

5
AR pap - 4(3—-4--1 )shaR
a2 Sa a3
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Compte tenu de la dernidre relatiom (1-6), la variance de A, est :

Hoo = D

1~3 Variogramme 1inéaire avec effet de pépite, cas discret.

Comme on est dans le cas discret, il s'agit d'un effet de pé-

pite finiz(et non d'un Dirac). Autrement dit :



- 10 =

il

g v(x=y) = |x~y| six #y

E y(x-y) = = C six=y

Supposons les données expérimentales comnues aux n + 1 points X,

dtabscisse
_ : n
x; = (i - 2) h

(origine au centre de gravité des données). Les relations :

Bogrs 1z
S O UL €. D Nt ¢ L DLl -l
=0 (1=8)° (1-s) . (125)2

pernettent le calcul suivant :

n 3 . n .
5 atimj] = £ (i) ot + D (i-3) oF =
i=0. .- . i=0 , Ci=j.
J s n-j PR
= 3 i ag i + 3 X ak+3“=
i=0 =()

=1 1= (a3 + 4 T3 Gt 1z (nr1=3) ™9 + (n=i)™ 13

+
(1 - %)2 (1-a)2

a

Soit, avec une constante Cn indépendante de j et qu'il n'est pas

utile dtexpliciter :

- n . > . 1+an+1
(1-8) Y oa|imi] = =% @+ L 540
i=0 (1-0 1= n

. Désignons par o et B = 1/o les deux racines de 1l'équation




..11...

2 oh 5 =0 e a2 - 201+ %) o+ 1 =0
(1~a)

81 le variogramme vy est la somme d'un effet de pépite (fini) et

dtun terme linéaire, soit :
(ER |i-3] B~ C 8

on aura d'aprés (1-8) et le choix de a et B :

!

1+ocn+1

14+

]

i .
{éb « Y(xiij) =]

NS
B

n o+ Cste

il

: n+1
i _ . 148 ste
? BT v(xy xj) iz brC

2
_ . _n ste
( ? 'Y(Xi—Xj) = (J 'é') h+C

Pour obtenir des notations plus syniéf:riques, posons 3

OC1+1r1/2 N a—n/z -n/?

A = ':.:—B
1 =-a 1 -8

1+n/2 |

0

et notons vy, au lieu de Y(xi-xj) , 801t vy |i-j| b - C 84
Les relations ci-dessus deviennent

( .on
2 .
?a :yij=A3h+C

ste

(1-9) %zis Yig= - b e+ c®
(
%
\



(1-10)

Pour former les estimateurs optimaux de la dérive, nous

avons également besoin des résultats suivants :

( s B ! -n/2 1+n/2 —n/é 1+n/2
( i i : 1 - «a 1 - ﬁ
é i- 3 1% -n/2  n/?
E 2 (l - %) Q 2 = -2 (_'_]_ - -1%) 5 2 = —--—a--—-z- <a - > -
E (1=-a)
1+n/2 -n/?2
_h « - q -
e 1 - «

[
l

1 . n
o 2 Z)(% - 1)2 al~ 2 _ af1+a% <§—n/2 _ an/%)—
- (1~a)

™
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!
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. n
14+ = -n/?
n/2 ~-n/2 2 2
1=-a

oo

I

n(n+1)(n+2)
12 «

N

o+, D (- =0,201-B°
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Dérive linéaire - D'apres (1-9), on prendra comme estimateur

i
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D'aprés (1-10), le coefficient b est :

| b=2Ch-
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La variance P sten déduit en identifisnt le terme en j h dans

la relation
i _ . n sté
%? Ny Yig = b (G35 R+ 0

Soit, dtapres (1~9)

k447 Tnh

Dérive quadratigue - L'estimateur A1 est le méme que ci~dessus

Pour A on doit prendre

2’
_ i
by =T 2y

avec, d'apres (1-9), des xé de la forme

. n . n
. i- = j- =
A; = f (} 2 + B 2;) + g

On détermine f et g en écrivant :

2 xé = 2 Bf + (n+1) g‘z 0
i

2 . '
(im %) n2 x; - n(n+1;(n+2). hzg -

TNITNTNSTNTN N

4

Soit
1 2B

5 h2 ( _ ng?;2) B

f =

Pour les variances, on trouve p,, = O et p22 = g/h



1-4 Tiltrage d'une Rose des Vents.

Soit s(de) une mesure positive sur le cercle unité ( dans le

cas d'une rose des vents, s(da) = s(n+da) est symétrique par rap-

port & l'origine) et
2%

~ -nia
s, = B u/ﬁ e s(da)

o)

ses coefficients de Fourier. On consideére la régularisde

21
fla) = / Cla-p) s(dp) = 22 s, "o'neni“

o)

de la mesure s par la fonction Cla) = Z)Cnéanla , €t on mesure les

valeurs de f(a) aux points dj'(j = 0,1,..,K—1), par exemple a. =

J
= _2.15..1 ’ - i ’ £ ] z
= Ll | .
=z Toutefois, ces mesures fJ sont entachées d'erreurs aléa—

"toires ej indépendantes les unes des autres, d'espérance nulle

et adumettant la méme variance cs - solt :

f. = f(a.,) + €.
g = flay) + ey
On se propose d'estimer non pas la mesure s elle-méme (trop irré-

gulidre), mais sa régularisde

o

. pem _
S(a) .—./ g(a-g) s(dp) = 2n g, s e~

par une fonction g(a) = Z)gneniOC choisie & l'avance. On admet

( hypothése évidemment capitale) que les régularisées S(a) et f£(a)
sont suffisammént "régulidres" pour que.l'on puisse les représenter
avec une excellente précision par leurs 2 N + 1 premiers ﬁarmoni~

ques 3 -



X -
— nig N .
S(a) =21 2 g s_ e . B = nig
e Sn “n , Tla) = 2n :% s, ¢, €

Dans ces conditions, S(o) est assimilable & une dérive, et le

probléme peut &tre résalu par les méthodes du Krigeage Universel.

Pour abréger les calculs, on suppose'gn et c, réels (clest-

a-dire c(a) et g(a) paires)

Plagons-nous d'abord en « donné. Il faut chercher un estima-

teur

*
S (a) = %) Aj fj

B

vérifiant la condition d'universalité :

. 7 N .
EG (0) = T Ay £lay) = 2 onsy g e
3 TR

quels que soient les s , ce qui stéerit :

nie. . .
Da e 9 _ Bn ™% (n= -N,...HN)
i c,

et vérifiant la condition d'optimalité habituelle : la variancé

D’E () = T 2% o
J .

J €

doit &tre minimale, compte tenu de la condition d'universalité,

Dol le systeme :

N .
Xi = %) (pm cos m ay + v, sinm aj)
o m=0
o |
Nig., nic
2 AL € J o= c. €
L 5 &n/n y



Pour o = 2m %.’ J=0;1,00 81 (X > 2N + 1), ce systeme se ré-

soud .

Portons, en effet, dans la seconde équation (D) 1l'expression

de ?\j déduite de la premiére édgquation 3

nig.

; o J_ nic
j?m (p, cos m oy + vy sinm aj) e =8,/ ©
Mals
?cos m o .= 3K (6m,n + 6_m,n)
i j.naj 1
?sul m a e = 51K (& 6—111,11)
Dol
g &g - g
=4 20 =2 2n - =2 n gy
bo =% o5 » By =F 3 C05na , v, =% 35— sinna
0 n : n
g N
1 0 2 m
(1) A, == =2 + £ 3 == cos m(o~a.)
J K o K m=1 m J

' - *
L'estimateur 2 ?‘j fj = 8 (a), pour les valeurs (1) des )‘j’ admet

la variasnce

N .
2 * 2 2 2 ‘ . _
D7 (8 (a)) = Cg E }‘j = o Z ? )\j (p,m cos m ay + v, sinm cxj) =
~ : J J m=0
2 &, ' .
=¢° U == (p. cosma+v_ sinma)=
e 4 °p yul m
) 2
N rg
(2) p3(57) = of <—~> + 2 z) Cm>
a £ 0

Dans les applications, on n'estimera le plus souvent S (a)
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BREVET SUR LES LOGIOUES ITEREES DE 1'ANALYSEUR DE TEXTURES.
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(3)

...']"'{'._.

gque pour les points o = . = 27 % (k = 0y1yseek=1)e Fn a= 0 s

¥*
= . T
S = Mg £y
-
g N .
A= 4 2 4 2D L cos on Zd
J K.c = K
0 m=1 m
G
. ‘
En o« = a, on a alors S = Z)ank £y = }Z)Kj fj+k avec les mémes
Ao

Exemple de la rose des vents

Ici, f(a) représente la dérivée & droite dans la direction

X
2

sure s par la relation :

o + = du covariogramme géométrique K(h). Elle est lide & la me-

2n
fla) = % “/f |sin(a-g)| s (a8)
g . Yo . o

On a donc ici

e ~nlo P [ 1~§-12n;’1
C = = |sin «| @ do = 5= sin « cos na do = -
0

n 41 5 2n(n2—1)

1

G, .. =0 O mom
’ n(4n2-1)

2n

Reste & choisir la fonction de pondération g. Comme la méthode
ne peut marcher que si la régularisée s ¥ g est représentable

avec une excellente précision par ses 2 N+1 premiers harmoniques,

-

on doit choisir g de telle manidre que la série 2 s

g converge

n-n
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trés rapidement (méme si.Z)sn-est divergente, ce qui sera le cas
général pour une mesure s quelconque). On peut, par exemple,
choisir pour g la densité associée au mouvement brownien sur le

cercle unité, soit :

Plus précisément, d'ailleurs, puisqu'on.ne'peut pas séparer ici
les points o et o+m, on .peut remplacer g(a) par % (é(a) + g(a+n))

ce qui revient a prendre :

8on = o © v Bonyq T

Il

La valeur SO de la régularisée g *¥ s en « 0 admet alors, d'apreés

(3), 1l'estimateur :

~~
2
*
i
R
>
[ N

g
n
|
|

TLa variance se déduit de (2) :

2 .
D(s)) = =£ ['}i +1 D (4nlq) O
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2 ~ Lb VARIOGRAMNL DES RESIDUS

Tes calculs gqui suivent ont pour objet de déterminer, dans
certains cas de figure, ltespérance du variogramume des résidus
lorsque l'on estime la dérive & 1l'aide d'un estimateur non op=-
timal. Je prendrai, le plus souvent, comme estimateur celuil gqui
est optimal pour un variogremme linéaire, et j'étudierai le vario-
gramme des résidus ainsi construits pour différents types de va~
riogrammes sous-jacents. Dans tous les cas, je suppose les don-
nées alignées. FElles constitueront, soit un segment continu

(-R, +R), soit au contraire une maille discontinue réguliere.

Remarque : Le variogramme bigisé E(y*/y) est toujours linéaire par
*
~rapport au variogramme sous~jacent vy, soit E(y /}\y1 + “Yz) =
. * *
= N E(y /71) + p BE(y /ﬁz), de sorte que 1l'on peut superposer li-—

ndairement les résultats obtenus ci-dessous.

2—-1 TFormules générales pour le cas continu.

Ces formules figurent dans le Fascicule consacré au Krigeage .
Universel (formules (3-13), page 53), ou elles sont données sans
démonstration; Nous allons les réétablir ici, en comservant les
mémes notations. Seul le calcul du terme T1 présente quelgues

difficultés. T1 comporte 3 termes :



R~-h

(. ,
E 5, = ?ﬁ'}}—f / L B, (x;h) dx
é ~R
R-h :
E S, = “iﬁ ﬁﬁéEJ//‘ h(h+2x) [ v(R=x)+v (R+X) =y (R=x~h )=y (R+x+h) Jdx
( 4 -
( .
é R-h R
%sg =~4~§-3- S J_{ h(h+2x)dx_[R [y (x=y)-y(x+h-y) Jay

Ie calcul de s, est immédiat, et donne

2R 2R-h
h
S, = 5% B /h‘ Y(y)dy—/(; v(y)dy

Pour le terme S,y on se rameéne d'abord &

S, = ;§§~§ﬁ55 <4: h(h+2x) [y(R-x) + y(R+x)]ax

'(en transformant les 2 derniers termes par le changement de va—

riable x = -x'-h), et il vient ensuite :

2R 2R-h
S, = 2= ol / (n%+2Rn-2hy) y(y)dy + / (R®~2Rh+ 2hy) v (7)dy
2 232 2h~h h 0

Passons au terme'SB, et pour celd remarquons d'abord qu'en chane

geant y en ~y' et x en -x'-h, on a la relation

 /R-h R R-h R
J/r h(h%ZX)dX.j/P y(x+h~-y)dy = - J/ﬁ h(h+2x)dx-//P y(x~-y)dy
| -R -R

-R ~R

D'olh |
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i
!

_ .R-h - PR
S, = 2o b h(h+2x)dx v(x~y)dy
-R ~-R

Effectuons ensuite une intégration par partie sur 1l'intégrale :

R-h | R R-h x+R
I= J/F h(h+2x)dx J/P y(x—y)dy'zd/f h(h+2x).//p y(z)dz =
-R ’

-R - x-R

It

. X+R =R-h R-h
2 2 = * 2 2
(hx+hx~) v(z)dz - (h%x+hx“) [y(x+R)-y(x-R) ]dx
x-R x=-R 7-R

Il
oe]

i
o

Evaluons d'abord le terme fout intégré, soit :

| 2R-h o
B1 = hR(R?h)u/f - hR(R—h)d/f
L -h -

2R

2R-h 2R
| = (nR%-n°R) [ jf y(y)dy - J/ﬂ Y(y)d%]

0 h

s/
!

Par changement de variable, le terme B2 donne :

Rk R-h |
B, i/f (h2x+hX2)_y(x+R)dX —J/f (h2X+hX2) y(z-R)dx =

R -R
.2R-h
= [(th—h2R)+ z(n2-2hR) + hzz] v(z)dz -
O .
2R :
- [(mRZ0°R) ~ z(h®+2hR) + hz?] y(z)dz
h



. 2R~-h
T =3B = B = - / [(hz—ZhR)z + hzz] y(z)dz +
0

2R
+ / [2n2R - (h®+2hR)z + hz?] y(z)dz

h
et f£inalement :
2R '
1 b 2 2 2
S'5 = SRh —25 [ V/P (?h R - (h*+2hR)z + hZ‘> Y(Z)dz -
2R h
2R~h

_J/ﬂ (Khz—th)z + hz%) v(z)dz
o '

D'ou l'expression de T1 =3, + 5, - S, ¢

17 P2 73

E =% 2 2

I L _2h 5h 5, _3h ,2

€T1‘2R—h_4(43 2223’ 2R32)Y(Z)dz—

(2-1)§
2R
2 2
: 1 h_32h _3h ,_ 248
E 2R—h/ (43 252 23° 2R32>Y(Z>dz
h

Telles é&taient bien les formules (3-13). Rappelons que l'on a

alors :
2 B(y" (n)/y) = 2 y(b) = 2 7,(0) + T,(h)
. 2 : : ,
T,(h) = ;1;52 y(2R) + é{z h2(2R-h)? [4 x(2R) - 2 F(2R) - y(2R)]



o~2 Exemple : Lffet de pépite (fini)

Du fait que les estimateurs contiemnent les valeurs ponctuel-
les Z(R) et Z(-R), on ne peut pas introduire un effet de pépite

diracien. Pour un effet de pépite fini, soit :

¢ six#0
Y (x) =
0 six =20

j
Ie terme T, est nul (suaf en h = 2R), et T, vaut :

1 2
2 2 3 4
n,(0) = ¢ (L5 + 25 n¥(ern)?) = &5 I 42 L
2r® &R R R R

ou, en posant %% =X 3
E(Y*/Vo) =0 (1 + 4X2 -6 % + 3 x4 ). (x#0, x #1)

et Oenx=0o0uzx-= 1.

2-% Variogramme des résidus dans le cas discret.

Plagons-nous d'abord dans le cas général (donndes en des

points X € R’ quelcongues) :



- 24 -

a/ Bstimateur optimal (Systéme 1-0', page 17 du fascicule

sur le Krigeage Universel)

* 2
(a) 2y oB = (Za—?ﬁ) - 2 (Za—ZB)(ma-mB) + (ma—mﬁ)
(m, = Aéfg )

En espérance :

2 Brag/Y) = 2 gg = ugy (£4 - £5)(£5 - £)

b/ Estimateur non optimal

Nous utilisons 1l'estimateur optimal pour y, mais le vrai
variogramme sous-jacent est y+g. ILes trois termes de (a) vont

donner en espérance

IR .
(o-1) (2,-25)" = 2 (y4g * 845)
(b-2) (2,-2g) (mmg) = wpy (£2 - )(22 - £3) -
- Y - e _ ¢t
Mo (8gy — 8y ) (£ _ £g)

(v-3)  (mmmg)® = oy (28— 2£6)(£5 -

B B YY

Dtol
() {§ 2 Blyyg/vee) = 2 Blygg/v) + 2 A) By g (25 - 20)
g
(
- 'l - ol
o =g MYl -] - 1) 2 gy

) - g, xé xg'(fg- fé)(fz— £

B

2)



- 05 -

c/ Cas ol g est un effet de pépite pur superposé a vy

0 sia#p
8up = © (1 ‘%;3) Qsocﬁ = )

1 81 a=8

On peut calculer le 2&me et le 32me terme de (b) en remplacant

— taly e
gaB par Céaﬁ’ d'ou

)

2 E(YZB/Y + C(1-8)) = 2 E(yzﬁ/ﬂ £ 2001 -8.5)

-2 C(x(eo‘) - xéﬁ))ff(‘i)-—f(é)) + C ? My AY (f‘g—-fe)(fz - 25)

<§ans sommation sur (a) et (Bi)

Application

Variogramme y linéaire - n+1 points équidistants sur (0,L),

an I’Jl’l.

d/ Estimateur optimal (absence d'effet de pdpite)

Il est détailléd page 44 ~ Ie terme p,, dommé dans le

fascicule est entaché d'une erreur de calecul., Sa vraie valeur est :
= 1
Hiq AN

On a dici pour B = a + k

11 B _ o 2y, 2
£ - f = -%k £2 - £, = = (2 ak + ¥°)n



- 26 -~

!

-k 2

(R o1 el ‘> 22
T(k) T n+i-k §O <’L(x fcx+k = Kk

An—k

12 _ 1 1 el 22 2.3

") = wE 2, fa4é> (_ a+£> nokm b
. n-k 2

m22 1 2 _ g2 \> -
"o = wITE 2, <foc fore) =

=nt 2(% +2k(n-k) + £ (n—k)(Zn—2k+4£>=

1 yp% k2 (k-2k n + 4 n° + 2n - 2%)

Clf—

Dtou :
"% 2 8 n°-2 12 1 42 2 k2 2 i 2
2y (kh) =2k -k 5 h + k°h - —55— (k"-2kn+4n"+2n-2k)}
n(n“-1) n°-1 n(n°-1)
- et, en ordomnant en k ¢
*
() {§ 2 B(y (k) /y) =
(§
( ) 2 4
(( = (2 % - 4 n k2 _ A n-2 k2 4 (n+12 k3 _ 2 k n
gg n(n°-1) n(n2—1) n(n°-1) n(n®-1)
e/ Dans les mémes conditions, ajoutons un _effet de pépite C :
Pour p=a+k (k#0), 3 termes correctifs i

(e~1) +2¢C

(e-2) + 2 c(x? - x$+k) kh # 2 c(xg'- x%*k)(z ok + k2)h®



. 2 \ /s 8
(e=3) C Lpg (£, fB)(foc - fg)
n A
= Y o,
Legg = Y§O Moo Rg
n-k
Ces termes sont ensuite soumis & 1'opération T
o=0

Calcul de (e=3) - En se reportant aux estimateurs de la page 44 :

(7\0_. 6 S F T W S b 2 < S
17 2 n n-i h ~ n(n+1) h
(n®=1)
o n_/_6 1.3\ 1 1=2n 1
'}‘1 % M ﬁ(n2—1 T n—1> h n(n+1) h
O p '
%A?:E%V(i%O,i#n)
(,o _.n < 6 3 (n+1) \ 1 3 1
AS =A% = (- + o=y T
. g 2 2 l'l('Il?‘—)l) 1’1(1’12—1) h2 n{n+ 1 h2
Kzi
i 6 1 . .
Ap = - ———— — (i #0, i #n)
2 n(n®-1) n° ’
Matrice I'?s
- v 2 (36(n=1) . (1+an)? . (1=20)2 )1 _ 20 n°-2 1
Lyp= L () =57+ 73 2773 2] "o T o oo T2
4( y=0 (n“-1) n(n+1) n“(n+1)% h n“(n“-1) h
n
I }\Y=<3<1+4n> L, 3(1=2n) 36 (u=1) } 1 _
E 127 020 12 \p2(me1)? nP(mwe1)? n(n®-1)2/ 1w’
§ e
( n(n2—1) h3
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( 2
8 6 n— 1
I, = 2 O = <____1__ ) 1
g 22 v=0 n°(nt1)2  n(n®-1)2 nt " 2(n 1) nt
Le terme correctif (e-3) - aprés sommation en k - est Ly, Tzs(k),
avec les Tes(k) donndes en (d)
. 2 . 2 2
s Tes(k) = ,2_%:@2~2 12 - 26 K2 4 6 (k —212m+?4n +2n-2k) 42
n“(n“-1) n-1 n“(n"-1)
En regroupant :
2 3 4
(e=3) € Ipg 5(x) = ¢ [8n2+1§ D=2 2 . 12K Sk
n“(n®~1) n“(n-1) n“(n°-1)
Calcul de (e=2)
a=0, B#n oc;éo,ﬁén @«a=0,pBB=nlaf 0, p#n
a _ LB 1 32) 1 '(J_ - 1 2 1 0
}‘1 7\1'" (n+n-1>h n h n h
g-oge 1G4 G 1 :
n({n“=1) n(n=1)
Ie terme correctif, apreés opdération -1-1—:1—_—_-]:-{ 2 , est (pour k #n)
o

- 1)
Ty

(n* 2 2 )

n(n

2C 1 3 1
n+1-k [(n * n—1> <fo

1 3 1 (1) (52 2
+ (n - —-——n_1) (fn_k n(nm‘l R )}

20 2 3 (n+1) C_kl4n-3k—
(e-2) 5% ["?E' n(néi1 <§n K)%-n +k¥)] - 4n(n~§§?n3% ;g



_.29_.

Pour k = n, il vient - 4 C, de sorte que (e-2) est encore valable

pour k = n. Au total :

2 (¢ (@) /y+ ©(1-8)) = 2 Bly (1)/7) + [2 -

(((
( ((
((5-
(e) (( o 3 4
o (CC - L8n°+ tom 2,2 12k . 6k
égg na(n2—1) nz(n—1) ‘n2(n2—1)




ADDITIF & la Note Géos?atistique n° 106

¥.U. pour une covariance exponentielle

Considérons les deux problemes suivants :

a/ (cas continu). Pour une fonction g donnée, trouver une mesure
A telle que :

(a) / vax) e?l®Al gy (0<y <)
(o]

b/ (cas discret). Pour g = (g, Bpree g,) donné, trouver

A= (A x1,..xn) tel que :

o
) = i = _ omali-ily -
(b) =N Ay cij = g5 (i .-‘O, 1.,...n, Cij = e )

51 1'on sait résoudre ces deux problémes, on en déduira
facilement l'estimateur optimal de la dérive sur une droite pour

la covariance exponentielle et pour des fonctions fl quelconques.

- a/ Cas continu

—alh[

-a| 1| est la mesure 2l e

dh~-2a6 (dh
En dérivant deux fois (a) en y (g étant supposée dérivable), on en

Ta dérivée seconde de €

déduit que la mesure A{(dx) (si elle existe) doit coincider sur
1'intervalle ouvert (0,L) avec une mesure de densité f{x) telle que

: ‘
(2y) 22 [ el Tl a0 - 2 2 - )
o]
clest-a-dire, d'aprés (a) (supposé vérifié) :
2(y) = 3= (a° &(y) - &"(¥) (0 < y <L)

Sur 1l'intervalle fermé [0,L], la mesure A devrait alors
étre de la forme :

(a,) (@) = L (%e(3)-g" (1)) + A 8 (ax) + B 6y(ax)



!
Montrons qu'il existe effectivement une mesure A de la
forme (az) vérifiant (a). Pour celd, effectuons une intégration

par partie sur

A y L
I z‘/wgn(x) e-alx-—y] ax ;.:/‘ g"(X) e—a(y—X)dX _ifgn(x) e—a(x—y)dXz
o o o
| y |
= g(x) e-a(y=x) |7 _ ?Jf g'(x) e—g(y—x)dx +
o o

. L
y y

y

L
g'(IO e-ﬁ(L-y) - g'(o) e—ay - an g'(X)e?a(y"X)dX+§/\g'(x)efak&ﬁg
. O Yo

Une nouvelle intégration paf partie donne :

. L
I=g (@ e?TV) _gio) e - ag(x) e-a(y_x)ly+ag(x)€"a(x~y)l +
. (¢} y

y L
2 -a(y-x) 2 ~a(x=y), _
+ a j(; g(x) e dx + a/¥ g(x) € dx

(g (B)+ag(L)) ea(Ty) (ag(5)~g'(0))ééay—2ag(y)+af/‘g(xjefalx;y[dx;
) 0
Par conséquent, la mesure A définie par :
A(dx) = %g[(a2g(X)—g"(x»dX + (ag(o)~g'(0))6,(ax)+(g"' (L)+ag(L)) 6y (dx) ]

vérifie effectivement la relation (a) dés que la dérivée seconde
g"(y) est continue sur [0,L].

b/ Cas discret (maille régulidre)

V4 . 2 ] Id ’
Désignons par A~ la différence seconde centrée :

(a2 £)5 = £4,4 = 285 + £y 4 £3=0, 1, #2,...)

et calculons A2Ci.

3 pour Cij=€7ali—j!. On trouve d'abord :



i

1 (e7%-1) e @l (5 5 4
A C- ¢ = C- . ot C~ . =
ij i,J+1 i, _ 44
! G- el (g g
puis : (e™8-1) (1e2)eald~1) (4 > i+1)
2 N 1 o | ;a) Co_ s
AT Gyy = BCy4=00; 5 q = -2 (1€ (3 = 1)
(e-1) (1-8) e=a(3~d) (5 o 1-1)
Sous forme condensée, ceci s'éerit ¢
2 _ (o8 _o8 o (o2 _o8
(b1) A Cij = (e 1.)(1 ) Cij (e® ~e %) aij
Soit alors & résoudre le Systéme :
n :
C. . PR . = O .e
(o) gg ij ,}\J gJ (J s 1y n)
ol les g5 sont donnés pour j = 0, 1,..n. Posons gj = 0 pour j < O
ou j >n et considérons les difféfénces secondes A 8; ¢
by g, =81 -2¢8
by 8y =8 -2 8+ &

® ® & © ¢ 565 0 % OSSOSO RSSO s

by 8y 4 =8, 28y 4t 80
by 8, = -2 8+ 8,4

Formons l'expression suivante :

n 2 ' n 2

ctest-d~dire, d'apres (b1), et pour 00g i ¢ n @

. n
j—EO'Cij .A2 gj = (ea_1)(1-e"a) 32_—_0: Cj_j gj - (ea__e a) g -

- e7--a(1+1) g, - e—a(n+1—1) g,

s
I



{

On en déduit que les quantités :

R N a_ _o—a _ A2 _oma e
Aj = (e 1)(1 e ) 85 A g5 ~e 6oj e énj

vérifient bien le systéme (b). Alors que, dans le cas continu, la
fonction g(y) devrait é&tre deux fois dérivable, la solubion kj
obtenue dans le cas discret est valable pour toute fonction

g sur {0, 1y oo n}.



