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Préface

Nous avons rassemblé dans ce document des notes du cours de Géostatistique
Multivariable dispensé dans le cadre du D.E.A. au Centre de Géostatistique de
l’Ecole des Mines de Paris.

Le premier Chapitre énumère quelques résultats du calcul matriciel (sans
démonstrations), ce qui permet ensuite, dans les chapitres suivants, une pré-
sentation accélérée de trois méthodes de l’Analyse des Données, importantes
pour la Géostatistique, à savoir: l’analyse en composantes principales, l’ana-
lyse canonique et l’analyse des correspondances.

Le cinquième Chapitre donne des définitions élémentaires du vario-
gramme et de la fonction de covariance, précise la notion de variogramme
gigogne et présente trois modèles de régionalisation particuliers donnant lieu
à des structures gigognes. Le sixième Chapitre examine le krigeage des com-
posantes de la variation spatiale définies par les modèles linéaires de régiona-
lisation.

Le septième Chapitre présente une première méthode géostatistique mul-
tivariable, qui consiste à introduire dans le système de krigeage, sous la forme
de dérives externes, des variables connues sur tout le domaine spatial. Le hui-
tième Chapitre parle du filtrage d’une dérive temporelle dans le cas de don-
nées spatio-temporelles.

Le neuvième Chapitre étudie la fonction de covariance croisée d’une paire
de variables, le variogramme croisé, ainsi que la relation entre ces deux fonc-
tions structurales. Le dixième Chapitre expose la théorie du cokrigeage en
liaison avec les notions d’isotopie/hétérotopie, de corrélation intrinsèque et
d’autokrigeabilité.

Le onzième et dernier Chapitre est consacré au modèle linéaire de corégio-
nalisation et à l’analyse krigeante multivariable, qui permettent de pratiquer
l’Analyse des Données dans un contexte spatial.

Ce document est destiné à évoluer au fil du temps: toutes remarques, com-
mentaires et critiques sont bienvenues !

Note

Ce document a servi de point de départ à la rédaction du livre Multivariate
Geostatistics paru chez Springer-Verlag, Berlin, 256p, ISBN 3-540-60127-9.
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1 Rappel de Calcul Matriciel

Ce bref rappel consiste en l’énoncé des principaux concepts du calcul ma-
triciel, parsemé de quelques exercices et exemples. Pour un exposé plus dé-
taillé, on pourra consulter avec profit le livre de STRANG [94].

Le tableau des données

En Analyse des Données, on manipule des tableaux de nombres (matrices)
et le tableau de départ est généralement le tableau des données Z

V ariables
(colonnes)

Echantillons
(lignes)

0BBBBB@
z1;1 : : : z1;i : : : z1;N

...
...

...
z�;1 z�;i z�;N

...
...

...
zn;1 : : : zn;i : : : zn;N

1CCCCCA
= [z�i] = Z

L’élément z�i dénote la valeur numérique placée au croisement de la ligne
numéro � (indice de l’échantillon) et de la colonne numéro i (indice de la va-
riable).

Matrice, vecteur, scalaire

Une matrice est un tableau rectangulaire de nombres

A = [aij]

avec des indices
i = 1; : : : ;n j = 1; : : : ;m

On parle d’une matrice d’ordre n�m pour désigner une matrice de n lignes
et m colonnes.

Un vecteur (par convention: un vecteur colonne) de dimension n est une
matrice d’ordre n � 1, c’est-à-dire une matrice ne possédant qu’une seule co-
lonne.

Un scalaire est un nombre (si l’on veut: une matrice d’ordre 1� 1).
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Du point de vue des notations, les matrices seront désignées par des ma-
juscules en caractères gras et les vecteurs par des minuscules en caractères
gras.

Addition

Deux matrices de même ordre peuvent être additionnées

A + B = [aij] + [bij] = [aij + bij]

L’addition de matrices se fait en additionnant les éléments de même indice
i et j.

Multiplication par un scalaire

Une matrice peut être multipliée à droite ou à gauche par un scalaire �

A� = �A = [� aij]

Cela revient à multiplier tous les éléments aij par le scalaire �.

Multiplication de deux matrices

Le produit AB de deux matrices A et B ne peut être réalisé que si B a
autant de lignes que A a de colonnes. Soit A d’ordre n�m et B d’ordre m� l.
La multiplication de A par B donne une matrice C d’ordre n� l,

A
(n�m)

� B
(m�l)

=

"
mX
j=1

aij bjk

#
= [cik] = C

(n�l)

où i = 1; : : : ;n et k = 1; : : : ;l.
Le produit BA de ces mêmes matrices n’est possible que si n est égal à l et

le résultat est une matrice d’ordre m�m.

Transposition

La transposée A> d’une matrice A d’ordre n�m est obtenue en inversant
la séquence des indices, de sorte que les lignes de A deviennent les colonnes
de A>

A
(n�m)

= [aij]; A
(m�n)

> = [aji]

La transposée du produit de deux matrices est égal au produit des trans-
posées en séquence inverse

(AB)> = B>A>
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EXERCISE 1.1 Soit 1 le vecteur de dimension n dont les éléments sont tous
égaux à 1. Effectuer les produits 1>1 et 11>.

EXERCISE 1.2 Calculer les matrices résultant des produits

1
n

Z>1 et
1
n

11>Z

où Z est la matrice n�N des données.

Matrice carrée

Une matrice carrée a autant de lignes que de colonnes.

Matrice diagonale

Une matrice diagonale D est une matrice carrée dont les seuls éléments
non nuls se trouvent sur la diagonale

D =

0@ d11 0 0
0 . . . 0
0 0 dnn

1A
En particulier, il y a la matrice identité

I =

0@ 1 0 0
0 . . . 0
0 0 1

1A
qui, multipliant à droite ou à gauche une matrice de même ordre, ne la modifie
pas

A I = I A = A

Matrice orthogonale

Une matrice A carrée est orthogonale, si elle vérifie

A>A = A A> = I

Matrice symétrique

Une matrice carrée A est symétrique, si elle est égale à sa transposée

A = A>
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EXEMPLE 1.3 Un exemple de matrice symétrique est la matrice de variance-
covariance V, contenant les variances sur la diagonale et les covariances en
dehors de celle-ci

V = [�ij] =
1
n

(Z�M)> (Z�M)

où M est la matrice rectangulaire n �m des moyennes (solution de l’exercice
1.2), dont tous les éléments de chaque colonne sont égaux à la moyenne de la
variable correspondant à cette colonne.

EXEMPLE 1.4 Un autre exemple de matrice symétrique est la matrice R des
corrélations

R = [�ij] = D��1 V D��1

où D��1 est la matrice diagonale contenant les inverses des écarts-types des
variables

D��1 =

0B@ 1p
�11

0 0

0 . . . 0
0 0 1p�NN

1CA
Indépendance linéaire

Un ensemble de vecteurs fa1; : : : ;amg est linéairement indépendant, si il
n’existe pas d’ensemble non trivial de scalaires fx1; : : : ;xmg, tel que

mX
j=1

aj xj = 0

Autrement dit, l’indépendance linéaire des colonnes d’une matrice A est
acquise, si seul le vecteur nul x = 0 satisfait à l’équation Ax = 0.

Rang d’une matrice

Une matrice rectangulaire peut être subdivisée en l’ensemble des vecteurs
colonnes qui la constituent. De même, on peut considérer les vecteurs “lignes”
de cette matrice, qui sont en fait les vecteurs colonnes de sa transposée.

Le rang des colonnes d’une matrice est le nombre maximal de vecteurs
colonnes linéairement indépendants. Le rang des lignes de la matrice est défini
de manière analogue. On démontre que le rang des lignes est égal au rang des
colonnes.

Le rang d’une matrice A rectangulaire n�m est donc au plus égal à la plus
petite de ses deux dimensions

rang(A) � min(n;m)
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Le rang de la matrice A indique la dimension 1 des espaces vectoriels
R(A>) etR(A) engendrés par les colonnes et les lignes de A

R(A>) = fy : y = Axg et R(A) = fx : x = y>Ag
où x désigne un vecteur de dimension m et y un vecteur de dimension n.

Matrice inverse

Une matrice A carrée n�n est singulière, si rang(A) < n, et non singulière,
si rang(A) = n.

Si A est non singulière (inversible), il existe une matrice inverse A�1 tel
que

A A�1 = A�1 A = I

L’inverse Q�1 d’une matrice orthogonale Q est sa transposée Q>.

Déterminant d’une matrice

Le déterminant jAj d’une matrice A carrée n� n est

jAj = det(A) =
X

(�1)N(k1;:::;kn)
nY
i=1

aiki

où la somme porte sur l’ensemble des permutations (k1; : : : ;kn) des entiers
(1; : : : ;n) et où N(k1; : : : ;kn) est le nombres de transpositions de deux entiers
nécessaires pour passer de l’ensemble de départ (1; : : : ;n) à la permutation
(k1; : : : ;kn) de cet ensemble.

Dans le cas d’une matrice 2� 2 on a la formule bien connue

A =
�
a b
c d

�
; det(A) = a d� b c

Un déterminant non nul indique que la matrice est inversible.

Trace

La trace d’une matrice carrée n � n est égale à la somme de ses éléments
diagonaux

tr(A) =
nX
i=1

aii

1. ne pas confondre: la dimension d’un vecteur et la dimension d’un espace vectoriel.
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Valeurs propres

Soit A une matrice carrée n� n. L’équation caractéristique

j� I�Aj = 0

a n solutions � en général complexes, appelées valeurs propres de A.
La somme des valeurs propres est égale à la trace de la matrice

tr(A) =
nX
p=1

�p

Le produit des valeurs propres est égal au déterminant de la matrice

det(A) =
nY
p=1

�p

Si A est symétrique, toutes les valeurs propres sont réelles.

Vecteurs propres

Soit A une matrice carrée et � une valeur propre de A. Il existe des vecteurs
x et y, différents du vecteur nul 0, satisfaisant

(� I�A)x = 0; y>(� I�A) = 0

c’est-à-dire
A x = �x; y>A = �y>

Les vecteurs x sont les vecteurs propres des colonnes de A et les y sont les
vecteurs propres des lignes de A.

Lorsque A est symétrique, il n’y a pas lieu de distinguer entre des vecteurs
propres de colonnes et de lignes.

EXERCISE 1.5 Montrer que les valeurs propres du carré d’une matrice A sy-
métrique, A2 = AA, sont égales au carré des valeurs propres de A. Et que
tout vecteur propre de A est un vecteur propre de A2.

Matrice définie positive

DÉFINITION:
Une matrice A symétrique n�n est définie positive, ssi (si et seulement si)

pour tout vecteur x non nul la forme quadratique

x>Ax > 0
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De même, A est qualifiée de semi-définie positive (définie non négative), ssi
x>Ax � 0 pour tout vecteur x. Ou encore, A est indéfinie, ssi x>Ax > 0
pour certains x et x>Ax < 0 pour d’autres x.

On remarque que cette définition est identique à celle d’une fonction de
type positif.

Suivent trois critères très utiles, énoncés pour des matrices semi-définies
positives.

PREMIER CRITÈRE:
A est semi-définie positive, ssi il existe une matrice W telle que A =

W>W.
Une telle matrice W s’écrit parfois

p
A.

DEUXIÈME CRITÈRE:
A est semi-définie positive, ssi toutes les valeurs propres �p � 0.

TROISIÈME CRITÈRE:
A est semi-définie positive, ssi tous les mineurs principaux sont non néga-

tifs.

Un mineur principal est le déterminant d’une sous-matrice principale
de A. Une sous-matrice principale est obtenue en biffant k colonnes (k =
0;1; : : : ;n � 1) et les lignes correspondantes les croisant sur les éléments dia-
gonaux. La combinatoire des mineurs principaux à vérifier rend ce critère peu
intéressant dans les applications avec n > 3.

REMARQUE 1.6 On vérifie aisément avec le troisième critère que la matrice
(n+ 1)� (n+ 1) membre gauche du Krigeage Ordinaire, écrite en covariances,
n’est pas semi-définie positive.

La sous-matrice principale S obtenue en biffant toutes les colonnes et les
lignes se croisant en des éléments diagonaux, sauf les deux dernières,

S =
�
cnn 1
1 0

�
a un déterminant qui vaut �1.

Le calcul des valeurs propres de la matrice membre gauche du KO donne
une valeur propre négative (dûe à la condition d’universalité) et n valeurs
propres positives (ou nulles) dans le cas de covariances. Constituée à l’aide de
la fonction de covariance, cette matrice est indéfinie, alors qu’elle est (semi-
)définie négative dans le cas du variogramme.

Décomposition en valeurs et vecteurs propres

Pour une matrice A symétrique, les valeurs propres �p et des vecteurs
propres qp normés à l’unité forment le système

A Q = Q � avec Q>Q = I
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où � est la matrice diagonale des valeurs propres et Q est la matrice orthogo-
nale des vecteurs propres.

Etant donné que Q> = Q�1, on aboutit à une décomposition de la matrice
symétrique A,

A = Q � Q>

Décomposition en valeurs singulières

L’Analyse des Données étant l’art de décomposer des tableaux, une dé-
composition s’appliquant à une matrice rectangulaire (dans le même es-
prit que la décomposition d’une matrice symétrique en valeurs et vecteurs
propres) va évidemment jouer un rôle central.

La décomposition en valeurs singulières �p d’une matrice A rectangulaire
n�m de rang r s’écrit:

A = Q1 � � � Q>2
(n�m) (n� n) (n�m) (m�m)

où Q1 et Q2 sont des matrices orthogonales et où � est une matrice rectan-
gulaire avec r valeurs positives �p sur la diagonale (à savoir l’ensemble des
éléments d’indices égaux) et des zéros ailleurs. Par exemple, dans le cas où
n > m et r = m, la matrice � a la structure suivante

� =

0BBBBBB@
�1 0 0
0 . . . 0
0 0 �r
0 0 0
...

...
...

0 0 0

1CCCCCCA
Une telle décomposition existe toujours et peut être obtenue en calculant

les valeurs propres �p de AA> et de A>A, qui sont identiques et positives ou
nulles. Les valeurs singulières sont les racines carrées des valeurs propres non
nulles,

�p =
p
�p

Dans cette décomposition, Q1 est la matrice des vecteurs propres de AA>,
tandis que Q2 est la matrice des vecteurs propres de A>A.

EXERCISE 1.7 Quelle est la décomposition en valeurs singulières d’une ma-
trice symétrique?
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Inverse généralisée de Moore-Penrose

Une matrice inverse existe pour toute matrice carrée non singulière. Il est
intéressant de généraliser le concept d’inverse à des matrices singulières et à
des matrices rectangulaires.

Une matrice X d’ordre m � n est inverse généralisée de Moore-Penrose
d’une matrice A rectangulaire n�m, si elle vérifie les quatres conditions sui-
vantes

A X A = A
X A X = X
(A X)> = A X
(X A)> = X A

Une telle matrice X est notée A+.

EXERCISE 1.8 Est-ce que l’inverse A�1 d’une matrice carrée non singulière A
est une inverse généralisée de Moore-Penrose?

L’inverse de Moore-Penrose s’obtient à partir de la décomposition en va-
leurs singulières en intervertissant les deux matrices orthogonales, en trans-
posant � et en inversant chacune des valeurs singulières:

A+ = Q2 �+ Q>1
La matrice �+ est d’ordre m � n et a, dans le cas où n > m et r = m, la

structure

�+ =

0B@��1
1 0 0 0 : : : 0
0 . . . 0 0 : : : 0

0 0 ��1
r 0 : : : 0

1CA =

0B@��1=2
1 0 0 0 : : : 0
0 . . . 0 0 : : : 0

0 0 ��1=2
r 0 : : : 0

1CA
EXEMPLE 1.9 (KRIGEAGE SIMPLE AVEC UN DOUBLON) On peut se demander
si l’inverse de Moore-Penrose peut être utilisée pour résoudre un système de
krigeage dont le membre gauche est singulier. Nous n’allons pas traiter le
problème de manière générale, mais nous contenter d’un petit exercice très
simple.

On cherche à estimer une valeur en x0 à partir de deux valeurs situées au
même point x1. Le système de krigeage simple est�

a a
a a

��
w1
w2

�
=
�
b
b

�
où a est la variance des données et où b est la covariance entre les points x1 et
x0.
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La matrice A étant singulière on va recourir à l’inverse généralisée de MP.
Soit

AA> = A>A =
�

2a2 2a2

2a2 2a2

�
=
�
c c
c c

�
= C

On a

det(C) = 0 ) �2 = 0
tr(C) = 2c ) �1 = 2c

et une matrice de vecteurs propres normés

Q =

 1p
2

1p
2

1p
2 � 1p

2

!
La solution du système au sens de l’inverse généralisée est

w = A+ b = Q �+ Q> b =

 bp
2c

bp
2c

!
=

 
b

2a
b

2a

!
En considérant des données de moyenne nulle, on a en fin de compte l’es-

timation par krigeage simple

z?(x0) =
b
a

�
z1(x1) + z2(x1)

2

�
Cette solution satisfait l’esprit, puisque l’estimateur prend la moyenne des

deux valeurs z1 et z2 mesurées au point x1 et la multiplie par le pondérateur
que livre le krigeage simple lorsqu’il n’y a qu’une seule information dispo-
nible.
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2 Analyse en Composantes Principales

Transformation en facteurs

Le problème de base que résoud l’analyse en composantes principales est
de transformer un jeu de variables corrélées en des variables non corrélées,
qui, dans un contexte idéal (Gaussien) pourraient être interprétées comme des
facteurs indépendants sous-jacents au phénomène. C’est pourquoi ces quan-
tités orthogonales seront appelées “facteurs”, bien que cette interprétation ne
soit pas toujours parfaitement adéquate.

Z est la matrice n � N des données centrées et V est la matrice N � N de
variance-covariance correspondante

V = [�ij] =
1
n

Z> Z

Soit Y une matrice n � N contenant dans ses lignes les n échantillons de
facteurs Yp (p = 1; : : : ;N) non corrélés et d’espérances nulles.

La matrice de variance-covariance des facteurs est évidemment diagonale,
puisque les covariances entre les facteurs sont nulles par définition

D =
1
n

Y>Y =

0@ d11 0 0
0 . . . 0
0 0 dNN

1A
et les éléments diagonaux dpp sont les variances des facteurs.

On cherche une matrice A, orthogonaleN�N , qui transforme linéairement
les variables mesurées en facteurs synthétiques

Y = Z A avec A>A = I

En multipliant cette équation à gauche par 1
n et par Y> on a

1
n

Y>Y =
1
n

Y> Z A

et en remplaçant Y par ZA à droite, il vient

1
n

(Z A)> (Z A) =
1
n

A> Z> Z A = A> 1
n

(Z> Z) A
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En fin de compte,
D = A>V A

c’est-à-dire
V A = A D

On voit immédiatement que la matrice Q de vecteurs propres orthonor-
més offre une solution au problème, et que les valeurs propres �p sont alors
tout simplement les variances des facteurs Yp. L’analyse en composantes prin-
cipales n’est rien d’autre qu’une interprétation statistique du problème de va-
leur propre

V Q = Q � avec Q>Q = I

définissant des facteurs par
Y = Z Q

Maximisation de la variance d’un facteur

Un autre aspect important de l’analyse en composantes principales est
qu’elle permet de définir une suite de facteurs orthogonaux, qui absorbent
successivement une part maximale de la variance des données.

Prenons le vecteur y1 correspondant à un premier facteur obtenu par trans-
formation de la matrice des données Z avec un vecteur a1 calibré à l’unité

y1 = Za1 avec a>1a1 = 1

La variance de y1 vaut

var(y1) =
1
n

y>1 y1 =
1
n

a>1Z>Za1 = a>1Va1

Pour attribuer une part maximale de la variance des données à y1, on dé-
finit une fonction objectif �1 avec un paramètre de Lagrange �1, qui multiplie
la condition de norme unité du vecteur a1

�1 = a>1Va1 � �1(a>1a1 � 1)

En annulant la dérivée selon a1

@�1

@a1
= 0 () 2Va1 � 2�1a1 = 0

on voit que �1 est une valeur propre de la matrice de variance-covariance et
que a1 est égal au vecteur propre q1 associé à cette valeur propre

Vq1 = �1q1
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On s’intéresse à un deuxième vecteur y2 orthogonal au premier

cov(y2;y1) = cov(Za2;Za1) = a>2Va1 = a>2�1a1 = 0

La fonction �2 à maximiser contient deux contraintes: le fait que l’on choi-
sisse a2 normé à l’unité, et l’orthogonalité de a2 avec a1. Ces contraintes néces-
sitent l’introduction de deux nouveaux pondérateurs de Lagrange �2 et �

�2 = a>2Va2 � �2(a>2a2 � 1) + � a>2a1

On annule la dérivée selon a2

@�2

@a2
= 0 () 2Va2 � 2�2a2 + � a1 = 0

Que vaut �? En multipliant l’équation par a>1 à gauche

2 a>1Va2| {z }
0

�2�2 a>1a2|{z}
0

+� a>1a1|{z}
1

= 0

on voit que � est égal à zéro (la contrainte n’est pas active) et ainsi

Va2 = �2a2

A nouveau �2 s’avère être une valeur propre de la matrice de variance-
covariance et a2 un vecteur propre q2 correspondant.

En numérotant les valeurs propres de V, de la plus forte à la plus faible,
on obtient une suite de N facteurs non corrélés, qui assurent un redécoupage
optimal (au sens des moindres carrés) de la variance totale, puisque

tr(V) =
NX
i=1

�ii =
NX
p=1

�p

Interprétation des variances des facteurs

Les valeurs propres indiquent la part de la variance totale associée à
chaque facteur et le rapport

variance du facteur
variance totale

=
�p

tr(V)

donne une indication numérique, habituellement indiquée en %, de l’impor-
tance du facteur.

Il est généralement préférable de standardiser les variables (en soustrayant
d’emblée les moyennes et en divisant par les écarts-types), de sorte que l’ana-
lyse en composantes principales est basée sur la matrice de corrélation R.
Dans ce cadre, lorsqu’une valeur propre est inférieure à 1, on considère parfois
que le facteur associé a moins de valeur explicative que chacune des variables
mesurées, car sa variance est inférieure à la variance unité des variables.
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Corrélation des variables avec les facteurs

En général on travaille avec des données standardisées ez�i pour ramener
toutes les variables à une échelle unique et les rendre comparablesez�i =

z�i �mip�ii
où mi et

p�ii sont la moyenne et l’écart-type de la variable zi.
La matrice de variance-covariance associée aux données standardisées est

la matrice de corrélation
R =

1
n
eZ> eZ

dont la décomposition en valeurs propres donne

R = eQ e� eQ> = eQpe��eQpe��> = A A>

Les vecteurs ai, colonnes de A>, ont ceci de remarquable qu’ils indiquent
la corrélation entre une variable ezi et les différents facteurs yp, car

corr(ezi;yp) =
pe� eqip = aip

La longueur des vecteurs ai est égale à l’unité, et leur produit scalaire est
égal au coefficient de corrélation

a>i aj = �ij

Du point de vue géométrique les vecteurs ai peuvent être utilisés pour
représenter la position des variables sur la surface de l’hypersphère unité cen-
trée à l’origine. Les coefficients de corrélation �ij sont les cosinus des angles
entre deux vecteurs se rapportant à des variables différentes.

La projection de la position des variables depuis la surface de l’hyper-
sphère dans des plans définis par des axes factoriels donne une représenta-
tion graphique, appelée “cercle des corrélations”, qui montre leur proximité à
l’intérieur d’un cercle unité centré à l’origine. Ces représentations sont utiles
pour juger de l’affinité ou de l’antagonisme existant entre des variables. Ces
graphiques sont fiables, si les variables auquelles on s’intéresse sont situées
près de la circonférence du cercle. Sinon, il faut examiner plusieurs plans fac-
toriels pour s’assurer qu’une proximité constatée sur un cercle correspond ef-
fectivement à une proximité sur l’hypersphère.

Dans le cas plus général de données non standardisées, on peut également
fabriquer des cercles de corrélation entre les variables et des paires de facteurs.
On multiplie la matrice V à gauche et à droite par la matrice diagonale des
inverses des écarts-types

D��1 V D��1 = D��1 Q � Q>D��1 = D��1 Q
p

�
�

D��1 Q
p

�
�>
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d’où l’on déduit la formule générale des corrélations entre variables et facteurs

corr(zi;yp) =
r
�p
�ii

qip

EXERCISE 2.1 Déduire de

1
n
eZ>Y = R eQ = eQ e� avec eQ> eQ = I

que le coefficient de corrélation entre deux vecteurs ezi et yp vaut

�ip =
qe�p eqip

Il s’ensuit que, lorsqu’une variable standardisée est orthogonale à toutes
les autres, elle sera identifiée à un facteur de variance unité dans l’analyse en
composantes principales.

EXERCISE 2.2 Soit eZ une matrice de données standardisées et Y la matrice
de facteurs correspondants obtenue par analyse en composantes principales,
Y = eZ eQ, où eQ est la matrice des vecteurs propres orthonormés de la matrice
de corrélation R.

Montrer que:

corr
�eZ;eZ� = R = corr

�eZ;Y��corr
�eZ;Y��>
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3 Analyse Canonique

Etude des facteurs de deux groupes de variables

L’analyse canonique propose d’étudier simultanément deux groupes de
variables mesurant des propriétés différentes sur le même jeu d’échantillons.
Ceci afin de mettre en évidence, successivement, des couples formés d’un fac-
teur du premier groupe ayant un lien maximal avec un facteur du deuxième
groupe. Le but étant, au moment de l’interprétation, de voir pour chaque fac-
teur sous-jacent à un groupe de propriétés, s’il peut être mis en rapport avec
un facteur sous-jacent à un autre ensemble de mesures de nature différente,
réalisées sur les mêmes échantillons.

Le tableau de données centré Z d’ordre n � N est scindé en deux groupes
de variables

Z = [Z1jZ2]
c’est-à-dire, la matrice Z est formée par juxtaposition des colonnes d’une ma-
trice Z1 d’ordre n�M et d’une matrice Z2 d’ordre n� L, avec N = M + L.

La matrice de variance-covariance V associée à Z est subdivisée en quatre
blocs

V =
1
n

[Z1jZ2]>[Z1jZ2] =
�

V11 C12
C21 V22

�
où les matrices V11 d’ordre M � M et V22 d’ordre L � L sont des matrices
de variance-covariance associées à Z1 et Z2. Les matrices de covariances C12

d’ordreM�L et C21 d’ordre L�M contiennent les covariances entre variables
de groupes différents

C>12 = C21

On cherche des couples de facteurs fup;vpg
up = Z1ap et vp = Z2bp

qui soient non corrélés à l’intérieur de leurs groupes respectifs

up?uk et vp?vk pour p 6= k

et pour lesquels la corrélation corr(up;vp) est maximale. Cette corrélation (ap-
pelée corrélation canonique) entre deux facteurs u et v est

corr(u;v) =
a>Z>1Z2bp

a>Z>1Z1a �pb>Z>2Z2b
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En décidant de normer a et b selon la métrique donnée par les matrices de
variance-covariance (supposées définies positives) de leurs groupes respectifs

a>V11a = b>V22b = 1

la corrélation s’écrit plus simplement

corr(u;v) = a>C12b

Intermède: décomposition en valeurs singulières

Il est instructif de se livrer à un petit détour algébrique. On pose

x =
p

V11 a et y =
p

V22 b avec x>x = y>y = 1

de sorte que

corr(u;v) = x>
"�p

V11

��1

C12

�p
V22

��1
#

| {z }
G

y

Pour le système complet des vecteurs x et y on a

X>GY = �

c’est-à-dire la décomposition en valeurs singulières

G = X � Y>

où les corrélations canoniques �, seuls éléments non nuls de la matrice rec-
tangulaire �, se révèlent être les valeurs singulières du tableau rectangulaire
G.

Maximisation de la corrélation

On cherche une paire de vecteurs de transformation fa;bg rendant maxi-
male la corrélation entre les facteurs fu;vg

corr(u;v) = a>C12b avec a>V11a = b>V22b = 1

La fonction objectif � est

� = a>C12b� 1
2
� (a>V11a� 1)� 1

2
�0(b>V22b� 1)

où � et �0 sont des paramètres de Lagrange.
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L’annulation des dérivées partielles selon a et b donne

@�
@a

= 0 () C12b� �V11a = 0

@�
@b

= 0 () C21a� �0V22b = 0

Quelle est la relation entre � et �0 ? En prémultipliant la première équation
par a> et la seconde par b>

a>C12b� � a>V11a = 0 () � = a>C12b

b>C21a� �0b>V22b = 0 () �0 = b>C21a

on voit que
� = �0 = corr(u;v)

Ayant trouvé plus haut que

C12b = �V11a et C21a = �V22b

on prémultiplie la première équation par C21V�1
11

C21V�1
11 C12b = �C21a

et en tenant compte de la deuxième équation

C21V�1
11 C12b = �2V22b

Cela donne, au bout du compte, deux problèmes de valeur propre, en po-
sant � = �2

V�1
22 C21V�1

11 C12b = �b

V�1
11 C12V�1

22 C21a = �a

Seul le plus petit de ces deux systèmes a besoin d’être résolu. La solution de
l’autre peut alors être obtenue par les relations de transition entre les vecteurs
de transformation

a =
1p
�

V�1
11 C12b et b =

1p
�

V�1
22 C21a

EXERCISE 3.1 Montrer que cov(up;uk) = �pk.

EXERCISE 3.2 Montrer que cov(up;vk) = � �pk.

EXERCISE 3.3 Montrer que le vecteur propre a dans l’équation

V11a = �C12V�1
22 C21a

résoud le problème de l’analyse canonique.
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4 Analyse des Correspondances

On a vu que l’analyse canonique étudie, en quelque sorte, les correspon-
dances entre des facteurs de deux groupes de variables quantitatives. La
même approche, appliquée à deux variables qualitatives, qui représentent,
chacune d’elles, un groupe de catégories mutuellement exclusives, est connue
sous le nom évocateur d’analyse des correspondances.

Tableau disjonctif

Une variable qualitative z est un système de catégories (classes) mutuel-
lement exclusives. L’appartenance d’un échantillon z� à une catégorie Ci peut
être représentée numériquement à l’aide d’une fonction indicatrice

1Ci(z�) =
n 1 si z� 2 Ci

0 sinon
La matrice indiquant les appartenances des n échantillons auxN catégories

de la variable qualitative est le tableau disjonctif H d’ordre n�N
H =

h
1Ci(z�)

i
Chaque ligne du tableau disjonctif ne contient qu’un seul élément égal à

1 et a des zéros ailleurs, étant donné qu’il est exclu qu’un échantillon appar-
tienne à deux catégories à la fois.

Le produit de H> avec H donne une matrice diagonale, dont les éléments
diagonaux nii indiquent le nombre d’échantillons se trouvant dans la catégo-
rie numéro i. La division des nii par n donne la proportion Fii d’échantillons
contenus dans une certaine catégorie et l’on obtient

V =
1
n

H>H =

0@F11 0 0
0 . . . 0
0 0 FNN

1A
Tableau de contingence

Deux variables qualitatives mesurées sur le même ensemble d’échantillons
sont représentées, respectivement, par un tableau H1 d’ordre n � M et un
tableau H2 d’ordre n� L.
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Le produit des deux tableaux disjonctifs a pour éléments les effectifs nij
d’échantillons appartenant simultanément à la catégorie i de la première va-
riable qualitative et à la catégorie j de la deuxième variable. Les éléments de ce
tableau, qui est le tableau de contingence d’ordre M � L, peuvent être divisés
par le nombre total n d’échantillons, mesurant ainsi la proportion d’échan-
tillons se trouvant au croisement des catégories des deux variables

C12 =
1
n

H>1H2 = [Fij]

Analyse canonique de tableaux disjonctifs

L’analyse des correspondances consiste à appliquer le formalisme de l’ana-
lyse canonique aux tableaux disjonctifs H1 et H2 en formant les matrices (non
centrées)

C>21 = C12; V11 =
1
n

H>1H1; V22 =
1
n

H>2H2

Vu la structure diagonale des matrices V11 et V22, qui n’interviennent que
dans le calibrage des vecteurs de transformation, on peut dire que l’analyse
des correspondances revient à étudier les liens entre les lignes et les colonnes
du tableau de contingence C12.

Codage d’une variable quantitative

Une variable quantitative z peut être transformée en une variable qualita-
tive en la découpant en un ensemble d’intervalles disjoints Ci. Des fonctions
indicatrices de ces intervalles permettent de constituer le tableau disjonctif H
associé à z

1Ci(z�) =
n 1 si z� appartient à l’intervalle Ci

0 sinon
Une subdivision est parfois donnée a priori, comme c’est par exemple le

cas pour des fractions granulométriques d’un échantillon de sol.
Le codage d’une variable quantitative permet d’effectuer une analyse des

correspondances croisant les intervalles de cette variable avec les catégories
d’une variable qualitative.

La matrice diagonale V = (1=n) H>H contient les valeurs de l’histo-
gramme des échantillons z�, puisque ses éléments diagonaux exhibent les fré-
quences d’apparition des échantillons dans les classes de valeurs de z.

Contingences entre deux variables quantitatives

Le tableau de contingence C12 = (1=n) H>1H2 de deux variables quantita-
tives z1 et z2 renferme l’information sur un histogramme bivariable, car on y
trouve les fréquences des échantillons au croisement des classes de z1 et de z2.
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Analyse des correspondances continue

L’histogramme bivariable, c’est-à-dire le tableau de contingence de deux
variables quantitatives, peut être modélisé par une loi bivariable F (dZ1;dZ2).
Si cette loi admet une densité '(Z1;Z2), elle s’écrit

F (dZ1;dZ2) = '(Z1;Z2)F1(dZ1)F2(dZ2)

où F1(dZ1); F2(dZ2) sont les lois marginales de Z1 et Z2, modélisant les his-
togrammes respectifs. En supposant, en outre, que la densité ' est de carré
intégrable, on peut la décomposer en un système de valeurs propres �p = �2

p
et de fonctions propres fp(Z1); gp(Z2)

'(Z1;Z2) =
1X
p=0

�p fp(Z1) gp(Z2)

Cette décomposition est l’analogue, en continu, de la décomposition en
valeurs singulières.

EXEMPLE 4.1 Lorsque la loi bivariable est Gaussienne, la décomposition en
valeurs propres donne des coefficients �p égaux à un coefficient � mis à la
puissance p

�p = � p avec j�j < 1

ainsi que des fonctions propres égales à des polynômes d’Hermite �p norma-
lisés

�p =
Hpp
p !

La loi bivariable Gaussienne G(dZ1;dZ2) s’écrit

G(dZ1;dZ2) =
1X
p=0

� p �p(Z1) �p(Z2)G(dZ1)G(dZ2)

REMARQUE 4.2 En géostatistique non linéaire, on s’intéresse à la loi biva-
riable de deux variables aléatoires Z(x�) et Z(x�) situées en deux points x�
et x� d’un domaine spatial. La décomposition de cette loi bivariable donne
lieu, sous certaines hypothèses, à un modèle isofactoriel. Les modèles isofac-
toriels sont d’une grande utilité pour la mise en oeuvre de ce qui s’appelle,
non par hasard, le krigeage disjonctif.

En particulier, dans le cas du modèle isofactoriel Gaussien, le coefficient �
sera tout simplement égal à la valeur �(x��x�) de la fonction de corrélation
pour la paire de points concernée.

EXERCISE 4.3 Qu’est-ce qu’un modèle isofactoriel qualifié de ‘discret’?
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5 Modèle Linéaire de Régionalisation

Variogramme expérimental

Nous allons mesurer la variabilité à différentes échelles d’une variable ré-
gionalisée z(x) tout simplement en calculant une mesure de dissemblance
entre deux données z1 et z2 situées en deux points x1 et x2 d’un domaine spa-
tial. Cette dissemblance entre deux valeurs, désignée par 
?, vaudra


? =
(z2 � z1)2

2

c’est-à-dire la moitié du carré de la différence entre deux valeurs.
On fait dépendre la dissemblance 
? de la distance et de l’orientation d’une

paire de points, décrits par le vecteur h = x2 � x1, indifféremment de la posi-
tion de la paire dans le domaine étudié


?(h) =
1
2

�
z(x1+h)� z(x1)

�2

En formant la moyenne des dissemblances 
? entre valeurs pour toutes
les nh paires de points reliées par un vecteur h donné pour une maille don-
née (avec, le cas échéant, une certaine tolérance sur la longueur et l’angle du
vecteur), on obtient la notion de variogramme expérimental


?(h) =
1

2nh

nhX
�=1

�
z(x�+h)� z(x�)

�2

Habituellement on observe que la dissemblance des valeurs augmente en
moyenne en fonction de l’éloignement spatial des points de mesure et atteint
fréquemment un palier de variation aux grandes distances. Lorsque la pente
du variogramme change abruptement, on peut penser à des paliers intermé-
diaires.

Le comportement aux très petites échelles, près de l’origine du vario-
gramme, est d’une importance capitale, car il est un indicateur du degré de
continuité de la variable régionalisée, à savoir: différentiable, continue mais
non différentiable, ou carrément discontinue. Dans ce dernier cas on aura af-
faire à une variable régionalisée donnant lieu à un effet de pépite, symptôme
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de valeurs changeant abruptement à très petite échelle par rapport à la maille,
comme les teneurs de l’or lorsqu’il y a des pépites.

Lorsque la dissemblance moyenne des valeurs est constante pour toutes
les distances jhj, il y a une absence complète de structuration spatiale des
valeurs. A l’inverse, une pente non nulle du variogramme près de l’origine
indique une structuration des données. Un changement soudain de la pente
du variogramme indique le passage à une structuration des valeurs de nature
différente.

Ces transitions seront d’abord modélisées par des variogrammes gigognes,
puis les différents types de structuration spatiale des valeurs pourront être vi-
sualisés séparément sous forme de cartes en effectuant le krigeage de compo-
santes spatiales.

Variable régionalisée et fonction aléatoire

La variable régionalisée z(x) est considérée comme une réalisation d’une
fonction aléatoireZ(x) (la famille infinie des variables aléatoires implantées en
tout point x d’un domaine spatialD). Les données z(x�) sont des informations
fragmentaires que l’on possède sur une réalisation particulière z(x) de Z(x).

Cette approche est radicalement différente de celle de la statistique, où les
échantillons z� sont des réalisations d’une variable aléatoire Z.

Les implications épistémologiques de l’étude d’un phénomène unique par
des méthodes probabilistes sont débattues dans MATHERON [66].

Variogramme théorique

Le variogramme théorique 
(h) est défini par l’hypothèse intrinsèque.
L’hypothèse intrinsèque est formée de deux conditions sur les accroissements
Z(x+h)� Z(x) de la fonction aléatoire:

– La moyenne des accroissements est invariante pour toute translation du
vecteur h dans le domaine. Plus spécifiquement, la moyenne des accrois-
sements est supposée nulle, quelle que soit la position de h dans le do-
maine.

– La variance des accroissements admet une valeur finie en fonction de h
et indépendante de la position de h dans le domaine.

C’est-à-dire,(
E [Z(x+h)� Z(x)] = 0 pour tout x; x+h 2 D
var [Z(x+h)� Z(x)] = 2 
(h) pour tout x; x+h 2 D
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ce qui donne le variogramme théorique


(h) =
1
2

E
�
(Z(x+h)� Z(x))2� pour tout x; x+h 2 D

L’existence de l’espérance des accroissements d’une fonction aléatoire in-
trinsèque n’implique pas celle de l’espérance de la fonction aléatoire. Une
fonction aléatoire intrinsèque peut avoir une variance infinie, tout en ayant
une variance des accroissements finie pour tout vecteur h.

Fonction de covariance

La fonction de covarianceC(h) est définie sur la base de l’hypothèse de sta-
tionnarité des deux premiers moments, moyenne et covariance, de la fonction
aléatoire (

E [Z(x)] = m pour tout x 2 D
E [Z(x) � Z(x+h)]�m2 = C(h) pour tout x 2 D

La fonction de covariance est bornée et n’excède pas la variance

jC(h)j � C(0) = var(Z(x))

C’est une fonction paire: C(�h) = C(+h).
On peut déduire un variogramme d’une fonction de covariance par la for-

mule

(h) = C(0)� C(h)

Etant donné que l’hypothèse de stationnarité d’ordre deux est moins gé-
nérale que l’hypothèse intrinsèque, tout modèle de variogramme ne peut pas
être déduit d’un modèle de covariance.

EXEMPLE 5.1 Par exemple, le variogramme puissance


�(h) = b jhj� avec 0 < � < 2

déborde manifestement du cadre fixé par l’hypothèse de stationnarité d’ordre
deux.

Fonction de type positif

Du point de vue algébrique, l’emploi d’une fonction de covariance C(h)
dans le calcul de la variance d’une combinaison linéaire de n+1 variables
aléatoires Z(x�) (sous-ensemble d’une fonction aléatoire stationnaire d’ordre
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deux) avec n+1 pondérateurs �� doit nécessairement conduire à une matrice
semi-définie positive

var

 
nX

�=0

�� Z(x�)

!
=

nX
�=0

nX
�=0

�� �� C(x��x�) = l>C l � 0

quels que soient les points x� et les pondérateurs ��. Une fonction de cova-
riance est donc une fonction de type positif.

Une fonction de covariance continue est définie par le théorème de Boch-
ner comme étant la transformée de Fourier d’une mesure positive.

Fonction de type négatif conditionnel

Le variogramme, quant-à-lui, doit être une fonction de type négatif condi-
tionnel pour garantir la positivité de la variance d’une combinaison linéaire de
n+1 variables aléatoires, sous-ensemble d’une fonction aléatoire intrinsèque,
avec n+1 pondérateurs de somme nulle

var

 
nX

�=0

�� Z(x�)

!
= �

nX
�=0

nX
�=0

�� �� 
(x��x�) � 0 si
nX

�=0

�� = 0

c’est-à-dire

[��]>[
(x��x�)][��] = l> � l � 0 pour
nX

�=0

�� = 0

Pour comprendre l’utilité (le caractère suffisant) de la condition sur la
somme des pondérateurs, il faut se livrer à un calcul explicite de la variance
de la combinaison linéaire.

D’abord, la fonction aléatoire Z(x) étant intrinsèque, seule l’espérance
d’accroissements a un sens. Pour pouvoir former des accroissements, nous
introduisons dans l’expression de la variance une variable aléatoire supplé-
mentaire Z(0), placée arbitrairement à l’origine 0 (on suppose que 0 2 D),
multipliée par les pondérateurs de somme nulle, ce qui ne modifie pas la va-
riance

var

 
nX

�=0

�� Z(x�)

!
= var

��Z(0) �
nX

�=0

��| {z }
0

+
nX

�=0

�� Z(x�)
�

= var

"
nX

�=0

��
�
Z(x�)�Z(0)

�#
=

nX
�=0

nX
�=0

�� �� E
h�
Z(x�)�Z(0)

� � �Z(x�)�Z(0)
�i
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=
nX

�=0

nX
�=0

�� �� CI(x�;x�)

où CI(x�;x�) est la covariance des accroissements avec la variable supplémen-
taire.

Dans un calcul intermédiaire, on introduit le point supplémentaire Z(0)
dans l’expression du variogramme


(x��x�) =
1
2

E
��
Z(x�)�Z(0)� Z(x�)+Z(0)

�2
�

=
1
2

�
2 
(x�) + 2 
(x�)� 2CI(x�;x�)

�
de sorte que

CI(x�;x�) = 
(x�) + 
(x�)� 
(x��x�)

avec deux termes non stationnaires 
(x�) et 
(x�).
En reprenant le calcul de la variance de la combinaison linéaire, on constate

que la condition sur la somme des pondérateurs annule les termes non station-
naires

var

 
nX

�=0

�� Z(x�)

!
=

nX
�=0

nX
�=0

�� �� CI(x�;x�)

=
nX
�=0

��| {z }
0

nX
�=0

�� 
(x�) +
nX

�=0

��| {z }
0

nX
�=0

�� 
(x�)�
nX

�=0

nX
�=0

�� �� 
(x��x�)

Ajustement du variogramme par une fonction de covariance

Quand le variogramme expérimental présente un palier aux grandes dis-
tances jhj, on supposera souvent que la fonction aléatoire Z(x) a une variance
finie et l’on ajustera le variogramme par une fonction de covariance C(h) en
se basant sur la formule


(h) = b� C(h)

où b caractérise un palier de variation.
Dans la suite, le modèle C(h) sera soit un effet de pépite

Cpep(h) =

(
b lorsque jhj = 0

0 lorsque jhj > 0
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soit un modèle sphérique

Csph(h) =

8><>: b
�

1� 3
2
jhj
a

+
1
2
jhj3
a3

�
pour 0 � jhj � a

0 pour jhj > a

Le paramètre a indique la portée de la covariance: la covariance s’éteint
lorsque la portée est atteinte. Le paramètre b indique la valeur maximale de
la covariance: la covariance sphérique diminue de manière continue à partir
de la valeur maximale b, située à l’origine, jusqu’à disparaître complètement
lorsque la portée est atteinte. Le modèle de l’effet de pépite pourrait être consi-
déré comme un cas particulier d’un sphérique avec une portée a infiniment
petite. Il y a cependant une différence notable entre les deux modèles: Cpep(h)
décrit un phénomène discontinu, pour lequel les valeurs changent brutale-
ment d’un point à un autre, tandis que Csph(h) décrit un phénomène continu,
mais non différentiable, qui serait en quelque sorte rugueux au toucher.

Variogramme gigogne

On peut souvent distinguer plusieurs paliers de variation qui sont en rap-
port étroit avec la morphologie de la variable régionalisée 1.

Définissons d’abord une fonction de corrélation �(h), obtenue en normant
la fonction de covariance à un palier unitaire

�(h) =
C(h)
b

c’est-à-dire C(h) = b �(h)

On numérotera les paliers de variation bu observés sur le variogramme
avec un index u = 0;:::;S. On peut ainsi construire un variogramme gigogne


(h) =
SX
u=0


u(h) =
SX
u=0

bu gu(h)

où les gu(h) sont des variogrammes normés.
Si les variogrammes 
u(h) peuvent être déduits de fonctions de covariance

Cu(h), le modèle gigogne devient


(h) = b�
SX
u=0

Cu(h) = b�
SX
u=0

bu �u(h) où
SX
u=0

bu = b

avec, typiquement, une covariance pépitique C0(h) et plusieurs covariances
sphériques Cu(h) de portées au différentes.

EXEMPLE 5.2 La Figure 5.1 montre le variogramme du deuxième canal d’une
1. SERRA [90] a mené une étude remarquable du gisement de fer Lorrain, dans laquelle il

a pu distinguer jusqu’à sept paliers de variation ayant une signification géologique, dans les
multiples transitions entre l’échelle micrométrique et l’échelle kilométrique.
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FIG. 5.1 – Variogramme du deuxième canal d’une image SPOT.

image SPOT sur une zone de 5 � 4 km2, ajusté avec un modèle gigogne com-
posé de trois structures sphériques de portées 60m, 240m et 920m (d’après
[50]).

Décomposition de la fonction aléatoire

En association avec le variogramme gigogne, la fonction aléatoire Z(x) est
décomposée en une somme de composantes spatiales indépendantes agissant
à différentes échelles spatiales, i.e. atteignant différents paliers de variation bu
à des échelles différentes, mis à part éventuellement un coefficient bS , qui ne
représente pas forcément un palier.

Il est clair qu’une composante à petite échelle ne pourra être identifiée que
si la maille d’échantillonnage est suffisamment fine. De même, une compo-
sante à grande échelle n’apparaîtra sur le variogramme que si le diamètre du
domaine échantillonné est assez important.

Une composante déterministe (moyenne m ou dérive m(x)) pourra, le cas
échéant, également faire partie de la décomposition.

Nous présentons trois modèles linéaires de régionalisation particuliers, ob-
tenus en mélangeant des composantes spatiales de types différents.
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Régionalisation stationnaire d’ordre deux

Une fonction aléatoire stationnaire d’ordre deux Z(x) peut être constituée
à partir d’une somme de fonctions aléatoires d’ordre deuxZu(x), non corrélées
et de moyennes nulles, plus une constante m représentant l’espérance de Z(x)

Z(x) = Z0(x) + : : :+ Zu(x) + : : :+ ZS(x) +m

Un calcul simple montre que le modèle de covariance correspondant est

C(h) = C0(h) + : : :+ Cu(h) + : : :+ CS(h)

Régionalisation avec une composante intrinsèque

Un modèle de régionalisation intrinsèque particulier, qui nous sera utile
plus loin, peut être construit en additionnant une fonction aléatoire intrin-
sèque ZS(x) et S fonctions aléatoires stationnaires d’ordre deux Zu(x) (u =
0; : : : ;S � 1), de moyennes nulles, non corrélées entre elles et non corrélées
avec les accroissements de ZS(x)

Z(x) = Z0(x) + : : :+ Zu(x) + : : :+ ZS(x)

Le modèle de variogramme associé est un modèle gigogne composé de S
structures déduites de fonctions de covariance et d’une structure purement
intrinsèque.

Régionalisation localement stationnaire

Une fonction aléatoire non stationnaire Z(x) peut être obtenue en superpo-
sant S+1 fonctions aléatoires d’ordre deux non corrélées de moyennes nulles
Zu(x) et une dérive m(x) (l’espérance de Z(x) au point x)

Z(x) = Z0(x) + : : :+ Zu(x) + : : :+ ZS(x) +m(x)

En choisissant une fonction ml(x) très continue, qui ne varie que très len-
tement d’un bout à l’autre du domaine, on peut lui donner le sens d’une
moyenne locale et qualifier

Z(x) = Z0(x) + : : :+ Zu(x) + : : :+ ZS(x) +ml(x)

de localement stationnaire, l’espérance de Z(x) étant approximativement
constante dans tout voisinage local du domaine.
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6 Krigeage de Composantes Spatiales

Krigeage ordinaire

Le krigeage ordinaire est une opération qui est répétée en chaque noeud
x0 d’une grille régulière recouvrant le domaine étudié. Pour un ensemble de n
points de données x� d’un voisinage centré autour d’un point x0 de la maille
d’estimation, on peut construire, en minimisant la variance d’estimation, le
système de krigeage ordinaire suivant0BB@C(x1�x1) : : : C(x1�xn) 1

... . . . ...
...

C(xn�x1) : : : C(xn�xn) 1
1 : : : 1 0

1CCA
0BB@ �1

...
�n��

1CCA =

0BB@C(x1�x0)
...

C(xn�x0)
1

1CCA
où les �� sont des pondérateurs à affecter aux points de données et où � est
un paramètre de Lagrange qui intervient pour des raisons algébriques. Le
membre gauche du système contient les covariances entre les points de don-
nées, tandis que le membre droit contient les covariances entre chaque point
de donnée et le point d’estimation x0.

Ce système, une fois résolu, permet de transférer au point x0 de l’infor-
mation en provenance des points de données voisins, par le calcul d’une
moyenne pondérée

z?(x0) =
nX

�=1

�� z(x�)

En effectuant la multiplication matricielle, on peut réécrire le système sous
la forme 8>>>>><>>>>>:

nX
�=1

�� C(x��x�)� � = C(x��x0) pour �= 1; : : : ;n

nX
�=1

�� = 1

La condition que les poids soient de somme unité exprime le fait que dans
le cas extrême où les données sont égales à une constante dans un voisinage
donné, la valeur estimée reproduira cette constante.
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Krigeage de la moyenne locale

Dans le cadre d’un modèle de fonction aléatoire localement stationnaire,
on est intéressé par une estimation de la moyenne locale ml(x0).

L’estimateur basé sur une combinaison linéaire de variables aléatoires Z�
implantées en n points de données x� à proximité d’un point arbitraire x0

m?
l (x0) =

nX
�=1

��m Z(x�)

L’estimateur doit être non biaisé au sens que l’on veut que l’erreur d’es-
timation, c’est-à-dire la différence entre la valeur estimée m?

l (x0) et la valeur
effective ml(x0), soit nulle en moyenne. L’espérance de l’erreur est égale à

E
h
m?
l (x0)�ml(x0)

i
= E

h nX
�=1

��m Z(x�)�ml(x0)
i

= ml(x0)
nX

�=1

��m �ml(x0)

en identifiantml(x�) àml(x0) sur la base de l’hypothèse de stationnarité locale.
L’espérance de l’erreur s’annule avec des pondérateurs de somme unité, ce qui
donne la condition de non biais

nX
�=1

��m = 1

La variance �2
E de l’erreur d’estimation (variance d’estimation) vaut, en

utilisant la condition de non biais

�2
E = var

�
m?
l (x0)�ml(x0)

�
= E

"� nX
�=1

��m Z(x�)�ml(x0)
�2
#

=
nX

�=1

nX
�=1

��m �
�
mC(x� � x�)

Dans le but d’optimiser la variance d’estimation, on construit une fonction
objectif � en introduisant la contrainte sur les pondérateurs avec un paramètre
de Lagrange �m

� = �2
E � 2�m

� nX
�=1

��m � 1
�

En annulant les dérivées partielles selon ��m

@�
@��m

= 0 () 2
nX
�=1

��mC(x��x�)� 2�m = 0
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et selon �m
@�
@�m

= 0 () 2
� nX
�=1

��m � 1
�

= 0

on obtient le système de krigeage de la moyenne locale8>>>>><>>>>>:
nX
�=1

��mC(x��x�)� �m = 0 pour �= 1; : : : ;n

nX
�=1

��m = 1

La variance de krigeage �2
K, c’est à dire la variance d’estimation à l’opti-

mum, est égale à

�2
K =

nX
�=1

��m
nX
�=1

��mC(x��x�)| {z }
�m

= �m

On notera bien la différence entre un krigeage de la moyenne locale et le
calcul de la moyenne arithmétique des données dans le voisinage de krigeage:
cette dernière ne tient pas compte de la disposition spatiale des échantillons.

Krigeage de la composante intrinsèque

Si Z(x) est définie dans le cadre du modèle de régionalisation intrinsèque
décrit plus haut, on peut chercher à estimer la composante intrinsèque ZS(x)
à partir de données dans le voisinage en formant l’estimateur

Z?
S(x0) =

nX
�=1

��S Z(x�)

On obtient le non biais de l’erreur d’estimation en utilisant des pondéra-
teurs de somme unité

E
h
Z?
S(x0)� ZS(x0)

i
= E

h nX
�=1

��S Z(x�)� ZS(x0) �
nX

�=1

��S| {z }
1

i
=

nX
�=1

��S E
h
Z(x�)� ZS(x0)

i
=

nX
�=1

��S

� S�1X
u=0

E
h
Zu(x�)

i| {z }
0

+ E
h
ZS(x�)� ZS(x0)

i| {z }
0

�
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= 0

La variance d’estimation �2
E s’écrit

�2
E = var (Z?

S(x0)� ZS(x0))

= E

24 S�1X
u=0

nX
�=1

��S Zu(x�) +
nX

�=1

��S
�
ZS(x�)� ZS(x0)

�!2
35

En tenant compte de la non corrélation

�2
E =

S�1X
u=0

nX
�=1

nX
�=1

��S �
�
S C

u(x��x�)

�
nX

�=1

nX
�=1

��S �
�
S 


S(x��x�)� 
S(x0�x0) + 2
nX

�=1

��S 

S(x��x0)

=
S�1X
u=0

Cu(x0�x0)

� 
S(x0�x0)�
nX

�=1

nX
�=1

��S �
�
S 
(x��x�) + 2

nX
�=1

��S 

S(x��x0)

En optimisant sous contrainte, on a le système8>>>>><>>>>>:
nX
�=1

��S 
(x��x�) + �S = 
S(x��x0) pour �= 1; : : : ;n

nX
�=1

��S = 1

Ce système diffère de celui du krigeage ordinaire par l’apparition dans le
membre droit de termes 
S(x��x0) spécifiques à la composante ZS(x).

Krigeage d’une composante stationnaire

Pour kriger une composante stationnaire d’ordre deux particulière Zu0 ,
dans le modèle de régionalisation intrinsèque, on part de la combinaison li-
néaire

Z?
u0

(x0) =
nX

�=1

��u0
Z(x�)

Le non biais est obtenu sur la base d’une somme des pondérateurs nulle

E
h
Z?
u0

(x0)� Zu0(x0)
i

= E
� SX
u=0

nX
�=1

��u0
Zu(x�)� Zu0(x0)

�
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on introduit un point fictif pour former des accroissements

= E
� S�1X
u=0

nX
�=1

��u0
Zu(x�)� Zu0(x0)

+
nX

�=1

��u0
ZS(x�)� ZS(0) �

nX
�=1

��u0| {z }
0

�

=
S�1X
u=0

nX
�=1

��u0
E
h
Zu(x�)

i| {z }
0

�E
h
Zu0(x0)

i| {z }
0

+
nX

�=1

��u0
E
h
ZS(x�)� ZS(0)

i| {z }
0

= 0

La variance d’estimation est

�2
E = var

�
Z?
u0

(x0)� Zu0(x0)
�

= Cu0(x0�x0)�
nX

�=1

nX
�=1

��u0
��u0


(x��x�) + 2
nX

�=1

�� 
u0(x��x0)

Le système de krigeage de la composante Zu0(x0) est alors8>>>>><>>>>>:
nX
�=1

��u0

(x��x�) + �u0 = 
u0(x��x0) pour �= 1; : : : ;n

nX
�=1

��u0
= 0

On est ainsi capable d’extraire des données des composantes de variation
spatiale, en partant d’une interprétation du variogramme expérimental par un
variogramme gigogne.

Ces techniques sont proches des méthodes d’analyse spectrale, très popu-
laires en prospection géophysique.

REMARQUE 6.1 (FILTRAGE) Soit Z(x) une fonction aléatoire définie dans un
modèle de régionalisation localement stationnaire. On filtre une composante
spatiale en retirant les covariances correspondantes Cu(x��x0) du membre
droit de l’équation du krigeage ordinaire. Ainsi peut-on par exemple éliminer
l’effet de pépite en retirant les termes correspondant à C0(h) du membre droit
et l’on obtient alors une estimation amputée de la composante pépitique z0(x).
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REMARQUE 6.2 (MAILLE D’ÉCHANTILLONNAGE IRRÉGULIÈRE ET KO) Prenons
une variable régionalisée pour laquelle on aurait identifié trois composantes
de variation non corrélées, que l’on interprète comme des réalisations de fonc-
tions aléatoires stationnaires d’ordre deux, plus une moyenne locale

z(x) = z0(x) + z1(x) + z2(x) +ml(x)

A cette situation correspond le modèle de covariance

C(h) = C0(h) + C1(h) + C2(h)

avec C0(h) un effet de pépite et C1(h);C2(h) des modèles sphériques de por-
tées a1 et a2, numérotés de sorte que a1 < a2.

Supposons que la maille d’échantillonnage soit très irrégulière, entraînant
une répartition des données extrêmement inégale dans l’espace. Afin d’établir
une carte, on va construire un réseau de points, aussi fin que l’on voudra, et
l’on exécutera en chaque point l’opération de krigeage ordinaire.

Vu la grande irrégularité dans la disposition des échantillons, différents cas
de figure peuvent se présenter, que nous allons examiner séparément dans la
suite.

1. x0 est éloigné > a2 des données

Ce cas de figure peut se produire si x0 se trouve en plein milieu d’un grand
trou dans la maille d’échantillonnage. Le krigeage ordinaire est alors équi-
valent à un krigeage de la moyenne.

Le membre droit est nul puisque toutes les composantes s’annulent pour
un écartement supérieur à a2. L’information transférée au point x0 sera une
estimation de la moyenne locale dans le voisinage.

2. x0 est écarté < a2 et > a1 du point x� le plus proche

Avec cette disposition spatiale le système de krigeage ordinaire est équi-
valent à un filtrage des composantes z0(x) et z1(x),8>>>>><>>>>>:

nX
�=1

�� C(x��x�)� � = C2(x� � x0) pour �= 1; : : : ;n

nX
�=1

�� = 1
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3. x0 est situé < a1 et > 0 du point x� le plus proche

Dans cette situation le krigeage ordinaire transférera de l’information non
seulement sur la composante de longue portée z2(x), mais aussi sur la com-
posante z1(x), qui varie plus rapidement dans l’espace et qui suscitera une
description plus détaillée de la variable régionalisée dans les zones de la carte
où les données abondent. On devine que le krigeage ordinaire est maintenant
équivalent au filtrage,8>>>>><>>>>>:

nX
�=1

�� C(x��x�)� � = C1(x� � x0) + C2(x� � x0) pour �= 1; : : : ;n

nX
�=1

�� = 1

4. x0 coïncide avec un point de donnée

Dans ce dernier cas, le krigeage ordinaire ne filtrera rien du tout et resti-
tuera fidèlement la donnée mesurée au point x� = x0: c’est un interpolateur
exact !

Cette fidélité peut cependant être indésirable lorsqu’il n’y a que quelques
points de coïncidence, purement fortuits, entre une maille d’échantillonnage
irrégulière et une maille d’estimation régulière. Pour éviter des sauts abrupts
des valeurs estimées en ces quelques points, certains programmes de krigeage
à vocation cartographique (tel Bluepack) proposeront de filtrer systématique-
ment la composante pépitique z0(x).

EXERCISE 6.3 On dit qu’il y a interpolation exacte, si l’estimation en un point
de donnée restitue la valeur de la donnée. Montrer que le krigeage ordinaire
(ponctuel) est un interpolateur exact.

EXERCISE 6.4 Z(x) est une FA stationnaire d’ordre 2 d’espérance nulle, scin-
dée en deux composantes non corrélées d’espérance nulle, selon le modèle de
régionalisation

Z(x) = Y P (x) + Y G(x)

où Y P (x) est la composante de petite portée de covariance CP (h), et où Y G(x)
est la composante de grande portée de covariance CG(h), avec

C(h) = CP (h) + CG(h)

Les données sont disposées sur une grille régulière, et l’on fait du krigeage
simple (sans condition d’universalité) aux noeuds de cette même grille pour
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estimer les composantes de courte et de longue portée, en utilisant un voisi-
nage constitué de toutes les données.

Quelle relation peut-on établir entre les pondérateurs �P� et �G� des deux
composantes en chaque point du voisinage de krigeage?

EXERCISE 6.5 Z(x) est une FA localement stationnaire d’ordre 2, constituée
de composantes Y P (x) et Y G(x) non corrélées d’espérances nulles, ainsi que
d’une dérive assimilable à une constante dans tout voisinage local du do-
maine.

Montrer que la somme des krigeages des composantes et du krigeage de
la moyenne est égale au krigeage ordinaire de Z(x)

Y ?
P (x0) + Y ?

G(x0) +m?
0 = Z?(x0)
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7 Dérive externe

Deux variables mesurant la même chose

Il arrive que deux variables mesurées par des procédés différents tra-
duisent le même phénomène et que la première variable est précise, mais
connue en peu de points seulement, tandis que la seconde variable est connue
à peu près partout dans le domaine spatial, mais avec une précision plus ap-
proximative, donnant uniquement l’allure générale de la morphologie du phé-
nomène régionalisé.

L’exemple classique provient de l’exploration pétrolière, où l’on cherche à
cartographier un niveau géologique, qui est en général continu (mis à part des
failles), parce que le pétrole se trouve dans des formations sédimentaires. On
dispose de deux sources d’information:

– de mesures précises de la profondeur d’une couche faites sur des forages
pétroliers. Ces mesures sont cependant peu nombreuses à cause du coût
très élevé des forages. Elles sont modélisées par une fonction aléatoire
Z(x).

– de mesures imprécises, mais très abondantes spatialement, de la profon-
deur de la couche déduite des temps sismiques. Cette deuxième variable
est représentée par la variable régionalisée s(x).

Puisque Z(x) et s(x) sont deux expressions du même phénomène “pro-
fondeur de la couche”, on suppose que Z(x) est en moyenne proportionnelle
à s(x) à une constante a0 près

E
h
Z(x)

i
= a0 + b1 s(x)

s(x) est une fonction qui décrit l’allure générale (“shape” en Anglais) de
la carte de la couche, tandis que les données de Z(x) donnent en quelques
endroits seulement une information précise sur la profondeur de la couche.

Estimation avec une fonction de forme

Dans un premier temps on va examiner le cas d’une fonction aléatoire Z(x)
dont on voudrait améliorer l’estimation en introduisant la fonction de forme
s(x).
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On impose que la valeur estimée avec des pondérateurs de somme unité
soit en moyenne cohérente avec une interpolation exacte de s(x)

E
h
Z?(x0)

i
=

nX
�=1

�� E
h
Z(x�)

i
= a0 + b1

nX
�=1

�� s(x�) = a0 + b1 s(x0)

et on obtient la condition suivante sur les pondérateurs

s(x0) =
nX

�=1

�� s(x�)

Cela donne une condition supplémentaire intégrée dans la fonction objectif

� = �2
E � �1

� nX
�=1

�� � 1
�� �2

� nX
�=1

�� s(x�)� s(x0)
�

Le système de krigeage ordinaire devient alors un système de krigeage
universel8>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>:

nX
�=1

�� C(x��x�)� �1 � �2 s(x�) = C(x��x0) pour �= 1; : : : ;n

nX
�=1

�� = 1

nX
�=1

�� s(x�) = s(x0)

Le cadre fixé jusqu’ici paraît évidemment trop étroit pour la plupart des
applications et il convient de passer à des modèles non stationnaires.

Dérive invariante par translation

Considérons une fonction aléatoire Z(x) non stationnaire (fonction aléa-
toire intrinsèque d’ordre k)

Z(x) = Zk(x) +mk(x)

constituée d’une partie déterministe mk(x), modélisant la dérive par un po-
lynôme, et d’une partie aléatoire Zk(x) de covariance généralisée K(h). La
dérive mk(x) est un polynôme de degré k de fonctions des coordonnées fl(x)
avec des coefficients al

mk(x) =
LX
l=0

al fl(x)
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Les fonctions fl(x), au nombre de L+ 1, doivent engendrer un espace vec-
toriel invariant par translation. On peut montrer que les seuls ensembles de
fonctions satisfaisant à cette condition sont les exponentielles-polynômes.

REMARQUE 7.1 A deux dimensions spatiales, de vecteur de coordonnées x =
(x1;x2), on prend généralement les monômes suivants:

f0(x) = 1; f1(x) = x1; f2(x) = x2; f3(x) = (x1)2; f4(x) = x1 � x2; f5(x) = (x2)2

qui engendrent un espace vectoriel invariant par translation. Le nombre de
fonctions de base, L+1, dépend alors du degré k de la dérive de la manière
suivante:
k = 0 ) L = 0 (une fonction de base)
k = 1 ) L = 2 (trois fonctions de base)
k = 2 ) L = 5 (six fonctions de base)

Ayant en vue des problèmes d’estimation, on regarde les pondérateurs ��
interpolant exactement les termes al fl(x) de la dérive

nX
�=1

�� al fl(x�) = al fl(x0)

Les coefficients al sont manifestement redondants et il suffit de considérer
l’interpolation des fonctions de base fl(x).

En se limitant à des pondérateurs ainsi définis, on constate que l’erreur
d’estimation s’annule

E
h
Z?(x0)� Z(x0)

i
= E

h
Z?
k(x0)� Zk(x0)

i
= 0

pour
Pn

�=1 �� fl(x�) = fl(x0) et l = 0; : : : ;L.

REMARQUE 7.2 En introduisant un pondérateur �0 = �1, on peut aussi écrire

E
h
Z?(x0)� Z(x0)

i
= E

� nX
�=0

�� Zk(x�)
�

= 0 pour
nX

�=0

�� fl(x�) = 0; 8l
où des pondérateurs de somme nulle filtrent une dérive invariante par trans-
lation.

Covariance généralisée

Une fonction symétriqueK(h) est la covariance généralisée d’une fonction
aléatoire intrinsèquement stationnaire à l’ordre k, si

var
� nX
�=0

�� Zk(x�)
�

= E
�� nX

�=0

�� Zk(x�)
�2
�

=
nX

�=0

nX
�=0

�� ��K(x��x�)
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pour tout ensemble de pondérateurs satisfaisant
Pn

�=0 �� fl(x�) = 0 pour
chaque l = 0; : : : ;L.

Une covariance généralisée est une fonction de type positif conditionnel
d’ordre k

nX
�=0

nX
�=0

�� ��K(x��x�) � 0 pour
nX

�=0

�� fl(x�) = 0; l = 0; : : : ;L

L’inférence du degré maximal du polynôme à filtrer et de la covariance
généralisée se fait habituellement via des algorithmes automatisés.

REMARQUE 7.3 Un modèle possible de covariance généralisée d’ordre k est

K�(h) = �
�
��

2

�
jhj� avec 0 < � < 2k+2

où �(�) est la fonction gamma.

REMARQUE 7.4 On peut construire à partir du modèle précédent une autre
covariance généralisée d’ordre k, appelée “polynomiale”

Kpol(h) =
kX

u=0

bu (�1)u+1 jhj2u+1 avec 1 bu � 0

Cette covariance généralisée gigogne a la particularité de renfermer des
structures avec des comportements très différents à l’origine. Pour k= 1 (dé-
rive linéaire) le terme en u= 0 est linéaire à l’origine et est adapté pour des
variables régionalisées continues mais non dérivables, tandis que le terme en
u= 1 est approprié pour des variables régionalisées dérivables.

En rajoutant une covariance pépitique à ce modèle, on couvre également
des phénomènes plus erratiques (discontinus). Le modèle prend alors un ca-
ractère polyvalent en ce qui concerne le comportement à l’origine, et est par-
ticulièrement bien adapté pour des ajustements automatiques, quitte à ce que
les structures inutiles dans la modélisation d’une application aient des coeffi-
cients bu nuls.

Les covariances généralisées polynomiales sont importantes, parce que
l’ont peut les utiliser en voisinage glissant.

Krigeage avec dérive externe

La méthode de la dérive externe consiste à intégrer dans le système de kri-
geage des conditions d’universalité supplémentaires, relatives à une ou plu-
sieurs variables externes si(x); i = 1; : : : ;N mesurées de manière exhaustive
dans le domaine. En fait, on doit connaître les si(x) en tous les points de don-
nées x� des échantillons de Z(x), ainsi qu’aux noeuds de la grille d’estimation.
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Il faut bien voir que les conditions

nX
�=1

�� si(x�) = si(x0) i = 1; : : : ;N

sont rajoutées au système de krigeage indépendamment du choix de la classe
de covariances K(h), d’où la dénomination tout-à-fait pertinente de dérives
“externes”. La classe de covariances généralisées ne pourra en effet être fonc-
tion que de l’ensemble de fonctions de base fl(x), qu’on peut qualifier dans ce
contexte de dérive “interne”.

REMARQUE 7.5 Si on adopte une définition aussi restrictive pour la dérive ex-
terne, il apparaît que la théorie classique du Krigeage Universel, dans laquelle
on se limite d’emblée à la classe des variogrammes 
(h) ou à la classe des fonc-
tions de covariances C(h), ne fait usage que de dérives externes ! On pourrait
même dire que les problèmes d’inférence du KU proviennent du fait que les
fonctions de dérive fl(x) (l > 0) ou si(x) restent toujours externes (hormis le
cas où les dérives sont constantes dans une direction donnée, qui permet l’in-
férence du variogramme sous-jacent moyennant une hypothèse d’isotropie).

Le système de krigeage avec dérive interne et dérives externes multiples
s’écrit finalement8>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>:

nX
�=1

��K(x��x�)�
LX
l=0

�l fl(x�)�
NX
i=1

�i si(x�) = K(x��x0)

pour �= 1; : : : ;n
nX
�=1

�� fl(x�) = fl(x0) pour l = 0; : : : ;L

nX
�=1

�� si(x�) = si(x0) pour i = 1; : : : ;N

Quand on travaille en voisinage glissant, il est utile de cartographier éga-
lement les coefficients bi des dérives externes pour se rendre compte de l’in-
fluence exercée par les différentes variables externes au niveau de chaque
noeud de la grille d’estimation.

EXEMPLE 7.6 (d’après [41]) La Figure 7.1 montre la carte des températures
moyennes au mois de Janvier réalisée par krigeage (en voisinage glissant)
avec une dérive linéaire, à partir de mesures en 146 stations météorologiques
toutes situées en dessous de 400m d’altitude (alors que le plus haut point de
l’Ecosse, le Ben Nevis, est situé à 1344m). On peut raisonnablement faire l’hy-
pothèse que la température est en relation linéaire avec l’altitude et utiliser
une carte topographique digitalisée pour introduire l’altitude comme dérive
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FIG. 7.1 – Krigeage avec une dérive linéaire des températures en Janvier en Ecosse.

externe s(x) dans le krigeage de des températures. La carte correspondante est
reproduite sur la Figure 7.2, tandis qu’une carte du coefficient b de la dérive
externe est exhibée sur la Figure 7.3.

EXERCISE 7.7 (d’après [4]) On s’intéresse à des couples de valeurs (z�;s�)
d’une variable d’intérêt Z(x) de fonction de covariance C(h) et d’une dérive
externe s(x) en des points x�, � = 1; : : : ;n d’un domaine D. Ces valeurs sont
rangées respectivement dans des vecteurs z et s de dimension n.

Pour fixer les notations, nous rappelons des systèmes de krigeage relatifs
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FIG. 7.2 – Krigeage avec une dérive linéaire des températures en Janvier en Ecosse en
utilisant une carte topographique digitalisée comme dérive externe.

à l’estimation de la variable d’intérêt, ainsi que le krigeage de la moyenne,

Krigeage Simple (KS):

C lKS = c0 et lKS = R c0 où: R = C�1

Krigeage Ordinaire (KO):�
C 1
1> 0

��
lKO��KO

�
=
�

c0
1

�
c’est-à-dire: K

�
lKO��KO

�
= k0

et �
lKO��KO

�
= K�1 k0 avec: K�1 =

�
A v
v> w

�
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FIG. 7.3 – Carte du coefficient b de la dérive externe dans le krigeage des températures
en voisinage glissant.

Krigeage avec dérive Externe (KE):0@ C 1 s
1> 0 0
s> 0 0

1A0@ lKE��KE��0KE

1A =

0@ c0
1
s0

1A c’est-à-dire: F

0@ lKE��KE��0KE

1A = f0

Krigeage de la Moyenne (KM):

K
�

lKM��KM

�
=
�

o
1

�
et m? =

nX
�=1

��KM z� = (z>;0) K�1
�

o
1

�
a) Montrer que la variance du KO s’écrit:

�2
KO = c00 � k>0 K�1 k0
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b) En se basant sur les relations suivantes entre les matrices et vecteurs du
KO:

C A + 1 v> = I
Cv + 1w = o

1>A = o>

1>v = 1

montrer que le krigeage de la moyenne peut s’exprimer comme:

m? =
z>R 1
1>R 1

c) On définit un produit scalaire (de Castelier):

< x;y >=
x>R y
1>R 1

et, au moyen de celui-ci, une moyenne et une covariance:

En

h
z
i

= < z;1 >

En

h
z;s
i

= < z;s >

covn
�
z;s
�

= En

h
z;s
i� En

h
z
i

En

h
s
i

Sur la base d’un pseudo-produit scalaire de Castelier défini au moyen de
l’inverse K�1 du KO (au lieu de l’inverse R du KS):

Kn
�
z;s
�

= (z>;0) K�1
�

s
0

�
montrer que:

Kn
�
z;s
�

= z>A s = 1>R 1 covn
�
z;s
�

d) Sachant que la dérive externe est liée à l’espérance de la variable d’inté-
rêt par une relation linéaire:

E
h
Z(x)

i
= a+ b s(x)

et que la constante a et le coefficient b de la dérive externe sont estimés par:

b? = (z>;0;0) F�1

0@o
0
1

1A et a? = (z>;0;0) F�1

0@o
1
0

1A
montrer que b? et a? sont les coefficients d’une régression linéaire au sens du
produit scalaire de Castelier:

b? =
covn

�
z;s
�

covn
�
s;s
� et a? = En

h
z
i� b? En

h
s
i
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EXERCISE 7.8 (d’après [4]) Considérons, dans un premier temps, que nous
possédons une donnée z0 en un point supplémentaire x0, et écrivons la matrice
membre gauche du KO avec n+ 1 informations:

K0 =
�
c00 k>0
k0 K

�
et K�1

0 =
�
w00 v>0
v0 A0

�
où c00 = C(x0 � x0), K, k0 sont définis comme dans l’exercice précédant.

Etant donné que K0 K�1
0 = I, on peut poser les relations:

c00 w00 + k>0 v0 = 1
k0 w00 + K v0 = o
c00 v>0 + k>0 A0 = o>

k0 v>0 + K A0 = I

a) Montrer que:

w00 =
1
�2

KO

b) Soient z>0 = (z0;z>) et s>0 = (s0;s>) des vecteurs de dimension n+ 1 et:

Kn+1

�
z0;s0

�
= (z>0 ;0) K�1

0

�
s0
0

�
Montrer que:

Kn+1

�
z0;s0

�
= Kn

�
z;s
�

+ w00

�
z0 � (z>;0) K�1 k0

� � �s0 � (s>;0) K�1 k0

�
c) Soit �(z0jz) l’erreur du KO:

�(z0jz) = z0 � z?0 = z0 � (z>;0) K�1 k0

Montrer que:

Kn+1

�
z0;s0

�
= z0

�(s0js)
�2

KO
� (z>;0) K�1 k0

�(s0js)
�2

KO
+Kn

�
z;s
�

et que:
�(s0js)
�2

KO
= (w00;v>0 ) �

�
s0
0

�
EXERCISE 7.9 (d’après [4]) Dans un deuxième temps, on s’intéresse à un KO
avec n � 1 points et l’on note �(z�jz��) l’erreur en un point x� d’un kri-
geage n’utilisant que les n � 1 données contenues dans le vecteur z>�� =
(z1; : : : ;z��1;z�+1; : : : ;zn) et l’on écrit �2

� la variance de krigeage correspon-
dante.
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a) Déduire de ce qui précède la très élégante relation:

K�1
�

s
0

�
=

0BBBB@
...

�(s�js��)
�2
�
...
m?

1CCCCA
b) Sachant que l’on a pour le coefficient de la dérive externe:

b? =
nX

�=1

��b z� =
Kn
�
z;s
�

Kn
�
s;s
�

montrer que l’on a:

��b =
�(s�js��)

�2
�Kn

�
s;s
�

On saisit l’intérêt, dans la pratique, du calcul des erreurs �(s�js��). Elles
peuvent, en effet, servir à montrer l’influence des différentes valeurs s� sur un
KE dans un voisinage donné.
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8 Dérive temporelle

Dérive spatiale et temporelle

Dans l’étude du magnétisme terrestre à proximité de l’équateur, on
constate une forte variation temporelle avec une période de 24 h, dûe à la
rotation de la terre. Les mesures prises par un bateau zigzaguant pendant
plusieurs jours dans un domaine d’étude en région équatoriale doivent être
corrigées de l’effet de cette variation diurne, si l’on veut établir une carte, en
quelque sorte “intemporelle”, du magnétisme (SÉGURET & HUCHON [89]).

Le magnétisme est modélisé par une fonction aléatoire spatio-temporelle
Z(x;t) composée de deux fonctions aléatoires intrinsèques d’ordre k Zk;!(x),
Zk;!(t) (supposées non corrélées), d’une dérive spatiale polynomiale mk(x) et
d’une dérive temporelle périodique m!(t)

Z(x;t) = Zk;!(x) +mk(x) + Zk;!(t) +m!(t)

où x est un point appartenant au domaine spatial D et t est une coordonnée
du temps T .

La variation temporelle du magnétisme est connue à partir de stations
fixes. A proximité de l’équateur, la composante prépondérante est une dérive
périodique

m!;'(t) = sin(! t+ ')
de période !=24 heures et de phase '. En utilisant une relation bien connue,
on peut aussi écrire

m!(t) = a sin(! t) + b cos(! t)

où a = cos' et b = sin' sont des constantes multiplicatives qui seront prises
en charge, dans les calculs, par les divers pondérateurs affectés à la dérive, de
sorte que le paramètre de phase ' devient implicite.

Filtrage de la variation temporelle

En zone équatoriale, la composante temporelle aléatoire Zk;!(t) du magné-
tisme se traduisant par un bruit de faible ampleur par rapport àm!(t), on peut
adopter dans un premier temps le modèle

Z(x;t) �= Zk;!(x) +mk(x) +m!(t)
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Pour cartographier un magnétisme intemporel Z(x) = Zk;!(x) + mk(x),
on fait d’abord l’inférence de la covariance généralisée en tenant compte de la
dérive spatio-temporelle, puis on filtre la dérive temporelle en l’annulant dans
le membre droit du système de krigeage8>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>:

nX
�=1

��K(x��x�)�
LX
l=0

�l fl(x�) ��1 sin(! t�)� �2 cos(! t�)

= K(x��x0) pour �= 1; : : : ;n
nX
�=1

�� fl(x�) = fl(x0) pour l = 0; : : : ;L

nX
�=1

�� sin(! t�) = 0

nX
�=1

�� cos(! t�) = 0

avec �= 1; : : : ;n et l = 0; : : : ;L.
Si toutefois la composante temporelle aléatoire Zk;!(t) est non négligeable,

il faut d’abord faire l’inférence de la covariance généralisée K(t) correspon-
dante, puis filtrer Z(t) = Zk;!(t) + m!(t) par le système (avec �= 1; : : : ;n et
l = 0; : : : ;L)8>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>:

nX
�=1

�� K(x��x�;t��t�) �
LX
l=0

�l fl(x�) ��1 sin(! t�)� �2 cos(! t�)

= K(x��x0) pour �= 1; : : : ;n
nX
�=1

�� fl(x�) = fl(x0) pour l = 0; : : : ;L

nX
�=1

�� sin(! t�) = 0

nX
�=1

�� cos(! t�) = 0

où les termes K(x��x�;t��t�) sont la somme des covariances K(x��x�) et
K(t��t�).
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9 Covariance Croisée

Fonction de covariance croisée

Les fonctions de covarianceCij(h) d’un ensemble deN fonctions aléatoires
Zi(x) sont définies par l’hypothèse de stationnarité d’ordre deux conjointe8><>:E

h
Zi(x)

i
= mi pour tout x 2 D; i = 1; : : : ;N

E
h�
Zi(x)�mi

��
Zj(x+h)�mj

�i
= Cij(h) pour tout x 2 D; i;j = 1; : : : ;N

La moyenne de chaque variable Zi(x) en tout point du domaine est égale
à une constante mi. La covariance d’une paire de variables ne dépend que du
vecteur h reliant une paire de points et elle est invariante pour toute transla-
tion de la paire de points dans le domaine.

La matrice de fonctions de covariance simples et croisées est de type po-
sitif, la variance de toute combinaison linéaire de N variables en n+1 points
avec un ensemble de poids �i� devant être positive

NX
i=1

NX
j=1

nX
�=0

nX
�=0

�i�Cij(x��x�)�j� � 0 pour tout x�;x� 2 D; �i�;�
j
� 2 R

Effet de retard

La fonction de covariance croisée n’est pas a priori une fonction paire ou
impaire. Généralement on a pour i6= j

Cij(h) 6= Cji(h) et Cij(�h) 6= Cij(+h)

mais toujours
Cij(h) = Cji(�h)

En particulier, il arrive que le maximum de la fonction de covariance soit
décalé de l’origine h= 0 vers un point r6= 0. Ce décalage de la corrélation
maximale est fréquent pour des séries temporelles, où une variable peut avoir
une influence sur une deuxième variable. Le temps de réaction de la deuxième
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variable à des fluctuations de la première provoque alors un “retard” dans la
corrélation entre les séries temporelles.

EXEMPLE 9.1 Soit Z1(x) une fonction aléatoire obtenue en multipliant par une
constante a une fonction aléatoire Z2(x) décalée de r

Z1(x) = aZ2(x�r) + E(x)

où E(x) est une erreur de mesure sans corrélation spatiale, de moyenne nulle
et de fonction de covariance Cpep(h).

La fonction de covariance simple de Z1(x) est proportionnelle à celle de
Z2(x)

C11(h) = a2C22(h) + Cpep(h)

et la fonction de covariance croisée est obtenue à partir de la fonction paire
C22(h) translatée de r

C12(h) = aC22(h� r)

EXERCISE 9.2 Calculer la fonction de covariance croisée entre Z1(x) et Z2(x)
pour

Z1(x) = a1 Z2(x� r1) + a2 Z2(x� r2)

dans laquelle interviennent deux décalages r1 et r2.

Variogramme croisé

Le variogramme croisé 
ij(h) fait son apparition dans le cadre d’une hypo-
thèse de stationnarité intrinsèque conjointe de N fonctions aléatoires8>>><>>>:

E
h
Zi(x+h)� Zi(x)

i
= 0 8x 2 D; i = 1; : : : ;N

cov
h�
Zi(x+h)� Zi(x)

�
;
�
Zj(x+h)� Zj(x)

�i
= 2 
ij(h)

8x 2 D; i;j = 1; : : : ;N

Il s’ensuit qu’il est défini par


ij(h) =
1
2

E
h�
Zi(x+h)� Zi(x)

� � �Zj(x+h)� Zj(x)
�i

Le variogramme croisé étant de toute évidence une fonction paire, il est
intéressant d’étudier sa relation avec la covariance croisée dans un contexte
de stationnarité d’ordre deux. On obtient facilement la formule


ij(h) = Cij(0)� 1
2

�
Cij(�h) + Cij(+h)

�
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qui montre que le variogramme croisé prend la moyenne de la valeur en�h et
en +h de la fonction de covariance correspondante. En décomposant la fonc-
tion de covariance croisée en une fonction paire et une fonction impaire

Cij(h) =
1
2

�
Cij(+h) + Cij(�h)

�| {z }
terme pair

+
1
2

�
Cij(+h)� Cij(�h)

�| {z }
terme impair

on voit que le variogramme croisé n’incorpore que le terme pair de la fonction
de covariance croisée.

EXEMPLE 9.3 (GAS FURNACE DATA) On trouve dans BOX & JENKINS [2]
(p. 371, 532) l’exemple de deux séries temporelles correspondant, d’une part,
à la fluctuation du volume d’un gaz introduit dans un fourneau, d’autre part,
à la fluctuation du taux de CO2 en résultant. La réaction chimique prenant
quelques dizaines de secondes, on observe un effet de retard sur des mesures
prises toutes les 9 secondes.

La Figure 9.1 montre la covariance croisée expérimentale

C?
ij(h) =

1
nh

nhX
�=1

�
zi(x�)�mi

� � �zj(x�+h)�mj

�
qui permet de constater un retard de 45 secondes entre les fluctuations de
l’apport de gaz et leur effet sur le taux de gaz carbonique mesuré en sortie du
système. La même Figure 9.1 exhibe le variogramme croisé expérimental


?ij(h) =
1

2nh

nhX
�=1

�
zi(x�+h)� zi(x�)

� � �zj(x�+h)� zj(x�)
�

qui est symétrique par rapport à l’ordonnée.
La Figure 9.2 reproduit les valeurs du terme pair et du terme impair de la

covariance croisée expérimentale. On y retrouve, dans le terme pair, la struc-
ture suggérée par le variogramme croisé. Le terme impair mesure le degré
d’asymétrie de la covariance croisée par rapport à l’ordonnée (en cas de sy-
métrie il serait identiquement nul).

Représentation spectrale

La matrice C(h) de fonctions de covariance d’un vecteur de fonctions aléa-
toires complexes conjointement stationnaires z(x) (de moyennes nulles, sans
perte de généralité)

C(h) = E
h
z(x) z(x+h)

>i
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FIG. 9.1 – Covariance croisée expérimentale C?
ij(h) et variogramme croisé expérimen-

tal 
?ij(h).

est semi-définie positive hermitienne 1, c’est-à-dire

NX
i=1

NX
j=1

nX
�=0

nX
�=0

�i�Cij(x��x�)�j� � 0 pour tout x�;x� 2 D; �i�;�
j
� 2 C

Selon la généralisation multivariable et multidimensionnelle du théorème
de Bochner, une matrice de fonctions continues C(h), h 2 Rd, est une matrice
de fonctions de covariances, ssi elle admet une représentation spectrale

C(h) =
Z
Rd

ei k>h F(dk)

avec une matrice de fonctions hermitienne F(�) semi-définie positive, quel que
soit l’argument de F(�).

1. Une matrice hermitienne est la généralisation dans le domaine complexe d’une matrice
symétrique réelle. Les éléments diagonaux d’une matrice hermitienne A d’ordre N �N sont
réels et les éléments non diagonaux sont égaux à la conjuguée complexe de leur transposée:
aij = aji.
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FIG. 9.2 – Termes pair et impair de la covariance croisée expérimentale.

Densité spectrale

Si l’on se limite à des fonctions de covariance intégrables en valeur absolue,
une densité spectrale fij(k) existe, tel que

Cij(h) =
+1Z
�1
� � �

+1Z
�1

ei k>h fij(k) dk

et, en inversant la transformée de Fourier

fij(k) =
1

(2�)n

+1Z
�1
� � �

+1Z
�1

e�i k>hCij(h) dh

La matrice des densités spectrales d’un ensemble de fonctions de cova-
riances continues doit être semi-définie positive pour toute valeur de k. Cela
implique la relation de Schwarz

jfij(k)j2 � fii(k) fjj(k)
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Déphasage

Dans l’espace à une dimension, le long de l’axe temporel par exemple, on
peut aisément interpréter des décalages spectraux. Si l’on considère les trans-
formées de Fourier inverses (en admettant leur existence) du terme pair et du
terme impair de la fonction de covariance croisée, qui sont appelées tradion-
nellement le “cospectre” cij(k) et le “spectre de quadrature” qij(k), on a

fij(k) = cij(k)� i qij(k)

En écriture polaire, la fonction complexe fij(k) s’exprime sous la forme

fij(k) = jfij(k)jei'(k)

où '(k) est le déphasage moyen de la proportion de Zi(x) de fréquence k sur
la proportion de Zj(x) à cette fréquence, et

tan '(k) =
Im(fij(k))
Re(fij(k))

=
�qij(k)
cij(k)

Un déphasage nul à une fréquence k implique une partie imaginaire
Im(fij(k)) nulle à cette fréquence. Lorsqu’il n’y a pas de déphasage à aucune
fréquence, la densité spectrale croisée fij(k) est réelle et sa transformée de
Fourier est une fonction paire.

Corrélation intrinsèque

Le modèle multivariable de fonctions de covariance réelles le plus simple
que l’on puisse adopter consiste à décrire les relations entre variables par la
matrice de variance-covariance V et les relations entre les points d’échan-
tillonnage par une fonction de corrélation �(h) qui est la même pour toutes
les variables

C(h) = V �(h)
Ce modèle, dit “de corrélation intrinsèque”, revient à choisir des cova-

riances simples et croisées qui sont toutes proportionnelles à une même fonc-
tion de corrélation de base

Cij(h) = �ij �(h)

EXERCISE 9.4 Montrer que le modèle de corrélation intrinsèque est de type
positif.

EXERCISE 9.5 La covariance croisée réelle stationnaire Cij(h) vérifie-t-elle les
inégalités suivantes:

a) Cii(0)Cjj(0) � jCij(h)j2
b) Cij(0) � jCij(h)j
c) Cii(h)Cjj(h) � jCij(h)j2
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EXERCISE 9.6 Soit C(h) =
R

ei k> hF(k)dk la représentation spectrale d’une
matrice de fonctions de covariance réelles, continues et intégrables en valeur
absolue. Montrer qu’il peut arriver que la matrice de distributions spectrales
F(k) =

h
fij(k)

i
soit hermitienne, bien que C(h) soit réelle.

EXERCISE 9.7 Récemment, une définition alternative du variogramme croisé
a fait son apparition dans la littérature sous le nom de “pseudo-variogramme
croisé” (PVC), noté �ij(h). Un auteur le considère comme une généralisation
plus naturelle du variogramme simple et augure même qu’il remplacera à
terme le variogramme croisé habituel 
ij(h) (VCH) .

Faites preuve de sens critique en examinant le PVC !

DÉFINITION (PVC):

�ij(h) =
1
2

var
�
Zi(x+h)� Zj(x)

�
a) S’agit-il d’une généralisation du variogramme simple 
ii(h)?
b) Dans le contexte d’une hypothèse de stationnarité d’ordre 2, quelle rela-

tion peut-on établir entre le PVC et la fonction de covariance croisée?
c) Dans le contexte d’une hypothèse intrinsèque, quelle hypothèse supplé-

mentaire est-on obligé de faire pour le PVC, que l’on n’a pas besoin de
faire pour le VCH?

d) Discuter l(es) avantage(s) et inconvénient(s) que peut présenter le PVC
par rapport au VCH (les examiner, en particulier, à la lumière des
concepts d’hétérotopie et de corrélation négative).
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10 Cokrigeage

Isotopie et hétérotopie

Les mesures disponibles sur deux variables Z1(x) et Z2(x) dans un do-
maine donné peuvent être situées, soit aux mêmes points de mesure, soit en
des points différents. On distingue les cas suivants:

– isotopie: en tous les points d’échantillonnage on dispose d’informations
sur la paire de variables.

– hétérotopie: les deux variables ont été mesurées sur deux ensembles de
points disjoints.

– hétérotopie partielle: une partie des points de mesure ne sont pas communs
aux deux variables. Un cas particulier d’hétérotopie partielle est celui où
l’ensemble des points de mesure d’une variable est inclu dans l’ensemble
des points de mesure de l’autre variable.

L’estimateur du cokrigeage ordinaire est une combinaison linéaire de pon-
dérateurs �i� avec des variables situées en des points d’un voisinage du do-
maine

Z?
i0(x0) =

NX
i=1

niX
�=1

�i� Zi(x�)

où l’index i0 désigne une variable particulière de l’ensemble de N variables.
On remarque que le nombre d’échantillons ni dépend de l’indice i des va-
riables, afin d’inclure dans la notation le cas de l’hétérotopie, partielle ou to-
tale.

Cokrigeage ordinaire

Dans le cadre d’une hypothèse de stationnarité intrinsèque conjointe, on
désire estimer une variable particulière d’un ensemble de N variables, en se
basant sur une erreur d’estimation nulle en moyenne. Cette condition est rem-
plie en choisissant des pondérateurs de somme unité pour la variable d’inté-
rêt, et de somme nulle pour les variables auxiliaires

niX
�=1

�i� = �ii0 =
� 1 si i= i0,

0 sinon
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On développe l’erreur d’estimation

E
h
Z?
i0(x0)� Zi0(x0)

i
= E

h NX
i=1

niX
�=1

�i� Zi(x�)�
niX
�=1

�i0�| {z }
1

Zi0(x0)�
NX
i=0
i6=i0

niX
�=1

�i�| {z }
0

Zi(x0)
i

=
NX
i=1

niX
�=1

�i� E
h
Zi(x�)� Zi(x0)

i| {z }
0

= 0

Pour la variance de l’erreur d’estimation il vient alors

�2
E = E

�� NX
i=1

niX
�=1

�i� Zi(x�)� Zi0(x0)
�2
�

En introduisant des pondérateurs �i0 définis par

�i0 = ��ii0 =
��1 si i= i0,

0 si i6= i0

ajoutés aux sommations, on condense l’expression de la variance d’estimation

�2
E = E

�� NX
i=1

niX
�=0

�i� Zi(x�)
�2
�

puis, en introduisant des variables aléatoires fictives situées arbitrairement à
l’origine, on peut former des incréments

�2
E = E

�� NX
i=1

� niX
�=0

�i� Zi(x�)� Zi(0)
niX
�=0

�i�| {z }
0

��2�

= E
�� NX

i=1

niX
�=0

�i�
�
Zi(x�)� Zi(0)

�| {z }
incréments

�2�
et une covariance croisée d’incréments CI

ij(x�;x�)

�2
E =

NX
i=1

NX
j=1

niX
�=0

njX
�=0

�i� �
j
� C

I
ij(x�;x�)
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Il est important de voir que l’on est obligé d’introduire, du point de vue
physique, l’hypothèse que les covariances croisées d’incréments sont symé-
triques, pour pouvoir les remplacer par des variogrammes croisés. A cette
condition, on a finalement

�2
E = 2

NX
i=1

nX
�=1

�i� 
ii0(x��x0)� 
i0i0(x0�x0)

�
NX
i=1

NX
j=1

niX
�=1

njX
�=1

�i� �
j
� 
ij(x��x�)

Après minimisation, où les contraintes sur les pondérateurs suscitent N
paramètres de Lagrange �i, vient le cokrigeage ordinaire8>>>>><>>>>>:

NX
j=1

njX
�=1

�j� 
ij(x��x�) + �i = 
ii0(x��x0) pour i = 1; : : : N ; � = 1; : : : ni

niX
�=1

�i� = �ii0 pour i = 1; : : : N

et la variance de cokrigeage

�2
CK =

NX
i=1

niX
�=1

�i� 
ii0(x��x0) + �i0 � 
i0i0(x0 � x0)

Cokrigeage simple

Le cokrigeage ordinaire n’a en général pas de sens lorsqu’aucune informa-
tion n’est disponible sur la variable d’intérêt dans le voisinage où l’on désire
le pratiquer. Par contre, le cokrigeage simple s’appuie sur une connaissance
des moyennes des variables, ce qui lui permet de calibrer l’estimation d’une
variable sans posséder aucune donnée sur cette variable dans le voisinage de
cokrigeage.

L’estimateur du cokrigeage simple est constitué de la moyenne de la va-
riable d’intérêt et d’une combinaison linéaire de pondérateurs �i� avec les ré-
sidus de toutes les variables par rapport à leurs moyennes

Z?
i0(x0) = mi0 +

NX
i=1

niX
�=1

�i�
�
Zi(x�)�mi

�
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On lui associe le système de cokrigeage simple, écrit sous forme matricielle0BBBBB@
W11 : : : C1j : : : C1N

... . . . ...
Ci1 Wii CiN

... . . . ...
CN1 : : : CNj : : : WNN

1CCCCCA
0BBBBB@

l1
...
li
...

lN

1CCCCCA =

0BBBBB@
c1i0

...
cii0

...
cNi0

1CCCCCA
où la matrice du membre gauche est construite avec des blocs symétriques
Wii d’ordre ni � ni sur la diagonale, et des blocs rectangulaires Cij d’ordre
ni � nj en dehors de la diagonale avec

Cij = C>ji
Dans un contexte d’isotopie, on peut réécrire le vecteur des pondérateurs

sous la forme de l’opérateur de vectorisation vec(�) appliqué à une matrice L
d’ordre n�N contenant les vecteurs li de pondérateurs des variables dans ses
colonnes 0BBBBB@

l1
...
li
...

lN

1CCCCCA = vec(L)

De même, le membre droit peut être représenté comme vectorisation d’une
matrice C0 d’ordre n�N contenant les vecteurs de covariances cii0 de chaque
variable avec la variable d’intérêt. En désignant par W la matrice membre
gauche d’ordre nN � nN , le cokrigeage simple peut être posé comme

W vec(L) = vec(C0)

Autokrigeabilité

Une variable est dite “autokrigeable” par rapport à un ensemble de va-
riables, si son krigeage propre coïncide avec son cokrigeage. Le cas trivial est
celui où toutes les variables sont non-corrélées avec la variable d’intérêt, et
l’on voit facilement que tous les pondérateurs du cokrigeage sont nuls, mis-à-
part ceux affectés aux échantillons de la variable d’intérêt.

Dans une situation d’isotopie, une variable est autokrigeable si l’ensemble
des variables est en corrélation intrinsèque, avec une matrice V définie posi-
tive. Le cokrigeage simple s’écrit alors

(V 
R) vec(L) = vec(c0 v>i0) = vi0 
 r0

La matrice membre gauche du cokrigeage s’exprime ici comme le produit
de Kronecker entre la matrice de variance-covariance V et la matrice membre
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gauche du krigeage R (à une constante près). Le membre droit correspond à
la vectorisation de la matrice résultant du produit entre le membre droit r0

du krigeage et la transposée d’un vecteur vi0 , lequel désigne la colonne de
V contenant la variance �i0i0 de la variable d’intérêt. Or, comme on retrouve
vi0 dans le membre gauche, il existe une solution du système pour laquelle
les pondérateurs du vecteur lio sont ceux du krigeage direct et tous les autres
sont nuls. C’est l’unique solution du système de cokrigeage, vu que V et R
sont supposées définies positives.

En examinant les sous-blocs d’un système de cokrigeage quelconque établi
avec un modèle de corégionalisation de type positif dans le cas isotopique,
on s’aperçoit qu’il suffit, pour qu’une variable d’indice i0 soit autokrigeable,
que la fonction de covariance simple de cette variable soit proportionnelle à
chacune des fonctions de covariances croisées

Ci0j(h) = �i0j �(h)

EXERCISE 10.1 Montrer que le concept d’autokrigeabilité s’applique sous des
conditions identiques au cokrigeage ordinaire et au cokrigeage universel.
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11 Analyse Krigeante

L’étude des corégionalisations peut être subdivisée en deux parties:

– l’analyse de la corégionalisation d’un ensemble de variables, basée sur
une interprétation par un modèle linéaire multivariable;

– un cokrigeage des facteurs définis par l’analyse des corégionalisations.
Lorsqu’on a affaire qu’à une seule variable, l’opération se résume au kri-
geage de composantes spatiales vu précédemment.

Cet ensemble de techniques a reçu le nom d’“analyse krigeante”.

Modèle linéaire de corégionalisation

Un ensemble de fonctions aléatoires fZi(x); i = 1; : : : ;Ng peut être décom-
posé en des ensembles fZi

u(x);u = 0; : : : ;Sg de composantes spatialement non
correlées

Zi(x) =
SX
u=0

Zi
u(x)

Aux composantes spatiales sont associées des covariances Cu
ij(h) de palier

buij et de fonction de corrélation spatiale �u(h)

Cij(h) =
SX
u=0

Cu
ij(h) =

SX
u=0

buij �u(h)

En regroupant les paliers buij en S+1 matrices de corégionalisation Bu

d’ordre N � N , nécessairement semi-définies positives, on obtient le modèle
de covariance

C(h) =
SX
u=0

Bu �u(h)

EXERCISE 11.1 Dans quel cas ce modèle de covariance est-il équivalent au
modèle de corrélation intrinsèque?

EXERCISE 11.2 Montrer qu’une fonction de corrélation �u(h) apparaissant
avec un palier non nul sur une covariance croisée obtient nécessairement un
palier non nul sur les deux covariances simples correspondantes.
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Chacune des composantes spatiales Zi
u(x) peut elle-même être décompo-

sée à l’aide de coefficients de transformation aiup en un ensemble de facteurs
Y u
p (x) spatialement non corrélés et orthogonaux au sens d’une métrique don-

née

Zi
u(x) =

NX
p=1

aiup Y
u
p (x)

En combinant la décomposition spatiale avec la décomposition multiva-
riable, on obtient finalement le modèle linéaire de corégionalisation

Zi(x) =
SX
u=0

NX
p=1

aiup Y
u
p (x)

Ajustement bivariable de variogrammes expérimentaux

Le modèle de variogramme déduit d’un modèle linéaire de corégionalisa-
tion de fonctions aléatoires intrinsèques s’écrit

�(h) =
SX
u=0

Bu gu(h)

où les gu(h) sont des variogrammes normés.
Dans le cas bivariable, il est très simple de définir une procédure d’ajus-

tement du modèle de variogramme aux variogrammes expérimentaux. On
commence par ajuster les variogrammes simples en utilisant au moins une
structure commune à ces deux variogrammes. Puis on peut ajuster les pa-
liers buij du variogramme croisé en utilisant ceux des simples pour définir des
bornes garantissant un modèle autorisé

jbuijj �
q
buii bujj

Il existe des algorithmes de moindres carrés sous contrainte permettant
d’automatiser l’ajustement. L’extension de cette procédure à plus de deux va-
riables ne garantit pas d’emblée un modèle autorisé, car les mineurs princi-
paux d’ordre supérieur à deux des matrices Bu ne sont pas forcément positifs.

Ajustement multivariable

L’ajustement multivariable de matrices de variogrammes expérimentaux
�?(hk) calculées pour nc classes de vecteurs hk par un algorithme itératif dû à
GOULARD [35] est basé sur le critère de moindres carrés

ncX
k=1

tr
h�

�?(hk)� �(hk)
�2i
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que l’on cherche à minimiser sous la contrainte que les matrices de corégiona-
lisation Bu du modèle �(h) soient semi-définies positives.

En se donnant S matrices Bu semi-définies positives, on cherche dans un
premier temps une S+1-ième matrice Bv qui comble au mieux les écarts d�?

vk
entre un modèle à S matrices et les matrices expérimentales �?(hk)

d�?
vk = �?(hk)�

SX
u=0
u6=v

Bu gu(hk)

La somme des écarts pondérés par gv(hk) est une matrice symétrique d�?
v

qui n’est en général pas semi-définie positive. En la décomposant en valeurs
et vecteurs propres

ncX
k=1

d�?
vk gv(hk) = d�?

v = Qv �v Q>v avec Q>vQv = I

on peut construire avec les valeurs propres positives une nouvelle matrice
d�?

v, qui est la matrice semi-définie positive la plus proche de d�?
v au sens des

moindres carrés
d�?

v = Qv �o
v Q>v

où �o
v correspond à �v, si ce n’est que des valeurs propres nulles remplacent

les valeurs propres négatives. En divisant par le carré du variogramme gv(h)
de la S + 1-ième structure, on obtient une matrice semi-définie positive B?

v
minimisant le critère d’ajustement

B?
v =

d�?
v

ncP
k=1

�
gv(hk)

�2

Cette procédure est appliquée à tour de rôle à chacune des matrices Bu,
puis itérée, et l’on constate en pratique une assez bonne convergence du cri-
tère, bien que celle-ci ne soit pas assurée du point de vue théorique.

Analyse de corégionalisation

Lorsque l’on fait tendre h vers l’infini dans un contexte de stationnarité
d’ordre deux avec des fonctions gu(h) de palier unitaire, on voit que le modèle
de variogramme tend vers la matrice de variance-covariance

�(h)! V pour h!1
Dans ce contexte, la matrice de variance-covariance est un mélange de ma-

trices de corégionalisation

V =
SX
u=0

Bu
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FIG. 11.1 – Variogramme croisé de deux composantes principales.

On voit que lorsqu’on ne se trouve pas dans le cas de la corrélation in-
trinsèque, il est du plus grand intérêt d’analyser séparément chacune des ma-
trices de corégionalisation Bu, considérées comme des matrices de variance-
covariance d’un ensemble de variables fZi

u(x); i = 1; : : : ;Ng. En outre, les ma-
trices de corégionalisation Bu peuvent être construites sous n’importe quelle
hypothèse de stationnarité, alors que la matrice de variance-covariance V n’a
de sens que dans un contexte de stationnarité d’ordre deux.

EXEMPLE 11.3 (VARIOGRAMME CROISÉ DE DEUX COMPOSANTES PRINCIPALES)
La Figure 11.1 montre le variogramme croisé entre les troisième et quatrième
composantes principales calculées sur la base de la matrice de variance-
covariance de données pour lesquelles l’hypothèse de corrélation intrinsèque
est manifestement fausse. En effet, près de l’origine les composantes princi-
pales sont corrélées de manière significative, symptôme du fait que la struc-
ture de corrélation des données est différente à petite échelle, ce dont une
analyse en composantes principales non spatialisée ne peut tenir compte
(d’après [102]).

L’analyse en composantes principales d’une matrice de corégionalisation
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consiste à décomposer chaque matrice Bu en valeurs et vecteurs propres

Bu = Au A>u avec Au = Qu
p

�u et Qu Q>u = I

On peut généraliser cette analyse en choisissant des vecteurs propres or-
thogonaux par rapport à une matrice symétrique Mu, représentant une mé-
trique

Au = Qu Mu
p

�u avec Qu Mu Q>u = I

en utilisant, par exemple, la métrique

Mu =
SX
u=0

Bu

Une autre possibilité, lorsqu’on s’intéresse à l’analyse conjointe de deux
groupes de variables, est de partitionner les matrices de corégionalisation

Bu =

 
B11
u B12

u

B21
u B22

u

!
et de pratiquer une analyse canonique de la corégionalisation, c’est-à-dire, en
prenant pour illustration le premier groupe

B11
u = A11

u

�
A11
u

�>
où

A11
u = Q11

u M11
u

p
�11
u avec Q11

u M11
u

�
Q11
u

�>
= I

et
M11

u = B12
u

�
B22
u

��1
B21
u

avec des matrices B22
u évidemment non singulières.

L’analyse canonique donne souvent des résultats décevants, car difficile-
ment interprétables. L’analyse en composantes principales avec des variables
instrumentales (aussi appelée ‘analyse de redondance’) peut s’avérer une al-
ternative plus performante. On passe à l’ACPVI simplement en remplaçant
B22
u par la matrice identité dans l’expression précédente, c’est-à-dire

M11
u = B12

u B21
u

EXERCISE 11.4 Montrer que

Au = Qu Mu
p

�u avec Qu Mu Q>u = I

dans la factorisation Bu = Au A>u est solution du probème de valeur propre
généralisé

Bu Qu = Qu Mu �u
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Cokrigeage de facteurs

Le modèle linéaire de corégionalisation permet d’estimer localement les
facteurs régionalisés Y u

p (x) par cokrigeage. L’estimateur utilisé pour évaluer
un facteur Y u0

p0
(x) donné est une combinaison linéaire de pondérateurs �i� avec

des variables dans le voisinage d’un point quelconque x0 du domaine

Y ?
u0p0

(x) =
NX
i=1

niX
�=1

�i� Zi(x�)

En se plaçant dans le cadre d’une hypothèse de stationnarité locale, don-
nant un sens à des moyennes locales mi(x0), on construit un estimateur sans
bias de facteurs synthétiques (auxquels on a attribué des moyennes nulles)

E
h
Y ?
u0p0

(x)� Y u0
p0

(x)
i

=
NX
i=1

mi(x0)
nX

�=1

�i� = 0 pour
nX

�=1

�i� = 0

La variance d’estimation �2
E vaut

E
��
Y ?
u0p0

(x)� Y u0
p0

(x)
�2
�

= 1 +
NX
i=1

NX
j=1

nX
�=1

nX
�=1

�i� �
j
� Cij(x��x�)

�2
NX
i=1

nX
�=1

�i� a
i
u0p0

�u0(x��x0)

De sorte que l’on a le système de cokrigeage8>>>>>>>><>>>>>>>>:

NX
j=1

njX
�=1

�j� Cij(x��x�)� �i = aiu0p0
�u0(x��x0)

pour i = 1; : : : N ; � = 1; : : : n
niX
�=1

�i� = 0 pour i = 1; : : : N

Dans le membre droit de ce système apparaissent les coefficients de trans-
formation aiup, résultats de la décomposition des matrices de corégionalisation
Bu. Dans le cas d’une analyse en composantes principales de ces matrices, les
aiup indiquent les covariances entre les variables Zi et les facteurs Y u

p .
Le cokrigeage de facteurs permet de réaliser des cartes de facteurs en n’uti-

lisant que les données multivariables contenues dans un voisinage local au-
tour de chaque point de la carte.
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Solution des Exercices

EXERCICE 1.1 1>1 = n;

11> =

0@ 1 : : : 1
... . . . ...
1 : : : 1

1A| {z }
(n�n)

EXERCICE 1.2 1
n Z> 1 = m est le vecteur des moyennes mi des variables.

1
n11>Z = M est une matrice n�N contenant dans chaque ligne la tranpo-

sée du vecteur des moyennes; chaque colonne mi de M a N éléments égaux à
la moyenne mi de la variable numéro i.

EXERCICE 1.5 A2 x = A�x = �A x = �2 x

EXERCICE 1.7 La décomposition classique en valeurs et vecteurs propres.

EXERCICE 1.8 Oui.

EXERCICE 2.2 corr
�eZ;eZ� = eQpe�pe� eQ> = corr

�eZ;Y��corr
�eZ;Y��>

EXERCICE 3.1 Il suffit de montrer que les contraintes d’orthogonalité corres-
pondantes sont redondantes (de manière analogue à l’ACP).

EXERCICE 3.2 Idem.

EXERCICE 3.3 Multiplier l’équation par l’inverse de �.

EXERCICE 4.3 Voir MATHERON [65], LAJAUNIE & LANTUÉJOUL [48].
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EXERCICE 6.3 Si un point de donnée coïncide avec le point d’estimation, le sys-
tème d’équations correspondant aura une colonne du membre gauche (mis-à-
part le dernier élément) égale au membre droit. Une solution du système est
de prendre un ensemble de pondérateurs nuls, sauf le pondérateur de la co-
lonne correspondant à la donnée coïncidante, valant un. Cette solution est la
seule solution, puisque le membre gauche est supposé inversible, et elle resti-
tue la valeur mesurée au point d’estimation.

EXERCICE 6.4 Etant donné qu’il y a interpolation exacte, les poids de Z?(x0)
valent

�� = �x�;x0

Vu la linéarité des estimateurs

�P� = �x�;x0 � �G�

EXERCICE 6.5 Le krigeage ordinaire peut s’écrire

0BB@
C1;1 : : : C1;N 1

... . . . ...
...

CN;1 : : : CN;N 1
1 : : : 1 0

1CCA| {z }
A

�

266666664
0BB@ �P1

...
�PN
�P

1CCA| {z }
xP

+

0BB@ �G1
...
�GN
�G

1CCA| {z }
xG

+

0BB@ �m0
1
...

�m0
N
�m0

1CCA| {z }
xm0

377777775
=

0BB@
CP

0;1
...

CP
0;N
0

1CCA| {z }
bP

+

0BB@
CG

0;1
...

CG
0;N
0

1CCA| {z }
bG

+

0BB@ 0
...
0
1

1CCA| {z }
bm0

avec A xP = bP ; A xG = bG; A xm0 = bm0 :
On a alors

z?(x0) = z>lP + z>lG + z>lm0 = z>(lP + lG + lm0) = z>l

où z est le vecteur des n données et lP ; lG; lm0 ; l sont des vecteurs de n pondé-
rateurs correspondants.

EXERCICE 7.7 a)

�2
KO = c00 � k>0 K�1 k0 = c00 � k>0

�
lKO��KO

�
= C(x0 � x0)�

nX
�=1

��KO C(x� � x0) + �KO

70



b)

w =
�1

1>R 1
v =

R 1
1>R 1

A = R� R 1 (R 1)>

1>R 1

m? = (z>;0) K�1
�

o
1

�
= (z>;0)

�
v
w

�
= z>v =

z>R 1
1>R 1

c)

Kn
�
z;s
�

= z>A s = 1>R 1
� z>R s

1>R 1
� z>R 1

1>R 1
� 1>R s

1>R 1

�
= 1>R 1

�
En

h
z;s
i� En

h
z
i

En

h
s
i�

= 1>R 1 covn
�
z;s
�

d)

Soient z0 =
�

z
0

�
; s0 =

�
s
0

�
et F�1 =

�
K s0

(s0)> 0

�
=
�

AF vF

v>F wF

�
avec: vF =

K�1 s0
(s0)>K�1 s0 et AF = K�1 � K�1 s0 (K�1 s0)>

(s0)>K�1 s0

b? = (z>;0;0) F�1

0@o
0
1

1A = (z>;0;0)
�

vF

wF

�
= (z0)> vF

=
(z0)>K�1 s0
(s0)>K�1 s0 =

Kn
�
z;s
�

Kn
�
s;s
� =

covn
�
z;s
�

covn
�
s;s
�

a? = (z>;0;0) F�1

0@o
1
0

1A = (z>;0) AF

�
o
1

�
= z0

�
K�1 � K�1 s0 (K�1 s0)>

(s0)>K�1 s0
��o

1

�
= z0K�1

�
o
1

�
� z0K�1 s0

s0K�1 s0 � s0K�1
�

o
1

�
= En

h
z
i� b? En

h
s
i

EXERCICE 7.8 a) v0 = �K�1 k0 w00 et

c00w00 � k>0 K�1 k0 w00 = 1

71



w00

�
c00 � k>0 K�1 k0

�
= 1

w00 =
1
�2

KO

b)

Kn+1

�
z0;s0

�
= (z0;z>;0)

�
w00 v>0
v0 A0

�
(s0;s>;0)

avec: A0 = K�1 + w00 K�1 k0 (K�1 k0)>

Kn+1

�
z0;s0

�
= z0 w00 s0 + (z>;0) v0 s0 + z0 v>0

�
s
0

�
+ (z>;0) A0

�
s
0

�
= w00 z0 s0 � w00 (z>;0) K�1 k0 s0 � w00 z0 K�1 k0

�
s
0

�
+Kn

�
z;s
�

+ w00 (z>;0) K�1 k0 (K�1 k0)>
�

s
0

�
= w00

�
z0 � (z>;0) K�1 k0

� � �s0 � (s>;0) K�1 k0

�
+Kn

�
z;s
�

c)

Kn+1

�
z0;s0

�
=
�
z0 � (z>;0) K�1 k0

� � �(s0js)
�2

KO
+Kn

�
z;s
�

et

(w00;v>0 ) �
�

s0
0

�
= w00 s0 + v>0

�
s
0

�
= w00 s0 � w00 K�1 k0

�
s
0

�
= w00 �(s0js) =

�(s0js)
�2

KO

EXERCICE 7.9 a) Pour � = 1 on a:

(w11;v>1 )
�

s
0

�
=

�(s1js�1)
�2

1

et pour � = n:

(v1;n; : : : ;vn�1;n;wnn;vn+1;n)
�

s
0

�
=

�(snjs�n)
�2
n

ainsi que pour � 6= 1 et � 6= n:

(v1;�; : : : ;v��1;�;w��;v�+1;�; : : : ;vn+1;�)
�

s
0

�
=

�(s�js��)
�2
�
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b)

b? =
Kn
�
z;s
�

Kn
�
s;s
� = (z>;0)

K�1
�

s
0

�
Kn
�
s;s
� =

nX
�=1

z�
�(s�js��)

�2
�Kn

�
s;s
�

EXERCICE 9.2 C12(h) = a1C22(h� r1) + a2C22(h� r2)

EXERCICE 9.4 La matrice V est une matrice semi-définie positive en tant que
matrice de variance-covariance et �(h) est une fonction de type positif en tant
que fonction de covariance, de sorte que l’on vérifie aisément que le produit
des deux vérifie le théorème de Bochner multivariable.

EXERCICE 9.5 a) Oui. b) Cij(0) peut être négatif ! c) Cii(h) peut être négatif !

EXERCICE 9.6 Lorsque Cij(h) n’est pas une fonction paire, le spectre de qua-
drature qij(h) n’est pas nul et fij(h) est complexe.

EXERCICE 9.7 a) �ii(h) = 
ii(h).
b) �ij(h) = 1

2

�
Cii(0) +Cjj(0)

��Cij(h) et peut donc servir à détecter des effets
de retard au même titre que la fonction de covariance croisée.
c) On est obligé de supposer pour �ij(h) que les accroissements croisés sont
intrinsèques avec E

h
Zi(x+h) � Zj(x)

i
= 0. C’est aventureux, lorsque les va-

riables sont de nature différente.
d) �ij(h) peut être calculé dans un contexte d’hétérotopie totale. Son incon-
vénient majeur est qu’il ne peut traduire une corrélation négative éventuelle
entre deux variables.

EXERCICE 11.1 Lorsque toutes les matrices de corégionalisation sont propor-
tionnelles à une même matrice B

C(h) =
SX
u=0

au B �u(h) = B
SX
u=0

au �u(h)

où les au sont des coefficients de proportionnalité.

EXERCICE 11.2 Etant donné que Bu est semi-définie positive, la positivité de
ses mineurs principaux d’ordre 2 implique la relation de Cauchy-Schwarz
entre les paliers simples et croisés

jbuijj �
q
buii bujj
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EXERCICE 11.4 Bu = Qu Mu �u Mu Q>u avec Qu =
�
Mu Q>u

��1
, donc:

Bu Qu = Qu Mu �u

�
Mu Q>u

� � �Mu Q>u
��1| {z }

I
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